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ALLA  GIOVENTÙ  STUDIOSA 


L’ AUTORE 


A.  niun  altri  che  a voi,  studiosa  gioventù,  deb- 
bono essere  dedicati  questi  elementi,  che  sono 
al  vostro  uso  destinati , e sono  scritti  da  chi 
da  non  pochi  anni  ha  ogni  cura  di  voi.  Questi 
elementi  vi  servono  a qualunque  scienza  vi 
vogliate  applicare.  Imperocché  se  di  tutte  le 
scienze  la  Logica  può  dirsi  la  grammatica,  per- 
chè regola  e dirige  il  raziocinio  nella  ricerca 
delle  loro  verità,  la  Matematica  di  questa  disci- 
plina è continuo  esercizio,  e pratica.  Ma  in  questi 
elementi  eziandio  coloro,  che  si  occupano  delle 
Arti  Belle  trovano  di  che  giovarsi  all’uopo.  È lo- 
ro necessario  lo  studio  della  geometria;  or  que- 
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sta  parte  nella  presente  opera  si  può  studiare 
senza  alcuna  cognizione  del  calcolo  , eccetto 
l’ultimo  capo  d’ognuna  delle  sue  tre  parti,  che 
trattando  della  misura  delle  figure  richiede  il 
computo.  Ciò  però  non  ha  che  far  nulla  colle 
proprietà  delle  figure  geometriche,  e colle  loro 
costruzioni,  di  che  solo  abbisognano  gli  arti- 
sti anche  dei  mestieri.  Ma  sono  anche  invitati 
allo  studio  dei  nostri  elementi  quei  giovani , 
che  ai  calcoli  vogliono  darsi  della  società , e 
l’uffizio  desiderano  imprendere  di  ragionieri. 
Nella  nostra  Aritmetica  troveranno  esposte,  c 
dimostrate  tutte  le  operazioni  dell’  Aritmetica 
con  rigore  , e con  semplicità.  Troveranno  poi 
di  che  esercitarsi  in  ogni  sorta  di  problemi , 
che  possono  occorrere  nel  loro  impiego,  e que- 
sti risoluti  in  varie  maniere.  Ciò  servirà  ad 
aguzzar  l’ingegno,  e,  tolta  la  materialità  del  cal- 
colare propria  degli  aritmetici  pratici , a farlo 
destro  e padrone  nella  risoluzione  delle  più 
difficili  quistioni.  Cou  che  ad  un  tempo  , ed 
impareranno  ciò  che  loro  abbisogna,  e si  for- 
meranno il  criterio  a tutto  necessario.  In  ulti- 
mo senza  quasi  avvedersene , e direi  per  ne- 
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cessila  saranno  condotti  all’espressioni  generali 
dei  numeri , ed  a conoscere  il  bisogno  , che 
hanno  di  sapere  1’  Algebra  elementare , e ciò 
per  risolvere  problemi  intralciati,  che  coll’Àl- 
gebra , e coi  Logaritmi  si  risolvono  in  poco 
d’ora  : mentre  lungo  tempo  e nojosa  fatica  a 
ciò  si  richiede  nell’Aritmetica  pratica. 

In  questo  corso  al  termine  dei  capi  prin- 
cipali si  troveranno  esercizii  di  calcolo  da  ese- 
guirsi, e di  problemi  da  risolversi,  che  non  si 
raccomandano  mai  abbastanza  agli  studiosi  del- 
le matematiche,  i quali  debbono  profondamente 
penetrare,  ed  essere  franchi  nelle  loro  operazio- 
ni. A questo  fine  ho  fatto  conoscere  buso  delle 
tavole  logaritmiche,  e trigonometriche,  ed  hò 
presentate  molte  applicazioni  ai  problemi.  Si  so- 
no poi  rettificate  alcune  idee  non  giuste,  e sono 
stati  cambiati  alcuni  ragionamenti,  che  non  so 
come  si  siano  potuti  stampare  tante  volte,  e 
tante  volte  insegnare  senza  ravvisarne  il  para- 
logismo. Ho  procurato  , che  come  le  conse- 
guenze vengono  dalle  premesse,  ed  una  dimo- 
strazione si  appoggia  alle  antecedenti,  così  una 
materia  desse  luogo,  e richiedesse  un’altra;  e 
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si  vedrà , che  ognuna  delle  quattro  parti , in 
cui  ho  diviso  il  calcolo,  nasce  di  necessità  dal- 
l’antecedente per  introdurre  mezzi  di  computo 
necessarii  a risolvere  problemi  per  mancanza  di 
questi  lasciati  in  essa  insoluti.  Si  è fatto  di  tut- 
to, onde  le  dimostrazioni  oltre  all’  essere  rica- 
vate dall’intrinseco  del  soggetto  fossero  prive  di 
artifizii,  i quali  debbono  essere  lungi  dagli  ele- 
menti delle  matematiche,  e debbono  essere  in- 
trodotti quando  col  progredire  si  fanno  esse  più 
generali,  ed  astratte.  Finalmente  ho  studiato  di 
esser  chiaro.  Che  poi  in  tutto  ciò  sia  riuscito  voi, 
o giovani  studiosi,  lo  mostrerete  col  fatto  se  ser- 
vendovi di  questi  elementi,  e studiandoci  mo- 
strerete di  esservi  avvezzati  a veder  l’intrinseco 
della  scienza , di  amare  in  essa  la  semplicità  e 
naturalezza , e di  aver  chiarezza  nella  vostra 
mente,  e nel  vostro  discorso.  Del  resto  abbia- 
tevi quest’opera  come  caparra  d’un  corso  com- 
pleto di  tutte  le  parti  delle  Matematiche , che 
se  a Dio  piaccia  ho  divisato  di  pubblicare. 
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ARITMETICA 


1.  JL/  unità  è una  grandezza,  che  si  fissa  per  ripeterla,  o pren- 
derne parti.  Si  dice  per  es.  cinque  canne,  due  settimi  di  canna. 
Qui  la  canna  è unità,  perchè  si  ripete  cinque  volte,  e di 
essa  si  prendono  le  due  settime  parti. -La  ripetizione  del- 
l'unità si  chiama  numero,  e le  parti  dell'  unità  si  dicono 
frazioni  dell’unità  stessa. 

2.  U Aritmetica  è la  scienza  dei  numeri , e delle  fra- 
zioni, che  dimostra  le  proprietà  di  queste  grandezze, o quan- 
tità, e dà  i metodi  per  calcolarle  : quindi  l’Aritmetica  ha 
due  parti  la  prima  tratta  dei  numeri,  la  seconda  delle  fra- 
zioni. 

o23&SS" 

PA&V8  SMiMA 

DEI  NUMERI. 

3.  Le  note,  o cifre  per  rappresentare  i numeri  sono  le 
seguenti  : 1, 2,.3,  4,  5,  6,  7,  8,  9,  che  si  leggono  : uno,  due, 
tre,  quattro,  cinque,  seij  sette,  otto , nove.  S’intende  dire  una 
unità,  che  è la  quantità  fissata,  due  unità,  tre  unità  ec.  Si 
vede  chiaro  che  1 non  é numero,  perché  il  numero  ó ri- 
petizione di  uno.  Quantunque  con  queste  cifre  non  si  pos- 
sano esprimere  i numeri  maggiori  del  nove,  pure  con  esso 
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per  mezzo  di  nna  convenzione  fatta  tra  gli  Aritmetici  si 
possono  esprimere  tulli  i numeri. 

4.  Prima  però  di  proporre  questa  convenzione  é da  fis- 
sare anche  per  il  seguito,  che  quando  diremo  a dritta,  o 
a sinistra  di  una  cifra  intenderemo  dire  la  parte  della  ci- 
fra, che  corrispondo  innanzi  la  dritta,  o la  sinistra  di  chi 
la  legge,  o la  scrive  : così  scritto  per  cs.  il  : 3 : la  dritta 
del  3 è dove  sono  segnati  tre  punti  , e la  sinistra  dove 
ne  sono  segnati  due. 

5.  La  convenzione  degli  Aritmetici,  onde  colle  nove  ci- 
fre si  possano  esprimere  tutti  i numeri,  è la  seguente.  Le 
unità  di  una  cifra  scritta  alla  sinistra  di  un  altra  valgono 
dieci  unità  di  questa.  Si  scriva  per  es.  2;  scrivendo  poi  32 
le  unità  del  3 sono  dieci  unità  del  2 ; scrivendo  432  le 
unità  del  4 sono  dicci  unità  del  3,  e così  di  seguito.  Cosi 
se  si  scrive  il  numero  742563,  le  unità  del  3 sono  unità 
semplici,  le  unità  del  6 sono  dieci  di  quelle  unità , e si 
chiamano  decine  , e si  leggono  sessanta,  e così  dieci > venti, 
trenta , quaranta,  cinquanta , settanta , ottanta , novanta,  se- 
condo che  invece  del  6 vi  fosse  1,  2,  3,  4,  5,  7,  8,  9. 
Ogni  unità  del  5 sono  dieci  decine,  e si  chiamano  centinaia, 
e si  legge  cinquecento.  Si  leggerebbe  quattrocento,  settecento 
se  vi  fossero  i numeri  4,  7.  Ogni  unità  del  due  sono  dicci 
centinaja,  che  si  chiamano  migliaja,  e si  legge  2 mila.  Si 
leggerebbe  mille,  tre  mila,  quattro  mila,  cc.,  se  invece  di 
2 vi  fosse  t , 3,  4 ec.  Ogni  unità  del  4 sono  dieci  mi- 
gliaja, e per  queste  unità  non  v’ò  nome,  ma  ritengono  il 
proprio  di  decine  di  migliaja,  e si  legge  quarantamila.  Le 
unità  del  sette  sono  centinaja  di  migliaja,  c si  legge  sette- 
cento mila.  Dopo  ciò  il  numero  si  legge  sette  cento  qua- 
ranta DUE  MILA  CINQUE  CENTO  SESSANTA  TRE.  Sì  VcdCj  che 

con  questa  convenzione  si  possono  scrivere  tutti  i numeri 
per  quantunque  grandi.  Solo  si  debbono  fissare  altri  nomi 
per  legger  questi  qualunque  numeri.  Gli  Aritmetici  hanno 
stabilito,  che  ad  ogni  sei  cifre  si  debba  cambiare  unità , e 
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che  in  ogni  teina  la  prima  cifra  a dritta  esprimendo  le  unità 
la  seguente  a sinistra  esprima  le  decine , Poltra  le  centinaja  * 
Poltra  le  migliaja , la  quinta  le  decine  di  migliajaj  e la  sesta 
le  centinaja  di  migliaja.  Riguardo  alle  unità,  quelle  della 
prima  seina  sono  le  unità  semplici,  quelle  della  seconda 
si  chiamano  milioni , quelle  della  terza  si  chiamano  bilio- 
ni, quelle  della  quarta  trilioni  cc. 

6.  Facile  dopo  ciò  è il  leggere  qualunque  numero.,  ba- 
stando dividerlo  con  virgole  di  sci  in  sei  cifre  da  dritta 

a i 

a sinistra.  Sia  il  numero  54,217893,417512.  Si  legge 
facilmente  54  bilioni,  217  mila,  893  milioni,  4 1 7 mi- 
la, 512. 

7.  Se  in  un  numero  mancasse  qualche  cifra  decadica 
o le  unità  stesse  , vi  si  supplisce  scrivendovi  la  cifra  0 , 
che  chiamasi  zero,  la  quale  non  esprime  alcun  numero,  ma 
serve  per  mantenere  il  posto  alle  cifre  numeriche  ; questo 
posto  fissa  il  valore  decadico  delle  cifre,  perchè  al  secondo 
posto  le  unità  sono  decine,  al  terzo  posto  sono  decine  di 
decine,  e così  di  seguito  andando  verso  sinistra  (§. 5.).  Quindi 
se  si  proponesse  a scrivere  il  numero  venti  tre  mila  e quat- 
tro; siccome  in  questo  mancano  lo  centinaja,  c le  decine, 
si  suppliscono  queste  con  due  zeri,  ed  il  numero  sarà  espres- 
so da  23004.  Dopo  ciò  le  cifre  del  ( §.  3.  ) si  chiamano  ci- 
fre significative , perchè  esprimono  numeri,  ciò  che  non  fa 
la  cifra  zero. 

8.  Dal  sistema  decadico  stabilito  dagli  Aritmetici  (§.  5.), 
si  conchiude,  che  per  ogni  posto  che  una  cifra  in  un  numero 
si  trasloca  da  dritta  a sinistra  diviene  essa  dicci  volte  più 
grande,  perché  dicci  volte  più  grandi  diventano  le  sue  uni- 
tà. Se  dunque  a dritta  d’un  numero  si  scrivano  uno,  due, 
tre  zeri  ec.  il  numero  diventerà  dicci , cento , mille  cc. 
volte  più  grande,  perchè  le  cifre  sono  traslocale  a siuislra 
di  uno,  di  due,  di  tre  cc.  posti. 
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OPERAZIONI  SOPRA  I NUMERI. 

Queste  operazioni  sono  quattro  : Somma,  Sottrazione, 
Moltiplicazione,  e Divisione. 

9.  La  somma  è V operazione  per  la  quale  più  numeri  si 
riducono  ad  uno.  Cosi  quando  si  dice,  che  la  somma  di  2,  3, 
4 ò 9,  i tre  numeri  dati  si  riducono  ad  un  solo  9.  1 nu- 
meri semplici  facilmente  si  sommano. 

10.  Prima  di  dare  il  metodo  per  fare  la  somma  di- 
stingueremo i numeri  in  numeri  semplici , e numeri  com- 
plessi. I primi  sono  espressi  da  una  sola  cifra,  gli  altri  da 
più  d’una.  Inoltre  altri  sono  i numeri  omogenei , cd  altri 
gli  eterogenei.  I primi  ripetono  la  stessa  unità,  gli  altri  di- 
verse unità.  Cosi  sono  omogenei  5 dicine  e 7 decine,  8 pal- 
mi e 9 palmi  : sono  poi  eterogenei  10  centinaja  8 mi- 
gliaja  ; 11  canne  e 2 palmi.  Per  sommare  i numeri  complessi 
si  scrivono  V uno  sotto  V altro  in  guisa,  che  le  cifre  dell' unità 
formino  una  linea  verticale , o come  si  dice  colonna , le  de- 
cine in  colonna j e cosi  sieno  disposte  le  altre  cifre  dello  stesso 
valore  decadico.  SJ  incomincia  la  somma  dalla  colonna  delle 
unità  j e poi  andando  a sinistra  si  fa  la  somma  delle  altre 
colonne.  Avendo  sommata  ciascuna  colonna  si  veggono  le  de- 
cine che  entrano  nella  somma,  e queste  come  tante  unità  sem- 
plici si  uniscono  alla  somma  della  colonna  seguente,  non  scri- 
vendo sotto  la  colonna  attuale  che  le  unità,  le  quali  non  ar- 
rivano a dare  una  decina. 

45674 

60724 

5605 

9324 

121327 

22110 

Nel  nostro  esempio  la  somma  della  colonna  delle  unità  ci 
dà  1 7,  in  questo  vi  è una  decina,  c di  più  sette  unità,  si 
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scrìve  il  7 sotto  la  colonna  delle  unità,  e la  decina  si  porta 
nella  somma  della  colonna  seguente,  che  tutto  insieme  ci 
darà  1 2;  si  segnerà  2,  e si  porterà  uno  nella  somma  della 
terza  colonna,  e cosi  di  seguito  ; quindi  il  resultamento, 
o la  somma  sarà  121327.  La  ragione  per  cui  le  unità  si 
scrivono  sotto  le  unità,  le  decine  sotto  le  decine  in  tante 
colonne  é,  che  la  somma  non  si  pud  eseguire,  che  fra  nu- 
meri omogenei,  perchè  non  si  potrebbe  fare  un  sol  numero, 
cioè  ripetizione  di  una  unità  colla  somma  ex.  gr.  di  7 decine 
con  9 centinaja.  Avendo  disposti  i numeri  omogenei  in  co- 
lonna, sommando  le  colonne  si  sommano  i numeri  omoge- 
nei. Tutte  le  dieci  unità  poi  di  una  colonna  sono  tante 
unità  da  portarsi  nella  colonna  seguente  a sinistra  pel  si- 
stema decadico  (§.  3.) 

11.  Per  far  la  prova,  o per  vedere  se  il  risullamento 
sia  giusto  si  farà  la  somma  a rovescio  dalla  prima  colonna 
a sinistra,  e la  somma  fogni  colonna  si  sottrarrà  dalla  ci- 
fra sottoposta  del  risultamento.  Se  ognuna  di  queste  cifre 
fosse  precisamente  la  somma  della  colonna  supcriore  in 
ognuna  delle  indicate  sottrazioni  si  troverebbe  zero.  Ma 
poiché  accade,  che  vi  possono  essere  le  unità  portate  dalla 
colonna  seguente  a dritta,  dalla  sottrazione  indicala  rimarrà 
il  residuo,  che  saranno  queste  unità,  le  quali  come  tanti 
dieci  si  aggiungeranno  alla  cifra  seguente  del  risultamento 
prima  di  sottrarvi  la  somma  della  colonna  superiore;  dopo 
ciò  l'indizio,  che  la  somma  avuta  sia  giusta  si  avrà  quando 
troveremo  zero  dalla  sottrazione  della  colonna  delle  unità 
fatta  dalla  cifra  inferiore  del  risultamento,  perchè  a que- 
sta sola  nulla  si  aggiunge  per  somma  di  colonna  seguente, 
che  non  v’é. 

Nel  nostro  esempio  la  somma  della  prima  colonna  a si- 
nistra dà  10,  che  sottratto  da  12  dà  il  residuo  2,  che  si 
segna  per  portarlo  come  20  alla  cifra  seguente  1.  La  som- 
ma dell’  altra  colonna  è 1 9 che  tolta  da  21  ci  dà  2.  La 
somma  della  terza  colonna  é 22,  che  tolta  da  23dà1.  La 
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somma  della  quarta  é 11,  che  tolta  da  12  dà  1.  Finalmente 
tolto  1 7,  somma  deU’ultima  colonna,  da  1 7 abbiamo  zero. 

1 2.  La  sottrazione  è un" operazione.,  per  la  quale  si  trova 
la  differenza  fra  due  numeri , o si  trova  di  quanto  un  nu- 
mero è maggiore  o minore  di  un’  altro.  La  sottrazione  si 
eseguisce  togliendo  il  numero  minore  dal  maggiore.  II  maggior 
numero  si  chiama  minuetto,  il  minore  minatore,  c il  risul- 
tamento  dell’operazione  si  dice  residuo , o resto.  Per  eseguire 
la  sottrazione  di  due  numeri  complessi,  si  pongono  l"  uno 
sotto  V altro j come  nella  somma  (§.  1 0.).  Fatto  cù) } cominciando 
dalla  colonna  delle  unità , dalla  cifra  superiore  si  toglie  l"in~ 
feriore.  Se  avvenga,  che  l’inferiore  sia  maggiore  della  su- 
periore, a questa  si  aggiunge  un  dicci,  che  é l’unità,  che  si 
toglie  dalla  cifra  seguente  a sinistra,  che  appunto  vai  dicci 
pel  sistema  decadico  ($.  5.).  Con  questa  aggiunta  la  sot- 
trazione sarà  sempre  eseguibile,  non  potendo  mai  giungere 
al  dieci  il  valore  della  cifra  inferiore,  perchè  la  maggior 
cifra  è 9.  Se  finalmente  avvenga,  che  nel  minuendo  vi  sia 
più  di  un  zero  di  seguito , e che  dall’  ultimo  a dritta  si 
debba  sottrarre  una  cifra  significativa  , in  tal  caso  que- 
st’ultimo zero  si  suppone  dieci,  tutti  gli  altri  a sinistra  si 
suppongono  nove,  c s’intende  diminuita  d’un’unità  la  prima 
cifra  significativa,  che  ‘s’incontra  a sinistra  delti  zeri.  Che 
se  la  prima  cifra  dopo  l’ultimo  zero  a dritta  nella  sottra- 
zione abbia  avuto  bisogno  di  un  dieci,  allora  quell’ultimo 
zero  si  suppone  nove.  La  ragione  di  ciò  è chiara.  L’unità 
che  si  toglie  alla  prima  cifra  significativa  prima  delti  zeri 
a sinistra  nel  primo  zero  diventa  dieci,  si  lascia  nove,  e 
la  decima  unità  portata  nell’altro  zero  diventa  dieci,  si  la- 
scia nove,  e come  innanzi  il  zero  seguente  diventa  dieci, 
e così  di  seguito  fino  all’ultimo  zero,  che  sarà  dicci,  o nove, 
se  una  unità  debba  dare  alla  cifra  seguente.  Ecco  l’esempio. 
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170024670027 

32457432815 

137567237212 

In  questo  si  vede,  che  l’ultimo  dei  zeri  a dritta  ò dicci, 
perchè  nulla  dà  al  2,  che  lJaltro  è nove,  o che  la  prima 
cifra,  che  s’incontra  7 è stata  diminuita  di  un’unità.  Negli 
altri  due  zeri,  che  s’incontrano  a sinistra  il  primo  è stalo 
valutato  uove  perchè  ha  dato  un’unità  alla  cifra  seguente  2 
per  poter  sottrarre  il  5.  Nella  sottrazione  si  fa  la  stessa 
disposizione  dei  numeri  che  nella  somma,  e ciò  per  la  stessa 
ragione,  che  la  sottrazione  si  fa  sempre  fra  numeri  omo- 
genei. Non  si  potrebbe  mai  sottrarre  per  esempio  da  12 
decine  8 ccntinaja,  perchè  il  residuo  non  potrebbesi  espri- 
mere per  alcuna  di  queste  due  unità. 

13  .La  prova  della  sottrazione  è di  sommare  il  residuo  col 
minutore,  che  se  questo  sia  giusto  deve  tornare  il  minuen- 
do. In  fatti  il  residuo  è di  quanto  il  minutore  è al  di  sotto 
del  minuendo , dunque  se  gli  si  aggiunga  questo  residuo 
deve  arrivare  al  minuendo. 

1 4.  La  moltiplicazione  di  un  numero  per  un  altro  è la  ri- 
petizione del  primo  tante  volte  quante  sono  le  unità  nel  secondo. 
Il  primo  numero  si  chiama  moltiplicando , il  secondo  molti- 
plicatore, ed  il  risultamento  si  dice  prodotto , ed  i due  nu- 
meri, che  si  moltiplicano  si  chiamano  fattori  del  prodotto. 

Per  eseguire  la  moltiplicazione  dei  numeri  complessi 
si  debbono  sapere  a mente  i prodotti  delle  cifre  a due  a 
due , cosa  facilissima.  Quando  ciò  si  sappia  i due  numeri 
•complessi  dati  a moltiplicarsi  si  scrivono  l’uno  sotto  L altro  co- 
me nella  somma.  Ciò  fatto  s’ incomincia  a moltiplicare  tutto 
il  moltiplicando  per  la  cifra  delle  unità  del  moltiplicatore.  In 
ogni  prodotto  si  ritengono  le  decine  , che  si  ottengono , e si 
portano  come  altrettante  unità  nel  prodotto  seguente , e si  scri- 
vom  solo  le  unità  del  prodotto , che  non  giungono  alla  <lecina. 
Colla  stessa  regola  si  moltiplicherà  successivamente  il  molti- 
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plicando  per  tutte  le  cifre  del  moltiplicatore  andando  verso  si- 
nistra ; li  parziali  prodotti  poi  si  scrivono  così , che  la  pri- 
ma cifra  di  ogni  prodotto  sia  verticalmente  sotto  la  cifra  mol- 
tiplicatrice j e le  altre  di  seguilo  a sinistra  in  guisa  da  far  co- 
lonna colle  cifre  superiori;  finalmente  si  sommano  i parziali 
prodotti.  Nell’esempio  qui  innanzi 

4359 

867 


30513 
261 54 
34872 

3779253 

prima  si  è moltiplicato  il  moltiplicando  4359  per  7,  poi 
per  6,  in  ultimo  per  8,  c li  prodotti  parziali  3051 3,  261 54, 
34872  si  sono  scritti  così  che  la  prima  cifra  del  primo  pro- 
dotto è sotto  la  sua  cifra  moltiplicatrice  7;  la  prima  cifra  4 
del  secondo  prodotto  è verticalmente  sotto  la  sua  cifra  mol- 
tiplicatrice 6;  e cosi  il  2 dell’ultimo  prodotto  è sotto  la 
cifra  8 del  moltiplicatore.  La  ragione  di  cotal  collocamento 
è la  seguente.  Ogni  cifra  moltiplicatrice  alla  prima  cifra 
del  moltiplicando,  che  è delle  unità  dà  il  suo  valore  deca- 
dico : per  esempio  il  moltiplicatore  8 che  sono  8 centinaja 
rende  il  prodotto  di  9 per  8,  72  centinaja,  dunque  il  due 
che  si  segna  sono  2 centinaja,  dunque  dev’esser  posto  nella 
colonna  delle  centinaja,  che  si  trova  sotto  la  cifra  molti- 
plicatrice 8.  In  genere  la  cifra  moltiplicatrice  dando  al  sno 
prodotto  per  le  unità  del  moltiplicando  il  suo  valore  de- 
cadico gli  deve  dare  il  suo  posto  : perchè  è da  fissarsi  che 
il  posto  (§.  5.)  in  un  numero  dà  alle  cifre  il  valore  decadico. 
È poi  troppo  chiaro,  che  i seguenti  prodotti  di  dieci  in  dieci 
volle  maggiori  debbano  essere  successivamente  collocali  a 
sinistra  sotto  le  seguenti  colonne. 


Digìtized  by  Google 


9 

1 5.  Se  avvenga,  che  o uno,  o ambedue  i fattori  siano 
terminati  da  zeri,  questi  si  tolgano,  si  faccia  il  prodotto 
dei  fattori  risultanti,  ed  al  termine  di  questo  prodotto  si 
aggiungano  tutti  gli  zeri  trascurati.  Si  debba  per  es.  mol- 
tiplicare 72000  per  200;  si  moltiplichi  72  per  2,  ed  al  pro- 
dotto 1 44  si  aggiungano  i cinque  zeri,  ed  avremo  1 4400000. 
Infatti  togliendo  i due  zeri  a 200  è diventato  cento  volto 
minore;  togliendo  i tre  zeri  a 72000  è diventato  mille  volte 
più  piccolo  : dunque  moltiplicando  72  per  2 si  è moltipli- 
cato un  numero  mille  volle  minore  per  un  altro  cento  volte 
minore  del  vero  : dunque  il  prodotta  1 44  é centomila  volte 
minore  del  vero  ; per  riportarlo  al  giusto  deve  rendersi 
cento  mila  volte  maggiore  , perciò  la  prima  cifra  4 deve 
occupare  il  sesto  posto  (§.  5.) , ciò  che  accoderà  coll’  ag- 
giunta dei  cinque  zeri. 

1 6.  Si  dice  comunemente,  che  nella  moltiplicazione  si 
possano  scambiare  i due  fattori  in  guisa  che  tanto  é mol- 
tiplicare per  es.  23  per  14,  quanto  14  per  23:  ma  ciò  ò 
bene  di  dimostrare.  Siano  scritti  come  qui  innanzi  ad  ugual 
distanza  in  linea  retta  5 punti,  c questi  siano  ripetuti  sei 
volte  così,  che  si  veggano  posti  in  linee  verticali  come  A G 

A B 


C D 

É facile  il  vedere,  che  il  total  numero  dei  punti  si  ottiene 
tanto*  ripetendo  i punti  della  linea  AB  pel  numero  dei  pon- 
ti AC,  quanto  viceversa  ripetendo  i punti  della  linea  AC 
pel  numero  dei  punti  della  linea  AB:  ma  nel  primo  caso 
si  moltiplica  5 per  6,  e nel  secondo  6 per  5 ; dunque  due 
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fattori  della  moltiplicazione  si  possono  scambiare  nell’cse- 
guire  l’operazione. 

17.  La  Divisione  è un'operazione , per  la  quale  si  cerea 
quante  volte  un  numero  entra  in  un  altro.  II  numero  che  de- 
ve entrare  si  chiama  divisore  , quello  nel  quale  entra  si 
chiama  dividendo , ed  il  risultamcnto  dell’operazione,  ossia 
quante  volte  il  primo  numero  entra  nel  secondo  si  chiama 
quoto , o quoziente.  Si  debba  divider  24  per  6 il  quoto  sarà 
4,  perchè  il  6 entra  quattro  volte  nel  24. 

18.  È facile  il  vedere  che  il  4 è la  sesta  parte  del  24, 
perché  il  4 ripetuto  6 volte  dà  24  : dunque  colla  nostra 
divisione  abbiamo  ottenuto  anche  nel  quoto  una  parte  del 
dividendo  espressa  dal  divisore,  cioè  sesta  parte;  dunque 
il  quoto  esprime  quante  volte  il  divisore  entra  nel  dividendo > 
ed  ancora  una  parte  del  dividendo  di  natura  espressa  dal  di- 
visore, cioè  parte  sesta,  settima,  ventesima,  centocinquante- 
sima  ec.,  secondo  che  il  divisore  é 6,  7,  20,  1 50  ec.  Anzi 
in  questo  secondo  senso  l’operazione  si  chiama  divisione , 
che  vorrebbe  dire  nel  caso  nostro  dividere  il  24  in  6 par- 
ti, e la  risposta  è,  che  ognuna  di  queste  parti  vale  4. 

1 9.  Esprimendo  il  quoto  quante  volte  il  divisore  entra 
nel  dividendo,  se  il  divisore  si  ripete  queste  volte,  o se  si 
moltiplica  pel  quoto  deve  dare  il  dividendo.  Ciò  s’intende  se 
il  divisore  entra  esattamente  nel  dividendo  , perchè  se  vi 
sia  un  residuo , onde  il  prodotto  del  divisore  pel  quoto 
uguagli  il  dividendo,  è necessario  aggiungergli  quel  residuo. 

20.  La  divisione  altra  è semplice,  altra  composta.  La 
composta  è quella,  nella  quale  il  divisore  ha  più  d'una  ci- 
fra. Semplice  si  dice  quella,  nella  quale  il  divisore  è di  una 
sola  cifra:  qui  sotto  è l’esempio  per  cotali  divisioni.  Si 
debba  dividere  1756794  per  9. 

1756794 

9 

195199  -+-  — 

9 
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La  divisione  s'incomincia  dalla  cifra  più  alta,  e si  dice  il 
9 nel  17  entra  una  volta,  cd  avanza  8.  Qucst’8  portalo  nella 
cifra  seguente  5 dà  85,  dunque  si  deve  dividere  85  per  9, 
il  quoto  sarà  9 con  un  residuo  4,  che  sul  6 darà  46, che 
diviso  per  9 ci  darà  5 con  un  residuo  1 . Il  17  diviso  per 
9 dà  1.  L’89  diviso  per  9 da  9.  L’84  diviso  per  9 dà  9 
con  un  residuo  3,  che  non  potendosi  dividere  per  9,  e in- 

3 

tanto  dovendosi  esprimere  la  divisione,  si  scriverà  -+-  — , 

che  vuol  dire  , più  tre  diviso  per  nove;  perchè  ad  espri- 
mere la  divisione  gli  Aritmetici  pongono  il  divisore  sotto 
il  dividendo  interposta  una  linea  orizzontale  come  nel  no- 
stro caso,  o scrivendo  il  divisore  dopo  il  dividendo  interposti 
due  punti  verticali , nel  nostro  caso  3:9.  Di  qui  la  se- 
guente regola  per  la  divisione  semplice.  Si  scrive  il  diviso- 
re sotto  la  prima  cifra  a sinistra  del  dividendo , poi  si  divide 
pel  divisore  questa  prima  cifra , o la  prima , e la  seguente  in- 
sieme se  in  quella  non  vi  entra:  si  segna  il  quoto,  e le  unità 
del  residuo j se  vi  sono,  si  portano  come  tante  decine  nella  ci- 
fra seguente , e lutto  questo  si  divide  pel  divisore',  il  riuovo  re- 
sto ridotto  a tante  decine  si  porta  alla  cifra  seguente , e si  fa 
la  divisione  : finalmente  Vultimo  resto  se  vi  i , si  esprime  di- 
viso pel  divisore  o colla  lineola  , o coi  due  punti  come  si  è 
detto.  Se  qualche  divisione  parziale  non  si  potesse  eseguire  si 
scrive  zero  nel  quoto , e tutta  la  cifra,  che  non  si  divide  ri- 
dotta a tante  decine  si  aggiunge  alla  cifra  seguente. 

21.  Andiamo  alla  divisione  composta.  Si  debba  dividere 
23459673  per  359.  Si  scrivono  i due  numeri  come  qui  in- 
nanzi 


2345,9573 

1919 

1245 

1687 

2513 

0000 


| 359 
65347 
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Nel  dividendo,  cominciando  dalla  cifra  più  alta,  si  prenda 
una  parte,  nella  quale  possa  entrare  il  divisore.  Nel  nostro 
caso  si  vede,  che  tre  cifre  non  bastano,  perchè  quantunque 
il  divisore  abbia  tre  cifre  la  sua  prima  è maggiore  della 
prima  del  dividendo.  Con  una  virgola  dunque  si  separe- 
ranno le  prime  cifre  nel  dividendo.  Si  cerca  dunque  di  ve- 
dere quante  volte  il  359  entri  nella  prima  parte  2345  del 
dividendo.  Per  riuscirvi  indagheremo  quante  volte  le  cifre 
del  divisore  entrino  nelle  corrispondenti  decadiche  del  di- 
videndo: ma  per  dire  che  tutto  il  divisore  entra  un  numero 
di  volle  nel  dividendo  é necessario,  che  io  stesso  numero  di 
volte  le  parziali  cifre  del  divisore  entrino  nelle  corrispon- 
denti del  dividendo.  S'incomincerà  dunque  a dire  il  3 nel  23 
entra  7 volte  con  un  residuo  2,  che  deve  portarsi  sul  4, 
e che  darà  24  : ma  il  5 nel  24  non  entra  7 volte  : dun- 
que diremo  che  il  3 nel  23  entra  6 volte,  allora  il  5 nel 
54  entra  6 volle  con  un  residuo  24,  che  portato  sul  9 ve- 
desi  , che  in  esso  entrerà  pure  6 volte  il  9 del  divisore; 
si  scrive  questo  quoto  6 sotto  il  divisore.  Sapendosi  che 
il  359  in  2345  entra  6 volte,  il  359  ripetuto  6 volte,  o 
moltiplicato  per  6 dovrà  togliersi  dal  dividendo  per  pro- 
seguire a veder  quante  volte  il  divisor  dato  entra  nel  re- 
sto del  proposto  dividendo.  La  sottrazione  si  può  abbre- 
viare dicendo  9 per  6 da  54,  per  sottrarlo  dal  5 gli  si 
aggiunge  un  50,  e si  dice  da  55  tolto  54  abbiamo  1.  Il 
5 per  6 dà  30  : per  compensare  il  50  dato  al  5 cresce- 
remo di  5 unità  questo  30  da  togliersi  dalla  cifra  seguen- 
te 4,  perchè  in  questa  cifra  le  50  unità  seguenti  valgono 
5,  ed  è lo  stesso  che  il  4 si  diminuisca  di  5 , o che  gli 
si  tolgano  di  più  questi  5 nella  sottrazione  del  30.  Qui 
ancora  non  potendosi  togliere  35  da  4,  si  dirà  35  da  44 
il  residuo  sarà  9.  Il  3 per  6 dà  18,  cui  aggiunto  il  4,  si 
sottrarrà  il  22  da  23,  ed  avremo  1. 

Accanto  al  residuo  191  si  cali  la  cifra  9 del  dividen- 
do, e si  «lira  il  3 nel  19  entra  6,  ma  il  5 nell*  1 1 non  cn- 
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Ira  tanto,  si  dirà  dunque  il  3 nel  1 9 entra  5 volte,  ed  il 
5 nel  41  entra  5 volte  con  assai  buon  residuo;  dunque  il 
quoto  sarà  5.  Il  9 per  5 dà  45,  che  tolto  da  49  dà  4,  il 
5 per  5 dà  25  e 4 dà  29,  che  tolto  da  31  ci  lascia  2.  Il 
3 per  5 dà  15  col  3 dà  18,  che  tolto  da  19  lascia  1.  Si 
vada  così  innanzi  finché  si  troverà  il  quoto  65347  con  un 
residuo  di  200. 

Ecco  la  regola  generale  per  la  divisione  composta.  Scrit- 
to il  dividendo , ed  il  divisore  come  nel  nostro  esempio j si  sepa- 
rino nel  primo  da  sinistra  a dritta  tante  cifre , onde  il  divi- 
sore entri  nel  numero,  che  esse  esprimono,  e queste  saranno 
tante  quante  quelle  del  divisore , o una  di  più.  Si  vegga  poi 
quante  volte  la  prima  cifra  del  divisore  entri  nella  prima , o 
nelle  due  prime  del  dividendo  : prima  però  di  scrivere  il  quoto 
si  vegga  se  altrettante  volte  entrino  le  seguenti  cifre  del  divi- 
sore nelle  corrispondenti  decadiche  del  dividendo  , che  se  vi  en- 
trino meno  volte,  si  diminuisca  così  il  primo  quoto,  che  il  re- 
siduo del  prodotto  di  questo  quoto  per  la  prima  cifra  del  di- 
visore tolto  dalla  prima  o prime  del  dividendo,  e ridotto  a de- 
cine ingrandisca  tanto  le  cifre  seguenti  dello  stesso  dividendo , 
che  divise  per  le  corrispondenti  del  divisore  si  possa  avere  per 
tutte  lo  stesso  primo  quoto.  Si  scriva  allora  questo  nel  posto 
del  quoto,  e per  questo  moltiplicato  il  divisore,  il  prodotto  si 
tolga  dalla  parte  separata  del  dividendo.  Accanto  ed  residuo 
si  cali  la  cifra  del  dividendo,  che  si  trova  dopo  la  detta  parte 
separata,  e in  questa  nuova  parte  del  dividendo  si  eseguisca 
la  divisione  come  nella  prima  : di  nuovo  il  secondo  quoto  si 
moltiplichi  pel  divisore,  ed  il  prodotto  si  sottragga  dall'attuale 
dividendo,  ed  accanto  al  residuo  calala  la  cifra  del  dividendo 
che  è dopo  quella  calata  antecedentemente  si  prosegua  la  di- 
visione, come  nei  due  casi  antecedenti.  Se  calata  la  cifra  qual- 
che divisione  non  si  potesse  eseguire  si  scriva  zero  nel  quoto, 
si  cali  un'altra  cifra  nel  residuo,  e si  prosegua  la  divisione. 

22.  É dà  fissarsi,  che  il  divisore  nelle  successive  parti 
del  dividendo  non  può  entrare  più  di  9 volte.  Supponiamo 
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in  fatti,  che  vi  potesse  entrare  1 0 volte.  O il  numero  delle 
cifre  del  dividendo  uguaglia  il  numero  delle  cifre  del  di- 
visore, ed  in  tal  caso,  moltiplicando  il  divisore  per  10  col- 
l’aggiungergli  lo  zero,  il  prodotto  avrebbe  una  cifra  di  più 
del  dividendo,  indizio  che  il  divisore  non  può  entrare  10 
volte  nel  dividendo.  O il  numero  delle  cifre  del  dividendo 
supera  quello  delle  cifre  del  divisore,  e ciò  avviene  per- 
chè alcuna  delle  prime  cifre  del  divisore  supera  la  corri- 
spondente decadica  del  dividendo  come  nel  nostro  caso  del 
359  relativamente  al  2345.  In  tal  caso  moltiplicando  il  di- 
visore per  10  il  prodotto  avrà  tante  cifre  quante  sono  quel- 
le del  dividendo.,  ma  ne  sarà  maggiore,  perchè  alcuna  delle 
sue  cifre  supererà  la  corrispondente  del  dividendo. 

Ora  se  tutto  il  divisore  non  potrà  entrare  in  tutto  il 
dividendo  più  di  9 volte , per  la  stessa  ragione  piu  di  9 
volte  non  potrà  entrare  ciascuna  cifra  del  divisore  nella 
corrispondente  decadica  del  dividendo,  perchè  questo  co-  ’ 
mun  quoto  delle  cifre  é il  quoto  di  tutto  il  dividendo  pel 
divisore. 

23.  Se  si  sbagliasse  uei  quoti  parziali  dalle  moltiplica- 
zioni si  conoscerebbe  subito  l’errore.  Perchè  se  il  quoto  ò 
troppo  forte  moltiplicato  per  esso  il  divisore  il  prodotto  su- 
pererebbe il  dividendo,  e non  si  potrebbe  togliere:  se  poi 
fosse  minore  del  vero,  questo  prodotto  sottratto  dal  dividendo 
darebbe  il  residuo,  nel  quale  entrerebbe  ancora  il  divisore. 

24.  La  prova  della  moltiplicazione  è la  divisione.  In  fatti 
il  prodotto  essendo  il  moltiplicando  ripetuto  tante  volte  quan- 
te sono  le  unità  del  moltiplicatore,  il  moltiplicando  entra  nel 
prodotto  tutte  queste  unità  di  volte:  dunque  diviso  il  pro- 
dotto per  il  moltiplicando  il  quoto  dovrà  essere  il  moltipli- 
catore; e percbè  scambiando  i fattori  si  ottiene  il  medesi- 
mo prodotto  (§.  16.)  dividendo  pure  il  prodotto  pel  moltipli- 
catore deve  venire  per  quoto  il  moltiplicando.  Ecco  dunque  la 
prova  della  moltiplicazione.  Si  dividerà  il  prodotto  per  uno  dei 
due  fattori , e se  l’operazione  si  sia  bene  eseguila,  il  quoto  dovrà 
essere  l'altro  fattore. 
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DELLE  FRAZIONI. 

<mm* 


25.  La  frazione  e una  parte  dell’unità;  così  due  quinti 
di  scudo,  tre  settimi  di  canna  sono  frazioni  dello  scudo  e 
della  canna. 

La  prima  cosa  che  si  deve  eseguire  nelle  frazioni  è scri- 
verle. Le  frazioni  si  scrivono  in  quel  modo,  che  esprimia- 
mo le  divisioni  ineseguibili  a causa,  che  il  dividendo  è mi- 
nore del  divisore.  Se  si  dovesse  esprimere  due  canne  di- 


viso per  tre  si  scriverebbe  — . Ora  dico  che  cosi  si  espri- 
me due  terzi  di  canna.  Se  si  dovesse  dividere  3 palmi  per 


7 si  scriverebbe  — - e questo  esprime  anche  i 3 sellimi  di 


palmo. 

Per  provarlo  ecco  il  ragionamento.  Tanto  è dividere  le 
due  canne  per  3,  che  dividere  parzialmente  le  due  unità 
canne  per  tre  : ora  1’  unità  divisa  per  3 dà  la  sua  terza 
parte,  dunque  le  due  unità  parzialmeute  divise  per  3 da- 
ranno due  terze  parti,  o due  terzi  della  canna.  Cosi  nel  se- 
condo caso  tanto  è dividere  i tre  palmi  insieme  per  sette, 
che  ciascun  palmo  per  sette.,  ma  ogni  palmo  diviso  per  sette, 
dà  il  settimo  di  un  palmo,  dunque  i tre  palmi  daranno  tre 
settimi  di  palmo. 


Dunque  P espressioni  — 


7_  JS 

12  ’ 8 


riferendole  alla 


canna  ci  esprimeranno  i cinque  noni,  i sette  dodicesimi , 
i cinque  ottavi  della  canna. 

26.  Analizzando  l’espressione  cinque  noni  di  canna  si 
vede,  che  iudica,  la  canna  doversi  dividere  in  9 parti,  che 
si  chiamano  noni  , c doversi  prendere  5 di  queste  parti. 
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Cosi  — o sette  dodicesimi  di  palmo  vuol  dire , che  il 

palmo  si  divide  io  dodici  parti,  che  si  chiamano  dodicesi- 
mi, e di  queste  parti  si  prendono  sette.  Dunque  nelle  fra- 
zioni la  quantità  inferiore,  o il  divisore  esprime  in  quante 
parti  uguali  si  deve  dividere  l’unità,  cui  si  riferisce  la  fra- 
zione, o di  cui  è frazione,  e dà  il  nome  a queste  parti; 
il  dividendo  poi  indica  quante  di  queste  parti  si  prendono: 
perciò  nelle  frazioni  il  divisore  si  chiama  Denominatore , 
perché  dà  il  nome  alle  parli  frazionarie , ed  il  dividendo 
si  chiama  Numeratore , perchè  numera  le  parti  frazionarie 
da  prendersi. 

27.  Dopo  ciò  la  frazione  ancora  prende  l’aspetto  di  nu- 
mero, se  si  consideri  il  denominatore  come  quello,  che  dà 
l’unità  frazionaria,  ed  il  numeratore  quello,  che  la  ripete. 
Così  come  cinque  scudi  è numero  perchè  ripete  l’nnità  scu- 


do , così  — di  scudo  é numero,  se  si  considera  1’  ottavo 


di  scudo  come  unità  ripetuta  cinque  volte  dal  numeratore. 

28.  Ciò  posto  cominciamo  i teoremi  sulle  frazioni  : 
I.  Duplicandosi,  triplicandosi  il  denominatore  d’una  fra- 
zione il  suo  valore  diviene  due,  tre  ec.  volle  più  piccolo, 
ossia  la  frazione  si  divide  per  due  per  tre  cc.,  perche  ap- 
punto colia  divisione  per  2 per  3 cc.  se  ne  prende  la  metà  la 
terza  parte  (§.  18.).  Infatti  il  denominatore  esprime  in  quante 
parti  eguali  si  divide  l’unità,  dunque  prendendone  il  dop- 
pio , il  triplo  ec.  1’  unità  si  spezza  in  un  numero  doppio 
triplo  cc.  di  parti  : dunque  ciascuna  parte  diviene  due  , 
tre  ec.  volte  più  piccola,  c perciò  altrettante  volte  più  pic- 
colo diventa  il  valore  della  frazione. 

II.  Duplicandosi,  triplicandosi  ec.  il  numeratore  di  una 
frazione,  essa  diventa  due,  tre  ec.  volte  maggiore,  ossia  la 
frazione  è moltiplicala  per  due,  tre  cc.  Infatti  il  numera- 
tore indica  il  numero  delle  parti,  che  si  prende , dunque 
raddoppiandosi,  triplicandosi  ec.  si  prende  un  numero  dop- 
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pio  triplo  oc.  delle  stesso  parli,  onde  si  raddoppia  si  tri- 
plica ec.  il  valore  della  frazione. 

III.  Dividendo  il  denominatore  per  due  per  tro  ec.  il 
valore  della  frazione  diventa  due  tre  ec.  volte  maggiore, 
c perciò  la  frazione  è moltiplicata  per  due  per  tre  ec.  In- 
fatti dividendo  il  denominatore  per  due  per  tre  ec.,  il  suo 
valore  diventa  due  tre  ec.  volte  minore,  dunque  l’unità  si 
spezza  in  un  numero  due  tre  ec.  volte  minore  di  parti  , 
onde  ciascuna  diventa  due  tre  ec.  volte  maggiore,  c tale 
diventa  anche  la  frazione. 

IV.  Dividendo  il  numeratore  per  due  per  tre  ec.  il  va- 
lore della  frazione  diventa  due  tre  ec.  volte  minore,  c per- 
ciò la  frazione  si  divide  per  due  per  tre  cc.  Ciò  è chiaro 
perché  del  numero  delle  stesse  parti  si  prende  la  metà,  il 
terzo  ec. 

29.  Riunendo  i due  primi  teoremi  si  ricava,  che  mol- 
tiplicandosi i due  termini  di  una  frazione  per  uno  stesso 
numero  il  valore  della  frazione  non  cambia;  poiché  mol- 
tiplicandosi p.  e.  per  4 il  numeratore  il  valore  della  fra- 
zione diventa  quattro  volte  maggiore,  moltiplicandosi  poi 
per  4 il  denominatore  la  frazione  diventa  quattro  volte 
minore,  con  che  si  compensa  l’errore  della  prima  molti- 
plicazione. 

30.  Riunendo  il  terzo,  e quarto  teorema  con  razioci- 
nio analogo  si  proverà,  che  il  valore  d’  una  frazione  non 
cambia  se  si  dividono  i suoi  due  termini  per  uno  stesso 
numero. 


31.  Riunendo  il  primo  ed  il  quarto  teorema  si  ricava, 
che  in  due  modi  si  può  dividere  una  frazione  per  un  in- 
tero , o moltiplicando  il  denominatore  per  l'intero,  o di- 
videndo per  l’intero  il  numeratore.  Cosi  avendosi  da  divi- 


6 3 

derc  la  frazione  — per  due  si  avrà  —,  dividendo  cioè 


il  numeratore  per  due  , o — moltiplicando  il  denomi- 

26 


2 
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natorc  per  due.  Si  avverta  però,  che  di  questi  due  metodi 
di  divisione  si  deve  scegliere  il  secondo,  quando  cioè  il  nu- 
meratore sia  capace  di  esatta  divisione  , perchè  in  quel 
modo  si  semplifica  la  frazione,  mentre  che  nell’altro  si  ren- 
de complicata. 

32.  Riunendo  il  secondo  ed  il  terzo  teorema  si  ricava, 
che  in  due  modi  si  può  moltiplicare  una  frazione  per  un 
intero,  o dividendo  per  l'intero  il  denominatore,  o per  l'in- 
tero moltiplicando  il  suo  numeratore.  Cosi  p.  c.  se  si  do- 

, . 5 , . ,,  20  5 

vesso  moltiplicare  — per  4 si  potrebbe  avere  —,  o — . 

Si  deve  preferire  quando  si  può  la  divisione  per  la  ragio- 
ne addotta  di  sopra. 

33.  La  seconda  conseguenza  (§.30.)  di  potersi  dividere  i 
due  termini  d’unn  frazione  per  uno  stesso  numero  senza  cam- 
biamento del  valore  della  frazione  serve,  quando  si  possa, 

27 

per  semplificare  le  frazioni.  Così  se  fosse  —,  vedendo  che 

i due  termini  sono  divisibili  per  27,  fatta  la  divisione  si 

avrebbe  la  semplice  frazione  . 

34.  La  prima  conseguenza  (§.29.)  riguardante  la  moltipli- 
cazione dei  due  termini  d’una  frazione,  serve  a ridurre  le 


frazioni  allo  stesso  denominatore.  Siano  p.  c.  le  frazioni  — 

2 5 

.Le  frazioni  si  riducano  allo  stesso  denominatore  mol- 

3 7 ' 


tiplicando  i due  termini  di  ciascuna  per  tutti  i denominatori 
delle  altre.  Così  i due  termini  1 , 2 dèlia  prima  si  mollipli- 

21 

cano  per  3 per  7,  d’onde  viene  — . I due  termini  2,  3 del- 

28 

la  seconda  si  moltiplicano  per  2 per  7,  e così  si  ha  —, 

42 


ed  i due  termini  5 , 


cosi  si  ha 


30 
42  ’ 


7 si  moltiplicano  per  2 c per  3,  e 
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Questo  metodo  riduce  le  frazioni  alio  stesso  denomi- 
natore, perchè  in  fondo  il  denominatore,  che  viene,  essendo 
il  prodotto  dell'attuale  per  lutti  gli  altri,  è sempre  il  pro- 
dotto di  tutti  i denominatori. 

Questo  metodo  poi  non  cambia  il  valore  delle  frazioni, 
perchè  &cmprc  i due  termini  di  ciascuna  si  moltiplicano  per 
lo  stesso  numero,  che  è il  prodotto  degli  altri  denomina- 
tori. 

35.  Il  metodo  dato  di  ridurre  le  frazioni  alio  stesso  de- 
nominatore si  semplifica  in  due  casi  : primo  quando  tutti  i 
denominatori  entrino  esattamente  in  uno  di  loro;  secondo 
quando  entrino  esattamente  in  un  numero,  che  si  può  im- 
maginare. Siano  le  frazioni 

^24  1 13 

¥ T 21  ¥ 42 

1 1 2 3 7 11 

¥ T ~3  4 10  12 

Nella  prima  serie  di  frazioni  si  vede,  che  tutti  i denomi- 
natori entrano  esattamente  iu  uno  di  loro,  che  è il  42.  Nel- 
l’allra  serie  si  vede,  che  i denominatori  entrano  nel  60.  Nel 
primo  caso  ciascuna  frazione  si  riduce  allo  stesso  denomi- 
natore, che  è il  più  grande,  molliplicaudo  i suoi  due  ter- 
mini pel  quoto  di  questo  denominatore  più  grande  diviso 
pel  denominatore  dell'attuale  frazione.  Cosi  nella  prima  il 
suo  denominatore  3 entra  nel  più  grande  42  14  volte;  si 

moltiplichino  i due  termini  di  — per  14.  Nella  seconda 

2 

frazione  — il  7 nel  42  entra  6 volte,  si  moltiplichino  i * 

due  termini  di  — per  6.  Cosi  la  prima  serio  si  ridurrà  a 

14  12  8 21  13 

42  ’ 42  ’ 42  ’ 42  ’ 42 
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Nell’  altra  serie  si  divida  il  nomerò  immaginato  60  per 
ciascun  denominatore,  e per  i quoti  si  moltiplichino  i due 
termini  delle  frazioni,  a Ili  quali  i detti  quoti  appartengo- 
no. I quoti  di  60  per  i denominatori  2,  5,  3,  4,  10,  12 

sono  30,  12,  20,  15,  6,  5 dunque  le  frazioni  saranno 

30  12  40  45  42  55 

60  ’ 60  ’ 60  ’ 60  ’ 60  * 60 

36.  La  riduzione  delle  frazioni  allo  stesso  denominatore 
serve  per  paragonare  il  loro  valore,  onde  giudicarne  la  mag- 
giore, o minore;  perchè  delle  frazioni  ridotte  allo  stesso 
denominatore  la  maggiore  è quella,  che  ha  più  gran  nu- 
meratore, e ciò  perchè  delle  stesse  unità  frazionarie  ne  nu- 

5 7 3 

mera  più.  Così  dandosi  le  frazioni  — — — , ridotte  que- 

9 8 7 

„ , 280  441  216 

sto  allo  stesso  denominatore  abbiamo  — — , , , 

504  504  504 

delle  quali  la  maggiore  è la  seconda,  dunque  delle  pro- 

, . ? 
poste  la  maggiore  e — . 

8 

37.  La  riduzione  delle  frazioni  allo  stesso  denominatore 
serve  anche  per  la  somma  e sottrazione. 

Se  le  frazioni  sono  di  diverso  denominatore  non  si  pos- 
sono nè  sommare  nè  sottrarre,  perchè  i denominatori  espri- 
mendo le  unità  frazionarie  (§.  27.),  c non  si  possono  som- 
mare i numeri  di  diverse  unità;  c infatti  li  settimi  non  si 
possono  sommare  coi  quarti,  coi  noni. 

Quando  poi  le  frazioni  sono  ridotte  allo  stesso  deno- 
minatore la  somma , e la  sottrazione  si  eseguiscono  fra  i nume- 
ratori, perchè  questi  sono  veramente  i numeri  delle  unità 
frazionarie  da  sommarsi  e sottrarsi,  e si  scrive  sotto  il  r<- 
sultamento  il  denominatore  comune. 

Se  si  dovessero  sommare  le  frazioni  di  sopra  propo- 
ste (£.  36.),  ridotte  esse  allo  stesso  denominatore,  si  debbono 
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sommare 


280  441  216  . . . , , 

-77TT  > T7TT  > VXT  > oss,a  Sl  debbano  sommare 
504  504  504 


937 


i numeri  280,  441,  216;  quindi  avremo  — — . Questa  fra- 

zionc.  nella  quale  il  numeratore  non  ò minore  del  deno- 
minatore si  dice  frazione  {aha,  o spuria,  perchè  non  espri- 
me parte  dcU'unilà  (§.  23.),  ma  da  un’unità  colla  divisio- 
ne del  numeratore  pel  denominatore,  che  dobbiamo  ricor- 
darci (§.  25.)  essere  il  dividendo  diviso  pel  divisore.  Fatta 


questa  divisione  invece  di 


937 

504“ 


avremo  1 -t- 


433 

50T 


7 5 

38.  Se  da  — si  deve  togliere  — si  riducono  allo  slcs- 

8 9 

, . . , , 63  . , . 40 

so  denominatore  ; ciò  fatto  da  — si  dovrà  togliere 

/ 4* 


72’ 
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ed  il  residuo  sarà  — . 

72 

Può  avvenire  che  nella  somma  o sottrazione  vi  sia 
qualche  intero,  allora  posta  l’unità  sotto  l’intero,  e ridotto 
cosi  all’  aspetto  frazionario  , si  riducono  tutte  le  frazioni 

5 

allo  stesso  denominatore  col  metodo  dato.  Così  se  3,  e — 

7 

si  dovessero  sommare.,  il  3 si  ponga  in  forma  fraziona- 

. 3 5 

ria  —,  c si  riduca  allo  stesso  denominatore  con  -,avre- 

. 21  5 26 

ino  da  sommare  — con  — , e sarà  — . 

7 7 7 

39.  Nella  moltiplicazione  non  v’è  che  un  sol  caso,  cioè 
la  moltiplicazione  di  una  fraziono  per  un  intero , perché 
non  si  moltiplica  mai  per  un  fratto.  Infatti  moltiplicare  vuol 
dire  ripetere,  e non  si  ripete  mai  un  numero  p.  e.,  due 
quinte  volte;  ma  due,  o cinque  volte. 

Riguardo  poi  alla  moltiplicazione  di  una  frazione  per  un 
intero  abbiamo  veduto  (§.  32.),  che  si  eseguisce  in  due  modi , 


22 

o moltiplicando  il  numeratore  per  Y intero , o,  quando  si  può, 
dividendo  il  denominatore  per  l’intero. 

40.  Aadiamo  alla  divisione.  Qui  veramente  si  danno 
tre  casi.  1.°  Divisione  di  una  frazione  per  un  intero. 
2.°  Divisione  di  un  intero  per  uua  frazione.  3.°  Divisione 
di  una  frazione  per  una  frazione. 

Il  primo  caso  si  sa  eseguire,  e ciò  in  due  modi,  come  si  è 
veduto  (§.  31.),  o dividendo  il  numeratore , o moltiplicando  il 
denominatore  per  l'intero. 

7 

41.  Nel  secondo  caso  sia  da  dividersi  5 per — . Divido  il  5 

r 8 

5 7 

per  7,  ed  avrò—-:  ma  7 è otto  volto  maggiore  di  —, 
7 i 8 

che  è Follavo  di  7,  dunque  il  5 si  è diviso  per  un  numero 

5 

otto  volte  maggiore  del  vero,  dunque  il  quoto  —è  otto 

volte  più  piccolo  del  vero.  Per  correggere  l’errore  si  molti- 

5 40 

plicherà  — per  8,  ed  il  quoto  sarà  — . 

7 4 

42.  Nel  terzo  caso  sia  da  dividersi — per  — . Si  divida 

9 r 5 

7.7  4 

— per  4 avremo  (§.40.)  — ; ma  4 è 5 volte  maggiore  di  — , 

7 35 

dunque  — é 5 volte  minore  del  vero,  dunque  — è il  giusto 

36  36 


quoto. 

43.  Questi  tre  casi  si  eseguiscono  con  una  sola  regola 
pratica.  Se  vi  sarà  intero  gli  si  dia  aspetto  frazionario  di«- 
dendolo  per  V unità.  S'intende  poi  rovesciata  la  frazione  diviso- 
re j e si  moltiplichi  numeratore  con  numeratore  , e denomi- 
natore con  denominatore.  Cosi  nel  terzo  caso  rovesciato  il 


4 

divisore  — si  moltiplicano  fra  loro  i numeratori  7,  5j  ed 

5 


i denominatori  9,  4,  ed  il  quoto  delle  frazioni  proposte  sa- 

35 

rà  — . 
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44.  I due  ultimi  casi  della  divisione  si  possono  dimo- 
strare in  altro  modo  stabilendo  nn  principio.,  che  potrà  ser- 
virci in  appresso.  Il  principio  è questo.  Il  quoto  di  due 
numeri  della  stessa  unità  è indipendente  da  questa.  Infatti 
per  esempio  le  5 canne  entrano  in  20  canne  come  5 pal- 
mi in  20  palmi.  Di  qui  viene,  che  il  quoto  di  due  frazioni 
dello  stesso  denominatore  si  trova  dividendo  i numeratori, 
perché  questo  denominatore  (§.  27.)  esprime  Tunità  frazio- 
naria comune  ripetuta  dai  due  numeratori. 

7 7 4 

Ciò  posto  riprendiamo  i due  esempii  5 ; — ; — : — . 
Riducendo  allo  stesso  denominatore  in  ciascun  caso  si  dovrà 


....  40  7 35  36  ....  ., 

dividere  — per  — ; — per  — , ossia  si  dovrà  dividere 


40  35 


40  per  7,  e 35  per  36,  ed  i quoti  saranno  — , 


36’ 


come 


sopra. 

45.  I due  casi  esclusi  della  moltiplicazione  di  molti- 
plicare un  intera  per  una  frazione  , ed  una  frazione  per 
una  frazione  si  riduce  a prendere  uaa  frazione  di  una 

2 

quantità.  Cosi  si  dice  prendere  del  3 i — ; prendere 

5 


, . 6 . 4 . ...  ..  , 2 6 

dei  — 1 — , e non  moltiplicare  3 per  — ,o  — 


I«r  y 


Eseguiamo  queste  operazioni.  Dovendo  prendere  del  3 i 


ne  prendo  prima  il  quinto,  ed  avrò  — ; ma  doveva  pren- 
dere i due  quinti,  dunque  debbo  duplicare  il  risultalo,  ed 
avrò  — . Similmente  dovendo  prendere  — di  — ; ne  pren- 


do prima  il  nono,  ossia  divido  per  9,  ed  avrò  — ,dovcn- 

4 

do  però  prendere  i --  debbo  quadruplicare  il  risultato, 

i • 24 

ed  avrò  — . 
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46.  La  regola  pratica  di  prendere  nna  frazione  d’  un 
intero,  o di  una  frazione  è;  ridotto  l’intero  ad  aspetto  frazio- 
nario con  la  divisione  per  l’unità } moltiplicate  il  numeratore  col 
numeratore , ed  il  denominatore  col  denominatore. 

DELLE  FRAZIONI  DECIMALI. 

47.  I!  sistema  decadico  della  numerazione  consiste  in 
questo,  che  ogni  unità  della  cifra  posta  a sinistra  di  un’al- 
tra vale  1 0 dell’unità  di  questa.  Dunque  viceversa  ogni  uni- 
tà della  cifra  posta  a dritta  di  un  altra  é il  decimo  del- 
l’unità di  questa.  Sia  dopociò  il  numero  234.  Giunti  al  4 
niuno  impedisce,  che  si  possauo  scrivere  altre  cifre,  pur- 
ché si  tenga  lo  stesso  sistema  decadico  ; dunque  se  dopo 
il  numero  indicato  si  scrive  567  ogni  unità  del  5 sarà 
il  decimo  dell’  unità  semplice , ogni  unità  del  6 sarà  il 
decimo  del  decimo  , ossia  il  centesimo  dell’unità  semplice, 
ogni  unità  del  7 sarà  il  decimo  del  centesimo,  ossia  il  mil- 
lesimo dell’unità.  Da  ciò  si  ricava,  che  il  numero  scritto 
appresso  alle  unità  è una  frazione  valutata  ed  espressa  con 
lo  stesso  metodo  decadico  degli  interi.  Per  distinguere  que- 
sta parte  frazionaria  si  suole  fra  essa  e l’iutero  segnare  un 
punto,  o una  virgola;  quindi  il  nostro  numero  si  esprime 
per  234,  567.  Con  ciò  si  hanno  unità  frazionarie,  che  sono 
decimi,  decimi  di  decimi  cc.  dell’unità  intera  ; c per  ciò 
queste  frazioni  si  chiamano  frazioni  decimali.  Siccome  col- 
l’andare innanzi  si  ha  sempre  più  piccola  unità  frazionaria, 
qualunque  frazione,  che  si  proponga  si  potrà  sempre  va- 
lutare nella  ripetizione  , o numero  di  una  piccola  unità 
frazionaria  decimale,  c quindi  tutte  le  frazioni  si  potran- 
no ridurre  a decimali. 

48.  I numeri  si  possono  leggere  in  due  modi,  o tutti 
insieme,  o in  parti  : cosi  il  numero  proposto  234567  esclu- 
so per  un  momento  il  punto  possiamo  leggerlo.  Ducenlo- 
trculaquattromila,  cinquecento  sessantascllc  unità  ; e du- 
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cento  trenlaquatlro  migliaja  cinquecento  sessantasette  uni- 
tà, o millesimi  di  migliaja. 

Dunque  il  numero  decimale  234, 567  si  può  leggere  du- 
cento  trenta  quattro  mila  cinquecento  sessantasette  mille- 
sime dicendo  le  ultime  unità;  ovvero  ducento  trenta  quattro 
interi,  e cinquecento  sessantasette  millesimi.  Se  le  frazioni 
decimali  si  scrivano  come  le  comuni , si  vedrà,  che  esso 
avranno  per  denominatore  sempre  1*  unità  con  zeri.  Cosi 
se  fossero  tre  interi,  e 579  millesimi  si  esprimerebbe  nella 
nostra  maniera  decimale,  con  3,579,  c per  mezzo  delle  fra- 
3579 

zioni  comuni  con : dove  si  vede,  che  tre  sono 

1000 

le  cifre  decimali  nel  nostro  modo  di  scrivere,  e tre  sono 
i zeri  del  denominatore  nell’altro  modo  delle  frazioni  co- 
muni. 

49.  Da  ciò  si  ricava  un  metodo  per  scrivere,  e legge- 
re i decimali  con  facilità.  Enunciato  il  decimale  da  scri- 
versi, si  penserà  al  modo  di  scriverlo  come  frazione  comune , 
con  ciò  si  scriverà  subito  il  numeratorej  e contando  colla  men- 
te i zerij  che  dovrebbero  essere  nel  denominatore nel  numero 
scritto  da  dritta  a sinistra  si  conteranno  altrettante  cifre j e 
dopo  si  segnerà  un  punto , o virgola.  Cosi  se  si  dicesse  3459 
millesimi,  si  scriverà  subito  il  numeratore  3499^  ed  avver- 
tendo che  il  denominatore  per  esprimere  millesimi  avreb- 
be tre  zeri,  nel  numero  scritto  da  dritta  a sinistra  si  con- 
teranno tre  cifre,  c fra  il  3 ed  il  4 si  segnerà  una  virgola. 

Se  li  zeri  del  denominatore  superano  le  cifre  del  nu- 
meratore per  segnare  il  punto  si  supplisce  con  tanti  zeri 
a sinistra  quanti  ne  abbisognano.  Cosi  se  fosse  da  scri- 
versi 58  centomillesimi,  siccome  il  centomila  vorrebbe  cin- 
que zeri  nel  denominatore,  si  richiedono  nel  numeratore  5 
cifre,  2 ve  ne  sono,  le  altre  3 si  suppliscano  con  3 zeri, 
cosi  il  numero  proposto  si  scrive  0,00058.  Facile  ancora 
dopo  ciò  è il  leggere  i decimali.  Si  legge  il  numero  intero j e 
poi  il  numero,  che  viene  dopo  il  punto , e per  l'unità  decimai* 
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si  suppone  un  denominatore , che  sia  l’unità  seguita  da  tanti 
seri  quante  sono  le  cifre  dopo  il  punto.  Se  fosse  il  decima- 
le 5,  6798,  avendosi  quattro  cifre  decimali  si  ha  nel  de- 
nominatore l'unità  seguita  da  4 zeri,  dunque  i'  unità  de- 
cimale è 10  millesimi,  dunque  il  numero  si  legge  5 in- 
teri, 6798  dicci  millesimi.  Andiamo  ai  teoremi  sui  deci- 
mali. 

50.  Per  ogni  cifra  che  nel  numero  decimale  si  sposta 
verso  dritta  il  punto  lo  stesso  numero  decimale  diventa 
dieci  volte  più  grande,  perchè  tutte  le  cifre  retrocedendo 
a sinistra  di  tanti  posti  per  quante  cifre  si  è spostato  a 
dritta  il  punto  le  cifre  stesse  diventano  di  dieci  in  dieci 
volte  più  grandi  (§.  5.).  Cosi  so  fosse  il  numero  57,5676, 
e la  virgola  si  spostasse  di  due  cifre  a dritta,  cosicché  si 
avesse  5756,  76  il  decimale  sarebbe  diventato  100  volte 
più  forte,  perchè  il  56  che  era  56  centesimi  è diventato 
56  interi,  e cosi  il  resto. 

Viceversa  per  ogni  cifra,  che  si  sposta  a sinistra  il  pun- 
to, il  numero  diventa  1 0 volte  più  piccolo  ; ciò  avviene 
perchè  di  altrettanti  posti  si  avanzano  a dritta  lo  cifre. 

51.  Dalla  prima  verità  si  ricava,  che  il  decimale  si 
moltiplica  per  10  per  100  per  1000  ec.  spostando  verso  drit- 
ta il  punto*  di  una,  di  due,  di  tre  ec.  cifre  quanti  sono 
i zeri  del  moltiplicatore.  Dalla  seconda  verità  si  ricava , 
che  un  decimale  si  divide  per  10  per  100  por  1000  ec. 
spostando  a sinistra  il  punto  di  una,  di  due  , di  tre  ec. 
cifre  secondo  il  numero  dei  zeri  del  divisore. 

52.11  valore  del  decimale  non  cambia  mettendo  dopo  esso 
quanti  zeri  si  vogliono.  Se  fosse  0,58,  scrivendo  dopo  esso 
due  zeri  si  avrebbe  0,5800.  Il  primo  zero  aggiunto  espri- 
me zero  millesimi,  il  secondo  zero  esprime  zero  1 0 mille- 
simi, dunque  nulla  si  è aggiunto.  Ciò  si  può  provare  an- 
cora intrinsecamente  dicendo,  che  con  l'aggiunta  di  due 
zeri  si  è reso  cento  volte  più  forte  il  numero  , ma  allo 
stesso  tempo  si  è reso  il  numero  cento  volte  minore,  per- 
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chò  dalli  millesimi,  che  esprimeva  ora  esprime  li  100  mil- 
lesimi. 

53.  I decimali  si  riducono  allo  stesso  denominatore  pa- 
reggiando il  numero  delle  cifre  decimali,  e ciò  con  aggiungere 
dei  zeri  a quello,  che  ne  ha  meno.  Se  fosse  5,  8,  e 0,0078; 
si  aggiungano  al  primo  tre  zeri , e il  numero  5,8000  espri- 
merà li  dicci  millesimi  come  l’altro. 

54.  Dopo  i teoremi  vengono  le  operazioni  sopra  i de- 
cimali. Nell’addizione,  e sottrazione  si  scrivono  i decimali  uno 
sotto  l'altro  in  guisa,  che  i punti  siano  in  una  linea  verticale , 
perchè  così  nell’intero  le  unità  saranno  sottole  unità,  le  de- 
cine sotto  le  decine  ec.\  e nella  frazione  decimale  le  decime  sa- 
ranno sotto  le  decime,  le  centesime  sotto  le  centesime,  e cosi 
di  seguito.  Le  operazioni  poi  si  eseguiscono  come  negl’interi , 
come  si  vede  negli  esempii  qui  annessi. 

5,  8345 
80,  4570 

6,  89345 

93,  18495 

Da  questo  esempio  si  vede,  che  negli  interi  si  corrispon- 
dono iu  colonne  le  cifre  dello  stesso  valore  decadico , e 
nelle  frazioni  decimali  le  decime  sono  sotto  le  decime,  le 
centesime  sotto  le  centesime  ec.  Si  vede  ancora  , che  nel- 
la somma  avendo  10  unità  dalla  somma  di  una  colonna 
queste  formano  una  unità  da  portarsi  alla  somma  della  co- 
lonna seguente  a sinistra  , perché  nelle  decimali  vi  è il 
sistema  decadico  degli  interi. 

Cosi  ancora  nella  sottrazione  un’unità  che  si  porla  nel- 
la cifra  seguente  a dritta  vale  10. 
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Ecco  gli  cscmpii  di  sottrazione. 


700.  800579 
89. 457932 

611. 342647 


93.  000000 
8. 945732 
84.  054268 


Nella  seconda  sottrazione,  in  cui  il  minuendo  è 93  in- 
teri abbiamo  segnato  un  punto,  e poi  scritti  tanti  zeri  quan- 
te sono  le  cifre  decimali  del  minutore,  perchè  questi  si  pos- 
sono mettere,  come  si  è dimostrato  (§.52.),  e con  ciò  si  rendo 
facile  la  sottrazione  delle  cifre  del  minutore.  Si  supplireb- 
be pure  coi  zeri  se  non  tutte  mancassero  le  cifre  decimati 
• al  minuendo,  ma  alcune  corrispondenti  ad  alcune  del  mi- 
nutore, come  si  vede  nell’ esempio 


43.  750000 
9. 894567 

33.  855433 


nel  qnale  dopo  il  5 del  minuendo  si  sono  scritti  quattro 
zeri. 

55.  La  moltiplicazione  dei  decimali  si  eseguisce  così. 
Nei  due  fattori  si  tolgono  li  punti j si  moltiplicano  come  gY in- 
terij  e nel  prodotto  da  dritta  a sinistra  si  contano  tante  cifre , 
guante  sono  le  cifre  decimali  dei  due  fattori , e dopo  queste  si 
segna  un  punto. 

Sia  da  moltiplicarsi  8. 1 9 per  0.  007.  Tolti  i punti  si 
moltiplicherà  819  per  7,  c nel  prodotto  5733  da  dritta  a 
sinistra  si  conteranno  5 cifre,  perchè  5 sono  le  cifre  de- 
cimali dei  due  fattori,  e si  segnerà  un  punto.  Per  questa 
regola  il  prodotto  domandato  sarà  0,  05733. 
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La  ragione  di  ciò  ò questa.  Tolto  il  punto  al  fattore, 
che  era  centesime  è divenuto  cento  volle  più  forte  , e 
tolto  il  punto  all’altro  che  era  millesime  è diventato  mille 
volte  maggiore.  Dunque  il  prodotto  è 1 00000  volte  mag- 
giore del  vero,  dunque  il  prodotto  5733  si  deve  rendere 
100000  volte  minore,  pcrlochò  basta  , che  si  riduca  ad  espri- 
mere centomillesime,  come  appunto  è accaduto  col  metodo 
dato.  Ecco  un  esempio  nella  moltiplicazione  dei  due  nume- 
ri 3.0007  : 0.  456  : 

30007 

456 

180042 

150035 

120028 

1,  3683192 

56.  Per  fare  la  divisione  dei  decimati  ricordiamoci  del 
teorema  (§.  44.),  che  due  frazioni  dello  stesso  denomina- 
tore divise  fra  loro  danno  lo  stesso  quoto  della  divisio- 
ne dei  soli  numeratori.  Dunque  la  divisione  di  due  deci- 
mali dello  stesso  denominatore  si  ottiene  togliendo  i punti, 
e dividendo  gl'interi,  che  vengono  senza  più  pensare  ai  de- 
cimali, perché  i numeratori  di  queste  frazioni  sono  i loro 
numeri  tolti  i punti.  Dunque  per  fare  la  [ divisione  dei  deci- 
mali si  riducono  prima  allo  stesso  denominatore  con  la  regola 
data  di  sopra  (§.  53.),  e poi  tolti  i punti  la  divisione  si  fard 
fra  gV  interi  risultanti.  Se  si  dovesse  dividere  2,  034  per 
0,00059  si  pareggierebbe  il  primo  decimale  col  secondo 
per  mezzo  di  due  zeri , e tolte  le  virgole  si  dividerebbe 
203400  per  59. 

57.  Servono  i decimali  per  eseguire  le  divisioni  impos- 
sibili a causa,  che  il  dividendo  è minore  del  divisore  lino 
a quel  punto  dovo  il  residuo  si  consideri  cosi  piccolo,  che 
si  possa  trascurare. 
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Si  debba  dividere  per  cs.  54  per  38.  Si  faccia  la  di- 
visione, avremo  il  quoto  1 ed  il  residuo  1 6.  Si  vada  avanti 
con  i decimali.  Dopo  il  16  supposto  il  punto  si  scriva  un 
0,  diverrà  esso  decimi,  e decimi  dovendo  essere  il  quoto, 
dopo  1 si  segni  il  punto.,  c poi  il  4 quoto  della  divisione  di 
160  per  38.  Si  noti  un  altro  zero  dopo  fattuale  residuo  8, 
che  lo  farà  diventare  centesimi.  Si  faccia  la  divisione  si  avrà 
il  quoto  2,  ed  il  residuo  4;  dopo  il  4 si  segni  0 avremo  cosi 
le  millesime,  ed  il  quoto  sarà  1,  ed  il  residuo  2.  Andando 
cosi  avanti  si  avrà  un  residuo  sempre  minore  di  diecimil- 
lesime, centomillesime  ec. 

54 
160 
080 
040 
0200 
10 

Secondo  la  questione,  che  si  propone  si  arriverà  ad  un  re- 
siduo cusi  piccolo,  che  si  possa  trascurare:  allora  si  potrà 
trascurare  tanto  più  quanto  che  questo  residuo  dovrà  ps- 
sere  diviso  per  il  divisore. 

58.  Le  successive  aggiunte  dei  zeri  ai  residui  sono  co- 
me altrettante  cifre  calate  dal  dividendo., quindi  questo  divi- 
dendo viene  ad  essere  moltiplicato  successivamente  per  10; 
ma  dieci  ha  per  fattori  2,  5,  dunque  lo  stesso  dividendo  per 
ogni  zero,  che  gli  si  aggiunge,  gli  si  aggiungono  i fattori 
2,  5,  i quali  cosi  adderanno  ripetendosi  tante  volte  quanti 
sono  i detti  zeri.  Da  ciò  viene,  che  se  il  divisore  sia  una 
ripetizione  dei  fattori  2,  o 5,  o di  ambedue , quando  nel 
dividendo  altrettanti  vi  si  siano  introdotti  colle  successive 
aggiunte  dei  zeri  la  divisione  riuscirà  esatta  : ciò  che  non 
avverrà  mai  quando  il  dividendo  contenga  altri  fattori  di- 
versi dal  2,  e dal  5,  o sia  un  numero  non  divisibile  che 
per  se  stesso,  nel  qual  caso  si  dice  numero  primo,  eccct- 


| 38 
1.  42105 
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tuati  i due  delti  numeri  2,  5,  che  pur  sono  primi,  perché 
non  si  dividono  che  per  se  stessi. 

59.  Quando  la  divisione  sia  indefinita  arriveremo  sem- 
pre ad  un  punto,  in  cui  alcune  cifre  dei  quoto  ritorneranno 
successivamente.  In  fatti  i resti  delle  divisioni  dovendo  es- 
sere ininori  del  divisore  una  volta  dovrà  ritornare  uno  dei 
resti  antecedenti,  c ciò  avverrebbe  al  più  tardi  quando  nei 
resti  si  fossero  esauriti  tutti  i numeri  minori  del  detto  di- 
visore. Tornato  questo  resto,  aggiungendogli  lo  zero  ritor- 
nerà un  dividendo  antecedente,  e quindi  ritornerà  Io  stesso 
quoto,  e ritorneranno  lutti  gli  aitri  quoti  seguenti  , c di 
nuovo  lo  stesso  residuo  di  cui  si  è parlato,  c da  cui  collo 
zero  comincierebbe  il  periodo  antecedente  di  quoti,  e così 
airindcfinito.  Ecco  l’esempio  : 

8 | 7 

10  1.  1428571 

30 

20 

60 

40 

50 

10 

In  questo  esempio  si  vede  che  al  settimo  residuo  ritorna 
il  primo  residuo  1,  e che  a questo  punto  rincomincia  il 
periodo  delle  cifre  del  quoto  142857. 

60.  Nell’arrestarci  a qualche  cifra  d’un  decimale  indefinito 
si  deve  osservare  la  cifra  seguente,  la  quale  se  sia  mag- 
giore di  5,  si  aggiungerà  una  unità  alla  cifra,  alla  quale 
ci  arrestiamo.  Per  esempio  avendosi  il  decimale  indefinito 
4.  5678937  se  ci  vogliamo  arrestare  alla  cifra  8 do- 

vremo aggiungergli  una  unità,  perché  la  cifra  seguente  è 9, 
ed  avremo  il  numero  4.  5679.  La  ragione  di  ciò  è,  che  cin- 
que unità  di  qualunque  cifra  decadica  formano  mezza  unità 
della  cifra  prossima  a sinistra,  quiudi  se  una  cifra  deca- 
dica nel  decimale  è maggiore  di  cinque,  col  trascurarla  ed 
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aggiungere  un’unità  alla  cifra  seguente  a sinistra  si  sba- 
glia per  eccesso  di  meno  di  mezza  unità  : mentre  che  so 
questa  unità  non  si  aggiungesse  si  sbaglierebbe  in  difetto 
di  più  di  mezza  unità  ; e l’errore  primo  si  fa  anche  mi- 
nore se  oltre  la  cifra  trascurata  vi  siano  nel  decimale  di 
seguito  altre  cifre,  che  si  trascurano. 

~=*se:»o- 


APPLICAZIONI  DELL’ARITMETICA  AI  PROBLEMI. 

Uiia  libbra  di  data  materia  si  è pagata  scudi  21  j 

PAOLI  3 j BAIOCCHI  9j  QUATTRINI  2/  SI  TUOI.  SAPERE  QUAN- 
TO SI  PAGHERANNO  5 DECINE  j 9 LIBBRE j 7 ONClEj  1 1 DENARI. 

61.  Questa  proposizione  si  chiama  problema.  In  questa  si 
danno  i numeri  scudi  21,  paoli  3,  bajocchi  9,  e quattri- 
ni 2,  ed  i numeri  5 decine,  9 libbre,  7 oncie,  1 1 denari 
con  la  relazione  fra  loro,  che  una  libbra  costi  scudi  21, 
paoli  3,  bajocchi  9,  e quattrini  2,  e si  vuol  sapere  il  co- 
sto delle  date  decine,  libbre  ec.:  quindi  jj. problema  è una 
proposizione  nella  quale  dati  alcuni  nunyfi  con  relazioni  fra 
loro  si  domanda  un  altro  numeroj  o altri j che  si  chiamano 
incogniti. 

Si  sa  che  uno  scudo  fa  10  paoli,  e perciò  ogni  pao- 
lo sarà  il  decimo  dello  scudo;  ogni  scudo  fa  100  bajoc- 
cbi,  e perciò  il  bajocco  è il  centesimo  dello  scudo  : dun- 
que nel  nostro  problema  i 3 paoli  saranno  3 decimi,  ed 
i 9 bajocchi  saranno  i 9 centesimi  dello  scudo  : dunque 
scudi  21,  paoli  3,  bajocchi  9 si  esprimeranno  con  ($.47.) 
21.  39.  Ogni  scudo  sono  500  quattrini,  dunque  i 2 quat- 

2 

trini  del  problema  sono  dello  scudo  : avremo  dun- 
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qne  , che  il  costo  d’  una  libbra  del  problema  sarà  scudi 
2 

21.  39  •+•  — — ■ Si  ridurrà  allo  stesso  denominatore  pri- 
ma moltiplicando  21.  39.  per  100,  ciò  che  si  fa  (§.  50.) 
portando  il  punto  a dritta  di  due  cifre,  o nel  nostro  ca- 
so togliendolo,  c poi  moltiplicando  per  5;  avremo  dunque 
10695  -f-  2 . 10697 

, ossia  — . Si  divida  il  numeratore  per 

500  500  1 

100  scrivendo  (§.  50.)  106.  97,  e poi  dividendo  per  5 coi 
decimali  (§.  57.)  avremo  21.  394.  Si  poteva  avvertire  , 
2 1 39 

che  21.  39  è — — , c che  per  ridurlo  allo  stesso  deno- 


minatore con 


100 

2 

~5oir 


bastava  moltiplicare  i due  suoi  ter- 


mini (§.  35.)  per  5 , avremmo  avuto 
2 

500 


1069!! 


mato  con 


, 10697 

da  — — 
500 


500 
106.  97 


che  som- 


ossi  a 


ovvero. 


facendo  la  divisione  coi  decimali,  21.  394.  Abbiamo  poi 
dal  problema  5 decine,  9 libbre,  7 once,  ed  11  denari. 
Per  ridurre  tutto  a libbre,  poiché  si  da  il  valore  d’  una 
libbra,  si  avverta,  che  uua  decina  é 10  libbre,  dunque  le 
5 decine  sono  50  libbre,  che  unite  alle  9 danno  59  lib- 
bre. Ogni  libbra  è 12  oucie,  dunque  un’oncia  è il  dodi- 

7 

cesimo  della  libbra,  e le  7 oncie  ne  saranno  i — . Ogni 


12 


1 


oncia  é 24  denari , dunque  un  denaro  è — dell’  oncia  : 

1 1 
ma  questa  è — della  libbra;  dunque  un  denaro  sarà  — 

12  ^ 24 

— della  libbra  n li  11  1 

1 2 


di  — della  libbra, o (§.  3 1 .) 
11 


-,  c gli  1 1 denari  saran- 


no 


12 . 24 


12  . 24 

della  libbra;  dunque  5 decine,  9 libbre,  7 


oncie,  ed  11  denari  sono  59  libbre,  c — 

1 2 


11 


12  . 24 
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della  libbra.  Ridaccndo  allo  stesso  denominatore  si  ri- 

59  . 12 . 24-4-7  .24-4-11. 


durranno  alla  frazione  di  libbra 
17171 


ossia 


ossia 


scudi 


288 

21394 


12.24 

di  libbra.  Una  libbra  costa  scudi  21.  394, 
' 17171 


> dunque  libbre 

1000  ’ ^ 288 


costeranno 


21394  17171  . ,.367356374 

- — — — — , ossia  (V32,4>.)  scudi  — ■ 

288  u ' 288000 


1000 

e fatta  la  divisione  si  troverà,  che  il  costo  domandato  sono 

139 


scudi  1275.  54,  e quattrino  1 


288 


Se  un  lavoro  di  20  tese , 4 piedi , 7 pollici  } e 1 1 

LINEE  È COSTATO  140  LIREj  13  SOLDI j E 9 DENARI.  SI  VUOL 
SAPERE  IL  COSTO  DI  UNA  TESA. 

62.  Riduciamo  le  misure  inferiori  a frazioni  di  tesa.  Si 
deve  sapere,  che  una  tesa  fa  6 piedi:  dunque  un  piede  è 

4 2 

il  sesto  della  tesa,  ed  i 4 piedi  ne  saranno  i — , o — . 

6 3 

7 

Ogni  piede  sono  1 2 pollici,  dunque  i 7 pollici  saranno  — 

1 2 

del  piede  : ma  il  piede  è — della  tesa,  dunque  prendendo 
7 1 7 

i — di  — , avremo,  che  ^ ^ - sarà  il  valore  di  7 pollici 
in  frazione  di  tesa.  In  ultimo  ogni  pollice  6 1 2 linee  , 
dunque  le  1 1 linea  saranno  ^ di  pollice  ; e perciò  sa- 


ranno 


11 


della  tesa  : dunque  dovremo  fare  la  som- 
7 11 


12.  12.  6 

2 

ma  20-4-  — -4-  -4- 

3 12.  6 12.  12.  6 


, ossia  ridotto  tut- 


to allo  stesso  denominatore  ($.  35.)  la  somma  sarà 

20.12.12.6-4-2.12.12.2-4-7  12-4-11 

ossia 


12.12.6 


17951 

864* 
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Nella  seconda  specie  di  quantità  riducendo  tutto  a lire 
si  avverta , che  una  lira  ò 20  soldi  , e che  ogni  soldo  è 
12  denari;  dunque  le  140  lire,  13  soldi,  e 9 denari  in  lire 
13  9 

sono  140  -+-  -t-  — , ossia  semplificando  l’ul- 

20  20.12  * 


13  3 

Urna  frazione  (§.  33.)  140  ■+■  — ■+•  che  dà  in  ulti- 


mo 


11255 

80 


La  questione  dunque  è ridotta  a questa  : 


17951 

"Tei 


teso  costano  lire 


11255 

~8Ò 


, si  domanda  quan- 


to costa  una  tesa.  Si  vede,  che  questo  costo  si  otterrà  di- 
videndo la  seconda  quantità  per  la  prima.  Questa  divisio- 

11255.864  . . , 

ne  si  esprime  con  (^.  43.)  - — — , ossia  eseguile  le 


moltiplicazioni 


9724320  . 

t ri — • ^ eseguisca  lei  divisione  * ed 
1436080  b 


il 


quoto  esprimerà  le  lire.  Si  moltiplichi  il  resto  per  20  per 
ridurlo  a soldi,  ed  eseguita  la  divisione  avremo  il  quoto 
in  numero  di  soldi.  Il  nuovo  residuo  si  moltiplichi  per  1 2, 
e ridotto  cosi  a denari,  il  quoto  di  questa  divisione  sarà 
numero  di  denari.  NcH’attual  residuo  si  eseguisca  la  divi- 
sione colli  decimali  fino  alle  millesime,  ed  avremo  che  il 

l s de 

costo  del  lavoro  del  problema  sarà  6 15  5.1 44. 

Si  SA,  CltE  II  METRO  È PALMI  ROM AXI  4,  4762.,  SI  DO- 
MANDANO IN  METRI J DECIMETRI jCENTIMETRI J EC.j  CANNE  27  , 
E PALMI  6. 

63.  II  metro  è la  diccimilionesima  parte  del  quarto  del 
meridiano  terrestre,  che  passa  per  Parigi.  Il  metro  si  suddi- 
vide in  dieci,  in  cento,  in  mille  parli , che  si  dicono  de- 
ci-metri j centimetri j millimetri  in  guisa  , che  queste  misuro 
sono  in  frazioni  decimali. 

Ciò  posto  nel  nostro  problema  si  riducano  le  27  canne 
a palmi  moltiplicandole  per  8,  avremo  palmi  216,  ai  quali 
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aggiunti  i 6 palmi  daranno  palmi. 222.  Il  metro  è palmi 
4.  4762;  dunque  tante  volte  questo  numero  entrerà  in  222, 
e tanti  metri  avremo;  e se  si  procederà  coi  decimali  avremo 
i decimetri,  i centimetri  cc.  Ridotta  agl’interi  (§.  56.)  la 
proposta  divisione  divideremo  2220000  per  44762  , e tro- 
veremo, che  le  27  canne  e 6 palmi  sono  prossimamente 
metri  49.  595,  cioè  49  metri,  e 595  millimetri,  o anche 
49  metri,  5 decimetri,  9 centimetri,  5 millimetri. 

Si  sa,  che  il  chilo  grammo  vale  libbre  romane  3,  9469 

SI  VUOL  SAPERE  IN  PESO  ROMANO  IL  GRAMMO. 

64.  II  grammo  è il  peso  di  un  centimetro  cubo  di  acqua 
distillata  nella  sua  massima  densità  , c si  è preso  questo 
peso  per  unità  dei  pesi.  Prendendolo  di  dicci  in  dicci  volte 
maggiore  abbiamo  il  decagrammo  j Vectogrammo  , il  chilo- 
grammo, il  miriagrammo ;c  prendendolo  di  dieci  in  dieci  volte 
minore  abbiamo  il  decigrammo  j il  centigrammo,  il  miUio- 
grammo.  Ciò  posto  per  risolvere  il  problema  si  dirà  il  gram- 
mo é il  millesimo  del  chilogrammo  ; ma  il  chilogrammo 
vale  libbre  3.  9469;  dunque  prendendo  di  questo  numero 
il  millesimo  avremo  il  grammo  in  frazione  decimale  della 
libbra  romana,  che  sarà  0.  0039469  (§.  50.).  Per  avere  il 
peso  del  grammo  in  un  numero  di  unità  di  peso  di  sud- 
divisione  della  libbra  si  moltiplichi  1'  antecedente  frazio- 
ne per  1 2 , perchè  una  libbra  sono  dodici  oncie  ; quindi 
il  grammo  in  frazione  di  oncia  sarà  (§.  55.)  0,  0473628. 
Si  sa,  che  un  oncia  sono  24  denari;  dunque  moltiplicando 
l’antecedente  frazione  per  24  il  numero  risultante  1.1357072 
indica,  che  il  grammo  è in  peso  romano  un  denaro,  e pros- 
simamente 0.  136  (§.60.)  di  denaro.  Se  si  volesse  valutare 
qncsta  frazione  in  grani  basterebbe  moltiplicarla,  o meglio 
moltiplicare  0,  1357072  per  24,  perchè  un  denaro  sono  24 
grani,  ed  il  numero  cercato  sarà  1 denaro  c grani  3.  257. 

Trovare  il  fruttato  di  scudi  8457  al  6 per  cento  al- 
l'anno. 

65.  Il  fruttato  al  6 per  cento  vuol  dire,  che  cento  scudi 


Digitized  by  Google 


37 

« 

fruttano  6 scudi;  dunque  come  io  scudo  è il  centesimo  di 
cento  scudi.,  cosi  ii  centesimo  di  6,  ovvero  (§.  49.)  0,  06 
sarà  il  fruttato  di  uno  scudo,  che  ripetuto  per  li  8457 
scudi  darà  il  loro  fruttato.  Si  moltiplichi  dunque  8457  per 
0,  06,  ed  il  prodotto  (§.  55.)  507.  42,  ossia  scudi  507,  e 
bajocchi  42  sarà  il  fruttato  domandato. 

Trovare  il  capitale  per  produrre  uh  frutto  di  scudi  1 79 

AL  3 PER  CERTO  ALL  ANNO. 

66.  Se  3 è il  frutto  di  cento,  il  terzo  di  3,  o uno  scudo 

100  ^ 

sarà  il  frutto  del  terzo  di  cento,  o di  scudi . Ora  se 

3 


100 

al  frutto  uno  corrisponde  il  capitale  , al  frutto  una 

3 

l 

scudo  ripetuto  179  volte,  o al  frutto  179  corrisponderà 

....  100  . , 17900 

il  capitale  — — ripetuto  179  volte,  o . ratta 


l’operazione  troveremo  scudi  5966.  66,  e quattrini  3 prossi- 
mamente pel  capitale  domandato. 

Per  fare  un  certo  lavoro  si  sono  impiegati  7 giorni, 
f.  59  lavoranti,  si  domandano  i lavorarti  per  far  fare  lo 
stesso  lavoro  in  13  giorni. 

67.  I lavoranti  59  fanno  il  lavoro  in  7 giorni;  essendo 
essi  come  59  forze  ripetute  ;per  ognuno  dei  7 giorni,  6 
evidente  , che  se  quel  lavoro  si  volesse  eseguire  in  un 
giorno  bisognerebbe  settuplicare  i lavoranti  59.  Dunque 
413  lavoranti  fanno  il  detto  lavoro  in  un  giorno.  Ma  si 
vuoi,  che  lo  stesso  lavoro  si  faccia  in  13  giorni,  dunque 
per  una  ragion  contraria  all’antecedente  si  richiederà  a ciò 
un  tredicesimo  dei  lavoranti  413  che  fanno  il  lavoro  in  un 


giorno;  dunque  i lavoranti  domandali  saranno 


413 

T F* 


ossia 


prossimamente  32. 

Un  lavoro  di  33  canne  si  è fatto  da  1 4 operai i in  7 

GIORNI  , LAVORANDO  1 5 ORE  AL  GIORNO,  ED  AVENDO  CON  SE  9 
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RAGAZZI,  CHS  POTEVANO  FARE 


2 


DEI  LAVORO  d'uN  UOMO  i CER- 


CO IL  LAVORO  DI  22  OPERAI / IH  17  GIORNI  LAVORANDO  12  ORE 
AL  GIORNO , £Z)  AVENDO  CON  SE  1 1 RAGAZZI  DELLA  STESSA  ATTI- 
VITÀ' de' PRIMI. 


68.  I 9 ragazzi  del  primo  caso  lavorano  ognuno  — del 


lavoro  di  un  uomo.,  equivarranno  dunque  a 9 . — uo- 


mini, o a 6 uomini,  dunque  abbiamo  uomini  14  4-  6 o 
20.  Li  7 giorni  di  15  ore  di  lavoro  al  giorno  in  ultimo 
sono  105  ore  di  lavoro.  Ora  se  le  33  canne  si  volessero 
lavorate  da  20  uomini  non  in  105  ore,  ma  in  una  ora  ò 
evidente,  che  vi  vorrebbero  uomini  20  . 1 05,  perchè  i venti 
operaii  in  ore  105  sono  20  forze  ripetute  105  volte:  dunque 
potremo  esprimere  la  prima  parte  del  problema  dicendo  33 
canne  sono  fatte  da  20.  105,  o da  2100  operaj  in  un'ora. 
Ragionando  allo  stesso  modo  nella  seconda  parte  del  proble- 
ma avremo,  che  si  domanda  il  lavoro  di  5984  operaii  in 
un'ora:  quindi  ecco  il  problema.  Se  33  canne  si  fanno  da 
2100  operati,  qual  lavoro  in  canne  si  farà  da  5984  operaii. 

Per  trovar  ciò  si  dica,  le  canne  33  sono  lavorate  da 
1 33 

?100  uomini,  dunque  ^-j^di33,  o ovvero  (^.  33.) 
— — sarà  il  lavoro  d’un  uomo,  ebe  ripetuto  per  gli  uo- 


mini 5984  darà  il  loro  lavoro  : il  lavoro  dunque  doman- 

1 1. 5984 

dato  sarà  — ^ — , ossia  canne  94,  0343  prossimamente. 


\ A CIASCUNO  DI  8449  SOLDATI  SI  VUOL  DARE  3 DECINE,  7 
L1RBRR,  1 1 OSCIE,  E 1 5 DENARI  DI  PANE ; SI  VUOL  SAPERE  QUAN* 
TO  PANE  SI  DISPENSERÀ'. 

69.  É evidente,  che  si  debbono  moltiplicare  le  dette 
decine,  libbre  ec.  per  8449.  Invece  di  ricorrere  alle  fra- 
zioni come  si  è praticato  nei  problemi  (§.  61.)  si  può  usa- 
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re  un  metodo,  che  è bene  sapere,  e che  si  esprime  nella 
seguente  operazione 


dee. 

3 

lib. 

7 

onc.  de. 
11  15 

8449 

25347 

li. 

5 

4224 

5 

li. 

2 

1689 

8 

on. 

6 

422 

4 

6 

on. 

4 

281 

6 

4 

on. 

1 

70 

4 

1 

de. 

12 

35 

2 

0 12 

de. 

3 

8 

8 

0 3 

dee.  lib.  onc.  de. 
32079  7 11  15 


Qui  si  6 fatto  prima  il  prodotto  di  3 dceinc  per  8449,  e 
si  sono  avute  decine  25347.  Si  doveva  in  seguito  molti- 
plicare 7 libbre  per  8449-  Le  sette  libbre  si  sono  divise 
nelle  parti  5,  e 2 per  poter  dire,  che  moltiplicare  7 lib- 
bre per  8449  era  moltiplicare  mezza  decina,  ed  un  quinto 
di  decina  per  questo  numero  , e cosi  prendendo  la  metà 
di  8449 , e poi  il  quinto  si  potessero  avere  tutte  le  de- 
cine; abbiamo  cosi  avuto  i due  prodotti  parziali 

dee.  lib.  dea  lib. 

4224  5,  e 1689  8 
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Si  doveva  in  seguito  moltiplicare  11  oncie  per  8449.  Si 
6 spezzato  questo  numero  di  oncie  in  oncie  6,  4j  1;  ora 
6 oncie  sono  la  metà  deila  libbra  (§.  61.);  ma  se  si  avesse 
il  prodotto  di  una  libbra  per  8449,  basterebbe  prenderne 
la  metà  per  avere  il  prodotto  di  6 oncie  per  lo  stesso  nu- 

dec.  lib. 

mero  : ma  ora  abbiamo  avuto  1 689  8 pel  prodotto 

di  2 libbre  per  8449  : dunque  prendendo  di  questo  pro- 
dotto il  quarto  si  avrà  pel  prodotto  cercato 

dee.  lib.  oq. 

422  4 6 

Le  oncie  4 sono  il  terzo  della  libbra;  dunque  il  prodotto 
di  4 oncie  per  8449  si  otterrà  prendendo  il  sesto  di 
dee.  lib. 

1689  8 prodotto  di  2 libbre  per  8449  ; dunque  il 

prodotto  cercato  è 

dee.  lib.  on. 

281  6 4 

Per  avere  il  prodotto  d’un  oncia  por  8449  in  decine  ba- 
sterà prendere  il  quarto  del  prodotto  antecedente,  che  ò 

dee.  lib.  on. 

70  4 1. 

Li  1 5 denari  si  sono  divisi  in  1 2,  e 3 : dodici  denari  so- 
no (§.  61.)  la  metà  dell’oncia,  e 3 denari  nc  sono  l'ottavo: 

dee.  lib.  on. 

dunque  prendendo  la  metà,  c l’ottavo  di  70  4.  1,  cho 

è il  prodotto  di  un'oncia  per  8449,  i risultamcnti 

dee.  lib.  on.  d.  dee.  li.  on.  d. 

35  2 0 12  , 8 8 0 3 

daranno  insieme  il  prodotto  di  15  denari  per  8449. 

70.  Si  è fatta  poi  la  somma  per  avero  il  prodotto  to- 
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tale  avvertendo,  che  se  sommando  i denari  si  6 avuto  24, 
si  6 portata  un’oncia  nella  somma  delle  oncic,  e che  per 
ogni  12,  che  si  é avuto  nella  somma  delle  oncic  si  è por- 
tata una  libbra  nella  colonna  delle  libbre. 

Oasi  TESA  DI  LAVORO  COSTA  LIRE  20,  SOLDI  17,  E DENA- 
RI 9;  SI  VUOI  SAPERE  IL  COSTO  DI  TESE  18,  PIEDI  5,  POLLICI  7. 

7 1 . Ecco  il  prospetto  dell’operazione  invece  di  ridurre 
le  due  specie  di  quantità  del  problema  a frazioni  come  net 

fi-  «•) 


li. 

so. 

de. 

20 

17 

9 

te. 

pie. 

poi. 

18 

5 

7 

60. 

380 

• 

io 

so. 

9 

> • 

5 

so. 

4 

10 

2 

1 

16 

de. 

6 

0 

18 

de. 

3 

pie. 

0 

9 

1 

3 

10 

8 

10  4"  T 

pie. 

2 

poi. 

6 

19 

3 

3 

fi 

poi. 

1 

17 

3-t 
1 1 

1 

0 

6 

li.  so.  de.  7 
416  4 7 — 

O 
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li.  so.  de. 

Qui  si  d moltiplicato  prima  20  , 17  , 9 per  18,  come 
nel  problema  antecedente.  Dopo  ciò  si  é moltiplicato  lo 
li.  te.  de.  pie. 

stesso  20  17  9 per  5 Perciò  questi  5 piedi  si  so- 

pie.  pie. 

no  divisi  in  3 e 2.  Li  3 piedi  sono  la  metà  della  te- 
li. so-  de. 

sa  ($.  62.)  ; ma  20,  1 7 , 9 sono  il  costo  di  una  tesa , 
si  è dunque  preso  la  metà  di  questo  costo,  c si  è avuto 
li.  so.  d.  1 

10,  8 , 10  h — — . Li  due  piedi  sono  il  terzo  della  le- 


li.  so.  de. 


sa,  si  è dunque  preso  il  terzo  di  20  17  12  , che  ò 

li.  so.  de.  ' li.  so.  de. 

stato  6 19  3.  Dopo  ciò  20  , 17  , 9 si  é moltipli- 
cato per  7 poi.  Questi  si  sono  divisi  in  6 pollici , ed  1 
pollice.  Si  è detto  6 pollici  sono  (§.  62.)  la  metà  del  pio- 
li. so.  de. 


de,  dunque  se  si  avesse  il  prodotto  di  20  17  9 per 
un  piede,  di  questo  si  prenderebbe  la  metà  : ma  si  ha  il 
prodotto  per  due  piedi;  dunque  di  questo  prodotto,  ohe  ò 
li.  so.  de.  li.  so.  de.  3 

6 19  3 , si  ò preso  il  quarto,  c si  è avuto  1 17  3 H 

1 * 
Finalmente  si  è preso  — di  questo  prodotto  per  avere 


li.  so.  de. 

il  prodotto  di  20  j 1 7 j 9 per  un  pollice. 

72.  Non  si  danno  problemi  riguardanti  i numeri  con- 
creti come  gli  antecedenti , che  si  chiamano  numeri  com- 
plessi nei  casi  di  divisione , perché  in  questa  operazione 
non  v’  è altro  metodo  che  ridurli  a frazioni  , come  si  ò 
usato  nel  (§.  62.),  e fare  la  divisione  delle  frazioni. 

73.  In  tutti  i problemi  risoluti  fin  qui,  il  numero  inco- 
gnito risultava  da  operazioni  fatte  sopra  altri  numeri  cogni- 
ti. Così  nel  problema  (§.  67.)  il  numero  domandalo  degli  uo- 
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mini  proveniva  dal  prodotto  di  59  uomini  per  7 , diviso 
questo  prodotto  per  13;  ossia  si  può  dire,  che  il  numero 
cercato  degli  uomini  sia  uguale  al  prodotto  di  59  per  7 
diviso  per  1 3.  Indicando  con  y il  numero  incognito,  e la 
moltiplicazione  di  59  per  7 con  59.  7 ,o  con  59  X 7,  per- 
ché il  punto,  ed  il  segno  X sono  adottati  per  indicare  la 
moltiplicazione,  c finalmente  col  segno  «=»  indicando  l’ugua- 

413 

glianza  di  due  valori,  potremo  scrivere  y = - — , «he 

vuol  dire  appunto,  che  il  numero  domandalo  degli  uouiiui 
é uguale  al  prodotto  di  59  per  7 diviso  per  3. 

Cosi  ancora  nel  problema  (§.  61.)  il  costo  domandalo 
si  potrà  esprimere  pel  prodotto  delle  5 decine,  9 libbre, 
7 oncie,  1 1 denari  moltiplicato  per  21  scudi,  paoli  3,  ba- 
jocehi  9,  e 2 quattrini  scrivendo 

x = ( 5d  -H  91-  -f-  7°  1 1 d ).  ( 21 s.  39  -+-  2q  ), 

ove  la  x esprime  il  costo  domandato,  che  é uguale  al  dello 
prodotto.  I due  fattori  si  scrivono  fra  le  parentesi  per  in- 
dicare, che  tutta  la  somma  delle  prime  quantità  si  deve 
moltiplicare  per  tutta  la  somma  delle  seconde. 

74.  L’cspressioni  antecedenti  colle  quali  si  hanno  i va- 
lori dei  numeri  incogniti,  o come  si  suol  dire  delle  inco- 
gnite si  chiamano  equazioni  : quindi  l'equazione  è l'espressione 
delf  uguaglianza  di  due  quantità  nelle  quali  v' è l'incognita,  o le 
incognite.  La  quantità,  che  si  legge  prima  del  segno  = si 
dice  primo  membro  dell’equazione , c quella  che  si  legge  do- 
po si  dice  secondo  membro  dell'equazione. 

Le  incognite  si  sogliono  esprimere  colle  ultime  lettere 
dell’alfabeto  x,  y,  z,  u. 

7 5.  Tutti  i problemi  poi  si  esprimono  per  mezzo  delle  equa- 
zioni, perchè  dovendo  esprimere  una  data  relazione  di  quan- 
tità, tutte  queste  relazioni  si  riducono  ad  una  data  ugua- 
glianza, o disuguaglianza  di  quantità  : ma  la  data  disugua- 
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glianza  si  può  sempre  ridurre  ad  uguaglianza  coll’aggiun- 
gerc  alla  minore  ciò  che  gli  manca  per  arrivare  alla  mag- 
giore, o togliendo  alla  maggiore  ciò  che  ha  di  più  sopra 
la  minore.  Ma  non  sempre  i problemi  si  possono  espri- 
mere come  gli  antecedenti  con  una  equazione,  nella  quale 
l’incognita  sia  sola  in  un  membro  : ma  spesso  avviene,  che 
nell’equazione  esprimente  il  problema  l’incognita  sia  unita 
alle  cognite,  e ciò  anche  in  ambedue  i membri. 

Per  trattare  dunque  i problemi  in  tutta  la  loro  gene- 
ralità proporremo  quelli,  che  si  esprimono  con  equazioni, 
nelle  quali  I’  incognita  sia  unita  alle  cognite  in  tutte  le 
maniere  possibili,  e daremo  il  metodo  per  ridurre  l’equa- 
zioni  alla  forma  delie  superiori,  dove  cioè  l’incognita  sia 
sola  in  un  membro,  e le  cognite  nell’altro,  onde  come  nello 
antecedenti  basti  eseguire  le  operazioni  sopra  le  cognite 
per  trovare  l’incognita. 

76.  Isolare  V incognita  in  un  membro  di  una  data  equazio- 
nej e ridurre  le  cognite  nell'altro  membro , e ciò  che  si  dice  ri- 
solvere un'equazione. 

Tutti  i modi  colli  quali  l’ incognita  può  essere  unita 
alle  cognite  sono  le  quattro  operazioni,  somma,  sottrazione , 
moltiplicazione , e divisione.  Dunque  per  dare  il  metodo  di 
risolvere  ('equazioni,  si  deve  dare  il  metodo  per  liberare 
l’incognita  dalle  cognite  a queste  unità  colle  quattro  ope- 
razioni, portando  le  cognite  nell’altro  membro. 

A questo  fine  sia  per  primo  il  problema. 


Trovare  un  numero  a cut  aggiunto  — dia 


£ 
9 ‘ 


77.  Il  numero  incognito  sia  x,  siccome  ad  esso  non  si 
2 

può  aggiungere  — esprimeremo  questa  somma  col  segno  -4-, 

che,  come  sppiarao,  vuol  dir  più , e la  somma  indicata  sarà 

2 8 
x -+•  — ; questa  somma  deve  dare  — , ciò  vuol  dire,  che 


8 2 8 

dev’essere  eguale  a — ; dunque  x -è-  — «=—  Per  risolvere 
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questa  equazione  ragiono  così:  — è la  somma  di  x con  —, 

g 

dunque  — è un  tutto  , che  si  compone  delle  due  parti 

2 2 

x , — : dunque  da  questo  tutto  togliendo  una  parte— de- 

j «3 

ve  venir  l'altra  x , o il  risultamcnto  deve  essere  uguale  a 

« . , 2 , 8 . 

questo  x.  Per  esprimere  la  sottrazione  di  — da  — in- 
terporremo fra  queste  frazioni  il  segno  — ,che  vuol  dir  mena, 
8 2 

dunque  x = — — . Da  ciò  si  ricava , che  una  cogni- 

2 

ta  — unita  colla  somma  allJ incognita  si  trasporta  nell'  altro 
membro  colla  sottrazione. 


Trovare  oh  numero,  che  superi  di  1 ri  — . 

7 

5 

78.  Ciò  vuol  dire,  che  tolto  — dalla  quantità  maggiore 

5 

incognita  x il  residuo  deve  essere  1;  dunque  x — =1 

5 

è P espressione  del  problema.  Qui  x è il  minuendo  , — 

il  minutore,  ed  1 il  residuo  : ma  al  residuo  aggiunto  il 

5 

minutore  (§-13.)  deve  dare  il  minuendo;  dunque  x=1-+--^-. 

Dunque  una  quantità  cognita  unita  all'incognita  colla  sottra- 
zione si  trasporta  alf  altro  membro  colla  somma. 

Domando  un  numero , che  ripetuto  3 volte  dia  5. 

79.  L’equazione  esprimente  il  problema  sarà  3 xs»6»,  che 
dice  appunto  3 volte  x dà  5.  In  questo  caso  il  5 é un  pro- 
dotto dei  due  fattori  3,  x : ma  (§.  24.)  diviso  il  prodotto 

5 

per  un  fattore  deve  venir  l’altro;  dunque  x «=  — . Duu- 
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quc  una  cognita }che  moltiplica  l’incognita  si  trasporta  nell’al- 
tro membro  colla  divisione. 

Trovare  un  numero,  nei  quale  il  7 entri  3 volte. 

OC 

80.  L’espressione  del  problema  è— =3.  Qui  x è il  di- 
videndo, 7 il  divisore,  e 3 il  quoto;  ma  il  dividendo  (§.  1 9.) 
6 uguale  al  quoto  moltiplicato  pel  divisore; dunque  x=3  x 7. 
Dunque  una  cognita  , che  divide  l’incognita  in  un  membro , 
colla  moltiplicazione  si  trasporta  nell’altro. 

81.  Riunendo  in  una  sola  le  quattro  regole  date  negli 
antecedenti  problemi  diremo,  clic  per  isolare  l’incognita  in  un 
membro,  le  cognite  ad  essa  unite  si  debbono  trasportare  nel- 
l’altro membro  colle  operazioni  contrarie;  cioò,  che  una  co- 
gnita sommata,  o sottratta  nel  primo  membro  dev’  essere 
sottratta,  o sommata  nel  secondo,  c eliti  una  cognita,  che 
moltiplica,  o divide  l'incognita  deve  esser  portala  a divi- 
dere, o moltiplicare  l’altro  membro.  É chiaro  poi,  che  collo 
stesso  metodo  da  uno  all'altro  membro  si  trasportano  le 
incognite. 

2x  1 

Sia  ora  da  risolversi  l’equazione  — 2 — = 1 . 

Si  trasportino  prima  nel  secondo  membro  il  2 sottratto,  ed 
— sommato,  colla  somma,  c sottrazione,  operazioni  coutra- 


2r 


2x 


rie,  ed  avremo  — = 1 2 — — ossia  — 


14 


. Si  por- 


ti il  3 divisore  nel  primo  membro  colla  moltiplicazione  nel 
42 

secondo,  avremo  2x  = — ; finalmente  il  secondo  membro 
5 

21 

si  divida  pel  2,  che  moltiplica  nel  primo,  c sarà  x = —, 

valore  della  x,  c perciò  l’equazione  ò risoluta. 

Dopo  ciò  sia  il  problema.  Trovare  un  numero , / di  cui 

3 1 c 

— - SIANO  AL  DI  SOPRA  DI  DI  5. 

5 3 
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82.  Se  x è il  nùmero  domandato  il  suo  quinto  sarà  — cd 

3 3x 

i dovendo  essere  il  triplo  del  quinto  saranno  — : que- 
sto deve  superare  di  5 la  frazione  -y-  : dunque  la  diffe- 

ferenza  fra  — c — dev’essere  5,  ciò  che  si  esprime  con 

5 3 

3x  1 ...  . , 3r  1 

— —3=5,  questa  si  risolve  scrivendo  — =5-!-^-, ossia 


3x  16 
— *=  — , 3x 
5 3 ’ 

80 

x = — numero  domandato. 
9 ’ 


16  80  80 
— .5,0,  3x  tea  — J x«=—  :3,o 


Per  conoscere  se  questo  risultamcnlo  sia  giusto  si  ripren- 
da il  problema.  Del  numero  domandato  si  debbono  prende- 

3 80  1 6 

re  i — . Ora  il  quinto  di  — (§.3 1 .)  ò — , c tre  volte  que- 


1 G 

sto  quinto  è (§.  32.)  — . La  differenza  fra 
5,  come  doveva  essere. 

Trovare  un  numero,  che  diminuito  di 


2,  i suoi 


2 

I 


UNITI  AI 


DELLO  STESSO  NUMERO  AUMENTATO  DI  2 DIANO  1. 


83.  Il  numero  diminuito  di  2 ò x — 2,  preso  di  esso  pri- 

.,1  ....  . . 2 c — 4 _ 

ma  il  — c poi  il  doppio  ci  dara  . Questo  prò- 

O J 


dotto  è giusto.  Infatti  dovendosi  prendere  il  doppio  di  x — 2, 
si  prenda  il  doppio  di  x sarà  2r  : ma  non  si  doveva  pren- 
dere il  doppio  di  tutto  x,  ma  di  x — 2,  cioè  di  ciò,  che 
rimaneva  toltogli  prima  il  2;  questa  sottrazione  non  si  ò 
potuta  eseguire,  dunque  dentro  il  valore  di  x si  è lasciato 
un  2,  che  non  si  doveva  , c col  2x  anche  questo  2 si  è 
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moltiplicato  per  2,  che  non  si  doveva  : dunque  il  prodotto 
2x  è troppo  forte  di  4,  quindi  il  giusto  prodotto  sarà  2x-4. 

Inoltre  il  numero  aumentato  di  2 ò x ■+■  2,  ed  i suoi  — 

4 

3x  -+-  6 . 2x  — 4 

sono  ; questo  dev  essere  unito  a 


2x  — 4 


3x  « 


per  avere  1 ; dunque  — - — cr=1.  Ri- 

3 4 

ducendo  il  primo  membro  allo  stesso  denominatore  sarà 
8x  — 1 6 + 9x  18 

— =1 , ossia,  riflettendo,  che  8 r-t-9x 

vuol  dire  8 volle  x più  9 volte  x , cioè  17  volte  x,  o 17x, 
1 1x  2 

— *=  1 , dove  togliendo  il  12  dal  primo  membro 

avremo 


1 1x 


1 7 x -f-  2 s=s  1 2, 
12—2,  o 1 1x  = 1 0, 


10 

* “ 17  ' 


Per  verificare  il  risultamcnto,  secondo  il  problema  dal 
numero  trovato  tolgo  il  2,  ed  il  — 2 ci  darà  — di 

2 _ 16 

questo  si  deve  prendere  i— , (§.46.)  avremo  — — .Aggiungcn- 

, 10  „ 44  . .3  33 

do  a — il  2 avremo  — , i di  cui  — saranno — , questo 
17  17  4 17  n 

dev  essere  aggiunto  a — —,  avremo  dunque 

16  33  17 

— »-  - = — 1 , come  doveva  essere. 

17  17  17 
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Si  DOMANDA  V»  NUMERO,  I DI  CUI  SIANO  DI  TANTO  AL 

8 

DI  SOTTO  DI  2,  DI  QUANTO  LO  STESSO  NUMERO  È AL  DI  SOPRA  DI  — , 

7 

_ . i 3 . . 3 jc  t 

84.  1 — del  numero  sono  — , questi  sono  al  di  sotto 
8 8 

3jc 

di  2 del  numero  espresso  da  2 — . II  numero  poi  è al 

di  sopra  di  ~ di  x dunque  l’espressione  del  pro- 


blema sarà  2 — = x — , perchè  l’espressione  di  tan- 

8 7 

to,  di  guanto  tuo!  dire  uguale. 

85.  In  questa  equazione  per  liberarci  dalle  frazioni  si  usi 
questo  metodo  da  servirsene  sempre,  che  in  una  equazione 
vi  siano  delle  frazioni.  Si  riducano  i due  membri  allo  stesso 
denominatore  non  scrivendo  il  denominatore  comune.  La  ra- 
gione di  ciò  è,  che  ridotti  i due  membri  allo  stesso  deno- 
minatore si  hanno  due  frazioni  uguali  dello  stesso  deno- 
minatore; ma  è chiaro,  che  onde  ciò  avvenga  é necessario, 
che  siano  uguali  i numeratori,  i quali  nella  nostra  equa- 
zione sono  i suoi  due  membri  ridotti  allo  stesso  denomi- 
natore, ma  escluso  il  denominatore  comune.  Eseguendo  ciò 
nell’equazione  superiore  avremo 


112  — 21x  = 56r—  8. 

L incognita  dev’essere  nel  primo  membro  : dunque  si  tra- 
sporterà il  56x,  che  è aggiunto  al  — 8 , nel  primo  mem- 
bro colla  sottrazione  (§.  81.),  ed  avremo 

112  — 21  x — 56x  = — 8, 

— - 21x  — 56x=  — 8 — 112 
— 77x  = — 120  , 
cd  e chiaro,  che  sarà  anche 


perchè  se  due  grandezze  negative  sono  uguali  debbono  es- 
sere uguali  anche  le  positive  , che  sono  della  stessa  di- 
mensione delle  prime  : dunque 

120 


3 45 

1 — di  questo  numero  sono  — , questo  è al  di  sotto  di 

„ „ 45  154  — 45  . 109 

2 di  2 — — -,  o , ossia  di— — • . Lo  stesso  nu- 

77  77  77 

120  a i 120  1 

mero  — — è al  di  sopra  di  — di  — =• 

77  r 7 77  7 

120  — 11  109  , 

- — — , che  è lo  stesso  risultamcnto  antecc- 

77  77 

dente. 

Si  HA  DELL  ACQUA  MARISA  , CHE  IN  32  LIBBRE  COSTIERE 
USA  LIBBRA  Di  SALE  J SI  DOMAR  DA  QUARTA  ACQUA  DOLCE  OLI 
Si  DEVE  AGGIURGERE  , ORDE  IR  3 LIBBRE  DELLA  MUOVA  ME- 
1 

SCOLARLA  VI  SIA  DI  LIBBRA  DI  SALE. 

8 

86.  Esprima  x le  libbre  di  acqua  dolce  da  aggiungersi 
alle  libbre  32,  avremo  libbre  32+2.  In  questa  quantità 
è sparsa  una  libbra  di  sale,  dunque  in  una  libbra  di  que- 
sta mescolanza  vi  sarà  di  sale  — ; perchè  se  que- 


sta mescolanza  vi  sarà  di  sale  - 


ste  libbre  fossero  per  es.  50,  in  esse  essendo  sparsa  una 

libbra  di  sale,  in  una  delle  50  vi  sarebbe  - - di  libbra  di 

50 

sale.  Ora  se  in  una  libbra  della  mescolanza  vi  è sale  espres- 
so da  , in  32  libbre  vi  sarà  sale  ri- 

32-t-x  32-1-2 


petuto  32  volte,  ossia  (§.32.) 


ma  questo  sale  devo 


1 32 

essere  — di  libbra  : dunque  

8 * 32  + 
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Ridacendo  allo  stesso  denominatore  sarà  (§.  85.) 

256  = 32  x , o 32  x = 256  , x — 256  — 32  , 


e finalmente  x =■  224  ; cioè  si  debbono  aggiungere  224 
libbre  di  acqua  dolce. 

Dunque  l’acqua  della  mescolanza  sarà  iib.  32  ■+•  224, 
ossia  256.  In  questà  vi  è sparsa  una  libbra  di  sale:  dun- 
que in  una  libbra  vi  sarà  di  sale  di  libbra,  e nelle 

256 

32 

32  libbre  vi  sarà  sale  — — : iu  cui  Ubidendo  i due  ter- 

256 


mini  per  32  sarà  — di  libbra  , come  voleva  il  problema. 


Un  numero  è composto  di  tre  cifre,  la  sOmma  delle 

CIFRE  È 11;  LA  CIFRA  DELLE  UNITA  È DOPPIA  DI  QUELLA  DELLE 
CENTINAIA J E QUANDO  AL  NUMERO  SI  AGGIUNGE  297  LA  SOMMA 
È IL  NUMERO  ROVESCIATO.  TROVARE  IL  NUMERO. 

87.  Sia  x la  cifra  delle  centinaja,  sarà  2 r quella  delle 
unità , perché  questa  è doppia  di  quella  secondo  il  pro- 
blema : dunque  la  somma  delia  cifra  dello  unità,  e di  quello 
delle  centinaja  è 2x  -+-  x.  cioè  3x:  ma  la  somma  delle  tre 
cifre  è 1 1 : dunque  la  cifra  delle  decine  sarà  1 1 — 3x. 
Ora  se  x è la  cifra  delle  centinaja,  lOOx  sarà  il  valore 
delle  centinaja.  Se  1 1 — 3x  è la  cifra  delle  decine,  110 — 30x 
(§.  5.)  sarà  il  valore  delle  decine.  Ma  il  nostro  numero 
deve  essere  le  centinaja,  più  le  decine,  più  le  unità;  dun- 
que il  numero  domandato  è espresso  dà 


1 OOx  -+-  1 1 0 — 30x  -4-  2x. 


Secondo  il  problema  se  a questo  si  aggiuuge  297  si  ot- 
tiene il  numero  rovesciato:  dunque  si  ottiene  un  numero, 
di  cui  la  cifra  delle  centinaja  è 2x,  quella  delle  decine  è 
la  stessa  11  — 3x,  c quella  delle  unità  6 x,  ossia  si  ot- 
tiene il  numero  200x  1 1 0 — 30x  ■+.  x : sarà  dunque 
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l’equazione  1 OOx  — I—  110  — 30x  •+-  2x  -f-  297  «=>  200x  •+• 
110  — 30x  -4-  x.  Trasportando  le  incognite  nel  primo 
membro,  e le  cognite  nel  secondo  sarà  lOOx  — 200x -+• 
2r  — x — 30x  30x  = 110  — 100  — 297  ; e riducen- 

do colfavvertire,  che  lOOr — 200  c o cento  volto  x,  e meno 
duecento  volte  x,  superando  il  negativo,  lascia  meno  cento 
volte  x , o — lOOx,  avremo  — 99x  *=>  — 297 j o 99x  = 
297 

297 , ed  x — , x = 3.  Questa  è la  cifra  delle  cen- 

’ 99 

tinaja.  Quella  delle  unità  sarà  6,  e quella  delle  decine  sa- 
rà 11  — 9 , o 2 : dunque  il  numero  domandato  sarà  326. 
Se  a questo  si  aggiunga  297  avremo  623  , che  è il  nu- 
mero 326  rovesciato. 

D'vs  capitale  di  1 00000  scudi  usa  paste  si  è impiegata 
AL  ERUTTO  DEL  5 PER  1 00  , E £ ALTRA  AL  3 PER  100.  TUTTO 
ISSIEME  AE ES DOSI  ACUTO  US  FRUTTO  DI  4640  SCUDI  SI  FO- 


GLIOSO COSOSCERE  LE  DUE  PARTI. 

88.  Sia  x una  parte,  l’altra  sarà  1 00000  — x.  Se  100 

5 1 oc 

frutta  5 , uno  frutterà  — — , 0 dunque  x frutterà  — . 

3 

Similmente  100  fruttando  3,  uno  frutterà  -y^-  ; dunque 


1 00000  — x frutterà 


300000  — 3x 


100 


sieme  sono  4640  : dunque 


ora  i due  fruiti  in- 


x 

20 


300000  — 3x 

Too 


= 4640, 


e riducendo  allo  stesso  denominatore 

5x  •+•  300000  — 3x  <=  464000, 
2x = 464000  — 300000 
2x  = 164000  , x = 82000  , 

e l'altra  parte  sarà  18000. 
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Il  fruttato  della  prima  parte  sarà  82000,  cioè  4100, 

3 

il  fruttato  della  seconda  sarà  . 18000,  o 540,  che 

sommato  coll’antecedente  darà  4640  secondo  il  problema. 

89.  Osservando  il  metodo  tenuto  per  risolvere  i pro- 
blemi antecedenti  si  vede,  che  questo  consiste  in  due  par- 
ti. La  prima  è di  esprimere  il  problema  in  equazione,  l’al- 
trà  è di  risolvere  l’equazione.  Riguardo  a questa  seconda 
parte  le  regole  sono  fisse,  e sono  date,  e consistono  ncl- 
l’isolare  l’incognita  (§.  81.)  Riguardo  poi  alla  prima  parto 
di  esprimere  il  problema  in  equazione  , si  è veduto  non 
essersi  seguita  alcuna  regola,  ed  il  metodo,  che  si  è tenuto 
é stato  di  esprimere  coi  segni  le  relazioni  o espresse,  o 
sottintese  delle  quantità  del  problema.  Queste  relazioni  poi 
non  erano  che  alcune,  o tutte  le  quattro  operazioni,  e 1’ 
uguaglianza  delle  quantità;  ad  esprimere  le  quali  abbiamo 
i segni.  Cosi  il  -4-  esprime  la  somma;  il  — la  sottrazio- 
ne; il  . , o X la  moltiplicazione  ; e la  lineola  orizontale 
sotto  il  dii  idendo,  e sopra  del  divisore,  o i due  punti  ver- 
ticali fra  il  dividendo , ed  il  divisore  esprimono  la  divi- 
sione; il  segno  poi  =»  esprime  l’uguaglianza.  Per  esempio 
nel  problema  (§.  84.).  Le  relazioni  delle  quantità  erano 
espresse  da  tre  operazioni,  ma  nel  problema  (§.  86.)  le  opera- 
zioni erano  sottintese  nella  sua  espressione.  Cosi  dalla  libbra 
di  sale  sparsa  in  libbre  32-t-*  di  acqua  si  è dovuto  avere 

1 . . ’ 

1’  avvedutezza  di  esprimere  con  il  sale  di  una 

libbra,  perchè  ripetuto  questo  per  32  si  potesse  avere  il 
sale  di  62  libbre  della  mescolanza  , onde  poi  farlo  uguale 

ad  di  libbra,  come  voleva  il  problema. 

90.  Si  stabilirà  dunque,  che  per  mettere  il  problema  m 
equazione  la  regola  è di  osservare  le  operazioni  o espresse,  o sot- 
tintese, colle  quali  sono  collegate  le  quantità,  e queste  non  essendo 
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che  quattro , ri  esprimeranno  coi  corrispondenti  segni,  l’na  re- 
lazione poi  deve  essere  destinata  ad  esprimersi  col  segno  dell’u- 
guaglianza. 

91.  Questa  espressione  poi  di  uguaglianza  si  fa  dopo 
avere  espresso  coi  segni  le  operazioni,  che  il  problema  in- 
dica da  farsi  sulle  sue  quantità.  Infatti  o il  problema  darà 
la  quantità,  cui  deve  essere  uguale  1’  espressione  trovata 
delle  operazioni;  ovvero  trovate  due  delle  dette  espressioni 
di  operazioni  il  problema  mostrerà  , che  debbono  essere 
equivalenti.  Cosi  nel  problema  (§.  86.)  essendosi  espresse 


con  le  operazioni  indicate  dal  problema  <5  ri- 

sultato, che  questa  era  ('espressione  della  quantità  del  sale 
d’una  libbra  della  mescolanza,  ed  il  problema  stesso  aven- 


do fissato,  che  questo  sale  doveva  essere  — di  libbra,  si 

* O 


32 


è posto  subito 

32  -4-  8 

Nel  problema  poi  (§.  84.)  essendosi  espresse  con 
1 

2 — — , ed  x — luffe  le  sue  operazioni,  il  proble- 

ma stesso  indicava,  che  queste  due  espressioni  erano  equi- 

3«i?  1 

valenti  : dunque  si  è posto  2 — = x — . 


92.  Da  ciò  si  vede,  che  l’espressione  del  problema  in 
equazione  è una  vera  traduzione  dal  linguaggio  comune 
nel  linguaggio  della  matematica.  Li  segni  del  linguaggio 
matematico  sono  cinque,  quattro  delle  operazioni,  ed  uno 
dell’uguaglianza  (§.  89.):  all’incontro  il  linguaggio  comune 
dei  problemi  è assai  esteso.  Per  esempio  nella  sottrazione 
si  può  dire,  che  il  7 supera  il  5 di  2;  che  il  5 è al  di 
sotto  di  7 di  due;  che  la  differenza  fra  5 e 7 è 2 ; che 
una  volta  si  è ricevuto  7 j e poi  si  è speso  5,  con  che  è 
rimasto  2;  c tante  altre  espressioni  consimili  ; mentre  in 
matematica  tutte  queste  espressioni  equivalgono  all’  unicji 
espressione  della  sottrazione  7 — 5.  Lo  stesso  si  dica  delle 
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espressioni  comuni  delle  altre  tre  operazioni.  Oltre  che  vi 
sono  anche  operazioni  sottintese,  o implicite.  Tali  erano  le 

32 

operazioni  fatte,  onde esprimesse  il  sale  d’una  lib- 

32  -+-  x 

bra  della  mescolanza.  Se  si  osservano  poi  i problemi  riso- 
luti si  vedranno  i varii  modi  o impliciti,  o espliciti  di  espri- 
mere l’uguaglianza  nel  linguaggio  comune.  Quindi  nell’espri- 
mere  i problemi  in  equazione  per  fare  la  traduzione  del- 
l’espressioni  comuni  nei  cinque  delti  segui,  fa  duopo  inter- 
pretare l’ espressioni  stesse  per  rintracciare  i segni,  che  loro 
corrispondono. 

-o.SK.c^ 

PROBLEMI 

CHE  SI  SOGLIONO  PROPORRE  NELLA  SOCIETÀ.’ 


E TEORIA  DELLE  PROPORZIONI 


93.  Una  gran  parte  dei  problemi,  che  si  propongono  nel 
commercio  sono  della  così  detta  regola  del  tre  semplice, o com- 
posta. Si  dicono  problemi  della  regola  del  tre',  perché  date 
tre  quantità  si  vuol  determinare  una  quarta.  Queste  quat- 
tro quantità  tre  cognite,  ed  una  incognita  formano  sem- 
pre due  quoti  uguali  : quindi  cotali  problemi  si  esprimono 
sempre  con  una  equazione  fra  due  quoti,  e perciò  questa 
equazione  contenendo  un  incognita  si  potrà  trovare  col  me- 
todo dato  di  sopra  (§.  81.).  Per  stabilire  queste  equazioni 
si  debbono  fissare  alcune  proposizioni. 

I.  Il  quoto  delle  merci  é uguale  al  quoto  dei  loro  prezzi. 
Ciò  é chiaro,  perchè  se  una  merce,  per  es.  è doppia,  tri- 
pla, o suddupla,  suttripla  d’un’altra,  anche  il  prezzo  della 
prima  sarà  duplo , triplo , sudduplo , suttriplo  del  prezzo 
della  seconda  : quindi  la  prima  merce  contenendo  due,  tre 
volle  la  seconda  , o viceversa  il  suo  valore  essendo  con- 
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tenuto  due,  tre  volte  nel  valore  della  seconda  , il  prezzo 
della  prima  conterrà  due,  tre  volte  il  prezzo  della  secon- 
da, o viceversa. 

II.  Il  quoto  dei  capitali  è uguale  al  quoto  dei  loro  frutti 
nello  stesso  tempo  tenuti  a frutto.  Ciò  è chiaro  ragionando 
come  innanzi. 

III.  Il  quoto  dei  lavori  è uguale  al  quoto  delle  mercedi  dei 
lavori,  tutte  le  altre  cose  uguali. 

IV.  Il  quoto  di  due  truppe  di  lavoranti,  tutte  essendo  le 
altre  cose  uguali,  è uguale  al  quoto  dei  loro  lavori.  Per  esem- 
pio se  una  truppa  di  lavoranti  è quintupla  di  un’  altra  , 
anche  il  lavoro  dei  primi  sarà  quintuplo  del  lavoro  dei  se- 
condi : s’intende,  che  tutti  lavorino  colla  stessa  energia  , 
nello  stesso  tempo,  e trovando  la  stessa  diffìcollà. 

V.  Il  quoto  delle  quantità  di  due  lavori  è uguale  al  quoto 
dei  due  tempi,  che  s'impiegano  : perche',  essendo  tutte  le  al- 
tre cose  uguali,  al  lavoro  doppio  , triplo  cc.  corrisponde 
tempo  doppio,  triplo  ec. 

VI.  Il  quoto  di  due  numeri  dilavoranti  deve  essere  uguale 
al  quoto  rovesciato  dei  loro  tempi  per  fare  lo  stesso  lavoro. 
Ciò  è chiaro,  perchè  se  il  primo  numero  di  lavoranti  fosse 
per  esempio  sei  volte  il  secondo , a fare  Io  stesso  lavoro 
s’impiegherebbe  il  sesto  del  tempo;  dunque  il  primo  numero 
di  lavoranti  contenendo  sci  volte  il  secondo  numero,  non 
il  tempo  dei  primi  conterrebbe  sei  volte  il  tempo  del  se- 
condo , ma  il  tempo  dei  secondi  conterrebbe  sei  volte  il 
tempo  dei  primi  : quindi  il  numero  dei  primi  lavoranti  di- 
viso pel  numero  dei  secondi  sarebbe  uguale  al  secondo 
tempo  diviso  pel  primo  : ossia  il  quoto  dei  numeri  de’lavo- 
ranli  sarebbe  uguale  al  quoto  dei  corrispondenti  tempi,  ma 
rovesciato. 

VII.  Il  quoto  dei  capitali  per  dare  un  determinato  frutto 
i uguale  al  quoto  inverso  dei  tempi,  in  cui  i capitali  sono  te- 
nuti a frutto.  In  fatti  più  è grande  il  capitale  di  un  altro, 
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e meno  tempo  di  questo  deve  essere  tenuto  a fruito  per 
produrre  lo  stesso  fruttato.  Dopo  ciò  siano  i problemi  : 
Trovare  il  fruttato  di  scudi  1 894  al  5 per  cesto 
all  asso. 

94.  Per  la  proposizione  (II)  chiamando  x il  fruttato  sarà 
x 1894 

— =>  , cioè  il  quoto  dei  due  fruttali  uguaglia  il 

quoto  dei  due  capitali.  L’equazione  si  scioglie  col  (§.81.). 

Trovare  il  capitale , che  dia  us  frutto  di  scudi  89 
AL  4 PER  1 00  ALL  ASSO. 

95.  Avendo  chiamato  x il  capitale  per  la  (II)  sarà 

x 89 

ìoo~  = T ' 

Us  capitale  di  scudi  7 594  is  7 assi  ha  dato  us  cer- 
to FRUTTO , SI  DOMASDA  IL  TEMPO , CHE  DEBBOSO  TESERSl  A 
FRUTTO  SCUDI  17579 yOSDF.  FRUTTISO  LO  STESSO. 

96.  Qui  ci  dobbiamo  servire  della  proposizione  (VII)  : 
dunque  esprimendo  per  x il  tempo  domandato  sarà 

x 7594 

7 “ 17579 

dove  é espresso,  che  il  quoto  dei  capitali  è uguale  al  quoto 
inverso  dei  tempi,  perchè  si  é posto  il  secondo  tempo  di- 
viso pel  primo  non  uguale  al  secondo  capitale  diviso  pel 
primo.,  ma  al  primo  capitale  diviso  pel  secondo. 

Se  57  LAVORASTI  MASSO  FATTO  US  LAVORO  0/179  CASSE j 
quasti  lavorasti  ci  vorrasso  per  casse  1894. 

97.  Per  la  proposizione  (IV)  sarà 

x _ 1894 
57  “ 179 

esprimendo  per  x i lavoranti  del  secondo  lavoro. 
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98.  Si  dice  regola  di  compagnia  il  metodo  per  risolvere 
i problemi,  nei  quali  dandosi  le  somme  contribuite  da  alcuni 
socii,  ed  il  frutto,  che  si  è ricavato  dall’impiego  della  som- 
ma totale,  si  vuol  sapere  ciò,  che  tocca  a ciascun  socio  di 
questo  frutto  in  ragione  di  ciò,  che  ha  contribuito. 

Per  risolvere  questi  problemi  si  faccia  la  somma  delle 
parziali  contribuzioni , allora  si  avrà  la  somma  totale , ed  il 
suo  frutto.  Per  avere  il  frutto  di  ciascun  contribuente  j il  quoto 
incognito  del  suo  frutto  e del  frutto  totale  si  fard  uguale  al 
quoto  del  capitale  del  contribuente  diviso  pel  capitale  totale  3 
perchè  , pel  (II)  principio , il  quoto  dei  frutti  uguaglia 
quello  dei  capitali.  Per  esempio  : Suso  thè  caratasti,  il 

PRIMO  DEI  QUALI  ARRI  A COSTRIBUITO  SCUDI  170,  IL  SECO  S DO 
SCUDI  84,  IL  TERZO  SCUDI  250,  ED  IL  FRUTTATO  DEL  SEGOZIO 
IS  US  ASSO  SIA  DI  SCUDI  289. 

99.  Il  capitale  totale  sarà  scudi  504.  Chiamando  x,  y , z 
i frutti  parziali,  per  trovarli  avremo  l’equazioni 

x 170  »/  84  * 250 

289  = 504  ’ 289  = "504  ’ 289*  = 504" 

Se  poi  si  volesse  al  quarto  per  1 00  all’anno  ha  fruttato  la 
somma  si  stabilirà  l’equazione 

u 100 

289  5=9  504 

ove  u è il  frutto  di  1 00  in  un  anno  essendo  289  il  frutto 
di  504  in  un  anno. 

100.  Si  dice  regola  del  tre  composta  quando  essendo  date 
più  di  tre  quantità  si  domanda  un’incognita,  in  guisa  però., 
che  il  problema  si  possa  ridurre  a quello  della  regola  del 
tre  semplice ; ciò  che  sempre  si  può  fare. 

Sia  per  esempio  il  problema:  Us  capitale  di  scudi  8579 

SI  VUOL  TESERE  A FRUTTO  PER  TRE  ASSI  ALLA  RAGtOSE  DEL  5 
PER  1 00;  SI  DOMASDA  IL  FRUTTO,  CUB  DARa’. 
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101.  So  questo  frutto  si  volesse  in  un  anno.,  invece  di 
3,  è evidente,  che  si  dovrebbe  triplicare  il  capitale,  perchè 
il  capitale  in  tre  anni  è ritenuto  tre  volte  per  produrre  tre 
frutti.  Questo  triplo  di  capitale  è 25737;  quindi  il  proble- 
ma è ridotto  alla  regola  del  tre  semplice.  Si  domanda  il 
fruttato  di  scudi  25737  in  un  anno  al  5 per  cento  all'anno. 
Questo  problema  è espresso  daU’equazione 

• x _ 25737 

~5  ^ 100 

Un  CAPITALE  DI  SCUDI  5742  TEMUTO  A FRUTTO  PER  15 
MESI  MI  HA  DATO  DI  FRUTTATO  SCUDI  857  , SI  DOMANDA  AL 
QUANTO  PER  1 00  ALL  ANSO  HA  FRUTTATO. 

102.  Allìnchè  lo  stesso  frutto  857  provenisse  dal  dato 
capitale  5742  tenuto  a frullo  non  per  15  mesi,  ma  per  un 
mese  si  dovrebbe  ripetere  15  volle,  che  da  86130.  Pari- 
menti  il  fruttato  di  100  in  un  anno,  o in  12  mesi  è il  frut- 
talo 1 00.  1 2 in  un  mese;  il  problema  dunque  è ridotto  cosi 
alia  regola  del  tre  semplice.  Si  domanda  il  frutto  di  1200 
scudi  sapendosi,  che  86130  ha  fruttato  scudi  857  nello  stesso 
tempo.  Questo  problema  è espresso  dall’equazione 

x _ 1200 

857  86130  ’ 

ove  la  x è il  fruttato  di  100  in  un  anno. 

Supposto,  che  un  capitale  di  scudi  843  debba  dare  un 
FRUTTO  DI  SCUDI  403  AL  4 PER  100  ALL  ANNO  , SI  DOMANDA 
QUANTI  ANNI  DBF  E TENERSI  A FRUTTO. 

103.  Se  x è il  numero  di  quest’anni,  secondo  il  problema 
antecedente  843a?  è il  capitale.,  che  in  un  anno  dà  il  frutto 
403  al  4 per  1 00,  dunque  sarà  l’equazione 

84  3x  _ 403^ 

100  — ~4  ’ 
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la  quale  risoluta  (§.  81.)  ci  darà  il  numero  x degli  anni 
domandato. 

Lavoranti  23  in  giorni  13  di  10  ore  di  lavoro  al  gior- 
no CON  UNA  difficolta'  COME  3 HANNO  FATTO  19  CANNE  DI 
LAVORO ; DOMANDO  IL  LAVORO  DI  15  LAVORANTI  LAVORANDO  23 
GIORNI  DI  1 1 ORE  AL  GIORNO  DI  LAVORO,  CON  UNA  DIFFICOLTA' 
COME  2. 

104.  Queste  difficoltà  espresse  da  3 e 2 vogliono  dire,  che 
come  il  3 è una  volta  e mezza  di  2,  così  una  volta  é mezza 
delle  seconde  difficoltà  è la  prima.  Si  riduce  con  facilità 
questo  problema  al  caso  della  regola  del  tre  semplice  : di- 
cendo; se  i lavoranti.,  che  lavorano  13  giorni  per  fare  il 
dato  lavoro.,  si  volesse,  che  Io  facessero  in  un  solo  giorno., 
è evidente,  che  si  dovrebbe  ripetere  13  volte  il  loro  nu- 
mero., perchè  questi  lavoranti  in  13  giorni  in  fondo  è la 
forza  di  questi  lavoranti  ripetuta  13  volte.  Abbiamo  dun- 
que 299  lavoranti,  che  lavorano  un  giorno;  ma  questo  giorno 
è di  10  ore  di  lavoro;  dunque  se  si  volesse,  che  lavorassero 
in  un  ora  i 299  lavoranti  si  dovrebbero  ripetere  1 0 volte. 
Abbiamo  dunque  lavoranti  2990  in  un  ora.  Questi  trovano 
una  difficoltà  come  3.  Ora  il  lavoro  di  1 9 canne  ha  que- 
sta difficoltà,  considerando  dunque  questa  difficoltà  come 
tre  forze  da  vincersi,  e trovandosi  queste  in  ciascuna  delle 
1 9 canne,  saranno  finalmente  1 9.  3 forze  da  vincersi,  ossia 
57  forze. 

Andando  ai  secondi  lavoranti,  c facendo  come  innanzi, 
avremo  3795  lavoranti,  che  lavorano  un’ora.  Se  x esprima 
le  canne  domandate  di  lavoro,  avendo  queste  la  difficoltà  2, 
equivarranno  a forze  2x  da  vincersi.  Dopo  ciò  il  proble- 
ma ridotto  alla  regola  del  tre  semplice  sarà  ; Se  2990 
lavorami  fanno  un  lavoro  di  canne  57.,  qual  lavoro  2r  fa- 
ranno lavoranti  3795  : avremo  dunque 

2x  3795 

57  2990  ' 
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Si  può  risolvere  il  proposto  problema  in  altro  modo, 
che  può  servire  in  tatti  i casi  della  regola  del  tre  com- 
posta ; ed  é poi  bene  di  avvezzarsi  a vedere  iu  più  modi 
le  soluzioni  degli  stessi  problemi. 

105.  Si  supponga,  che  i giorni,  le  ore  di  lavoro  c la 
difficoltà  dei  secondi  lavoranti  siano  gli  stessi  dei  primi;  al- 
lora il  problema  sarà:  Se  23  lavoranti  fanno  19  canne  di 
lavoro , qual  sarà  il  lavoro  dx  15  lavoranti.  Avremo 


x 15 
19  “ 23  ’ 


ed 


x 


15  . 19 
~ 23~ 


Qucsto  è un  lavoro  dei  secondi  lavoranti  lavorando  come 
i primi,  cioè  1 3 giorni  : dunque  si  può  porre  il  problema. 
15.19 

Se  — — — è il  lavoro  fatto  dai  secondi  lavoranti  in  1 3 gior- 
ni, qual  sarà  il  lavoro , che  faranno  in  23  giorni;  avremo 
dunque 


V ’ 


15  . 19 
23 


23 
13  ’ 


cd  y 


15.  19.  23 
T3  . 23 


Ala  questo  ó il  lavoro  dei  secondi  lavoranti  lavorando  co- 
me i primi  10  ore  al  giorno  : duuque  diremo:  Sei  secondi 


lavoranti  lavorando  10  ore  al  giorno  fanno  il  lavoro 


15. 19.  23 
13.23  ’ 


qual  lavoro  faranno  lavorando  1 1 ore  al  giorno  : dunque 


15.19.23  11  , 15.19.23.11 

v : = — , ed  v = : 

y 13.23  10’  y 13.23.10 


Ala  questo  lavoro  incontra  la  difficoltà  3 dei  primi  lavo- 
ranti : dunque  diremo  : Se  incontrando  la  difficoltà  3 si  fa 


dai  secondi  lavoranti  un  lavoro 


15.  19.  23.  11 
13.  23.  10  ’ 


qual  lavoro 
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si  farà  incontrando  la  difficoltà  2.  Si  avverta,  che  il  quoto 
dei  lavori  deve  essere  uguale  al  quoto  rovesciato  delle  dif- 
ficoltà, perchè  se  una  difficoltà  per  es.  è quintupla  d’  uà’ 
altra,  si  farà  meno  lavoro,  che  sarà  il  quinto  del  secondo 
lavoro  corrispondente  alla  seconda  difficoltà  : sarà  dunque 

15.  19.  23.  Il  3 , 15.  19.23.  11.  3 

u : ■ ■ — — = — 4 ed  u = . 

13.  23.  10  2 13.  23.  10.  2 

ossia 

216315 

x = — , 

5980  ’ 

c difatti  nella  soluzione  antecedente  (§.  104.)  avevamo 

2x  3795 
57  ^ 2990  ’ 

dalla  quale  (§.  81.) 

3795.57  246315 

x , O X = - . 

2990 . 2 5980 


Questi  problemi  di  società  si  risolvono  con  altro  metodo, 
che  è il  metodo  delle  proporzioni.  Sviluppiamolo. 

106.  Il  quoto  di  due  quantità  si  dice  ragione,  o rapporto 


geometrico  delle  quantità  stesse  / così 


il  quoto  — è la  ragio- 


ne, o rapporto  geometrico  fra  2 e 3 : così  anche  il  quoto 
dei  valori  delle  merci , delti  prezzi  , dei  lavori  diccsi  la 
ragione,  o il  rapporto  geometrico  delle  merci,  dei  prezzi, 
dei  lavori.  L'uguaglianza  di  due  quoti , o di  due  ragioni  si 
dice  proporzione  geometrica , e le  quattro  quantità.,  che  for- 
mano i due  quoti  uguali  si  dicono  essere  in  proporzione 
geometrica  : cosi  il  2 al  6 avendo  lo  stesso  rapporto  del 
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4 al  12,  questi  quattro  numeri  sono  in  proporzione  geometri- 

2 4 

ca,  che  si  esprime  coll’uguaglianza  di  divisioni  — - = —,  o 

6 12 

6 4. 

— «=  — . Più  comunemente  coll  altro  segno  della  divi- 
2 12 

sione  si  scrive  2:6  = 4:12,  e si  legge  due  sta  a sei , 
come  quattro  sta  a dodici , che  vuol  dire  , che  il  2 entra 
nel  6 tante  volte  quante  il  4 entra  nel  12.  I numeri  pri- 
mo, e quarto  si  dicono  termini  estremi , o estremi  della  pro- 
porzione; i termini  secondo  e terzo  si  dicono  termini  medii, 

0 medii  della  proporzione.  Nel  nostro  caso  i numeri  2,  12 
sono  gli  estremi,  il  6 e 4 sono  i medii.  il  2 si  dice  ante- 
cedente della  prima  ragione , e 6 conseguente  della  prima  ra- 
gione. Dei  due  termini  4 , 12  il  primo  si  dice  antecedente 
della  seconda  ragione , e l’altro  conseguente  della  seconda  ra- 
gione. 

107.  Nella  proporzione  il  prodotto  degli  estremi  è uguale  al 
prodotto  dei  medii.  Infatti  il  primo  diviso  pel  secondo  numero 
é uguale  al  terzo  diviso  pei  quarto.  Ora  se  le  due  frazioni 
uguali  si  riducono  allo  stesso  denominatore  riescono  (§.85.) 

1 numeratori  uguali  : ma  é evidente,  che  nella  riduzione 
delle  due  frazioni  alio  stesso  denominatore  riesce  per  nu- 
meratore del  primo  membro  il  prodotto  del  numeratore 
della  prima  frazione  pel  denominatore  della  seconda,  o il 
prodotto  del  primo  termine  della  proporzione  pel  quarto, 
o il  prodotto  degli  estremi  della  proporzione  ; e per  nu- 
meratore del  secondo  membro  viene  il  prodotto  del  nu- 
meratore della  seconda  frazione  pel  denominatore  della  pri- 
ma, o il  prodotto  del  terzo  termine  della  proporzione  pel 
secondo,  o finalmente  il  prodotto  dei  medii  della  propor- 
zione stessa  : dunque  in  questa  il  prodotto  degli  estremi  è 
uguale  al  prodotto  dei  medii. 

Ciò  si  vede  nella  proporzione  2 : 6=4  : 1 2,  che  é la  stessa 
2 4 

che  — - = — . Riducendo  le  due  frazioni  allo  stesso  de- 
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nominatore,  il  primo  numeratore  è 2 . 12,  ed  il  secondo  4.  6; 
il  primo  è il  prodotto  degli  estremi,  l’altro  dei  medii,  ed 
intanto  questi  numeratori  debbono  essere  uguali  (§.  85.), 
come  lo  sono  di  fatto. 

108.  Se  una  espressione  ha  i due  termini  medii  ngualisi 
dice  proporzione  continuaj  ed  il  termine  comune  si  dice  me- 
dio proporzionale  dei  due  estremi.  Se  si  ha  la  proporzione 
5:15  = 1 5 : 45  questa  è proporzione  continua,  ed  il  15 
si  dice  medio  proporzionale  di  5,  e 45. 

109.  In  una  proporzione  se  è incognito  un  estremo  esso 
i uguale  al  prodotto  dei  medii  diviso  per  l'altro  estremo;  ed  un 
medio  incognito  è uguale  al  prodotto  degli  estremi  diviso  per 
l'altro  medio. 

Sia  x:  7 = 5 : 20  sarà  (§.  107.) 

7 . 5 

20  x = 7.  5 , cd  x = , 

20 

che  é il  primo  teorema.  Se  poi  3 : x = 6 : 9 avremo 


6x  = 3.  9 , cd  x 


3.9 
6 ' 


secondo  teorema. 

1 1 0.  Ciò  posto,  nei  problemi,  che  occorrono  comunemente 
nella  società,  essendo  per  es.  il  quoto  delle  merci  uguale  al 
quoto  dei  loro  prezzi,  le  merci  si  diranno  essere  in  propor- 
zione coi  loro  prezzi.  Cosi  i lavoranti  saranno  in  propor- 
zione coi  lavori  respettivi,  o proporzionali  ai  lavori  respet- 
tivi., c cosi  degli  altri  casi. 

111.  Quando  due  quantità  di  una  specie,  per  esempio  due 
capitali,  fra  loro  cresceranno,  o decresceranno  come  due  al- 
tre grandezze  della  stessa  specie  , c loro  corrispondenti , 
come  i fruitati  dei  detti  capitali , allora  si  dirà  , che  le 
due  prime  quantità  sono  in  ragione  diretta  delle  due  al- 
tre. Così  nel  nostro  caso  i capitali  sono  in  ragione  di- 
retta dei  loro  fruttati;  c ciò  perchè  il  quoto  dei  capitali 
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uguaglia  il  quoto  dei  loro  frutti  respcttivi , e nella  pro- 
porzione tra  i due  capitali,  ed  i loro  frutti  l’antecedente 
della  prima  ragione  essendo  un  capitale,  l’antecedente  della 
seconda  ragione  sarà  il  suo  frutto;  cosi  al  conseguente  della 
prima  ragione,  che  è il  secondo  capitale,  corrisponderà  il 
suo  frutto  come  conseguente  della  seconda  ragione. 

112.  Se  poi  due  grandezze  di  una  stessa  specie  siano  tali, 
che  al  crescere  per  esempio  della  prima  rispetto  la  seconda, 
di  due  altre  grandezze  della  stessa  specie  loro  corrispondenti 
la  prima  decresca  rispetto  la  seconda,  allora  le  due  prime 
grandezze  si  dicono  essere  in  ragione  inversa  delle  due  altre. 
Per  esempio  i capitali  sono  in  ragione  inversa  dei  tempi,  nei 
quali  debbono  rimanere  a frutto  per  dare  lo  stesso  frutto, 
perché  se  il  primo  capitale  sia  per  esempio  triplo  del  secon- 
do, deve  rimanere  a frutto  il  terzo  del  tempo,  che  vi  sta 
il  secondo  capitale  per  dare  lo  stesso  frutto.  Si  dicono  poi 
i due  capitali  in  ragione  inversa  dei  loro  tempi,  perche  si 
deve  (tj.  93,  VII)  uguagliare  il  quoto  dei  primi  al  quoto  ro- 
vesciato dei  secondi.  In  questo  caso  dunque  si  debbono  in- 
verlere  i due  secondi  termini  della  proporzione,  e dire  il 
primo  capitale  sta  al  secondo  come  il  tempo  del  secondo 
sta  al  tempo  del  primo. 

Dopo  queste  riflessioni  risolviamo  colle  proporzioni  i 
problemi  di  società  della  regola  dei  tre  semplice,  e com- 
posta risoluti  di  sopra  per  esercizio  delle  operazioni  arit- 
metiche (§.  61,  62  ...  71.). 

Si  FOtìUA  DETERMINARE  AL  QUANTO  PER  100  HA  FRUT- 
TATO UNA  SOMMA  DI  SCUDI  456  AFENDO  DATO  UH  FRUTTO  DI 
SCUDI  23. 

1 1 3.  Essendo  i capitali  in  ragione  diretta  dei  loro  frutti 
faremo  la  proporzione 

23  . 100 

456  : 100  cs  23  : x ed  x = — . 

456 

✓ 

Se  scudi  179  sono  stati  tenuti  a frutto  per  anni  23, 

5 
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ONDE  DARE  US  FRUTTATO,  QUA  STI  ANNI  SI  POTRANNO  TENERE 
A FRUTTO  SCUDI  2574  TER  DARE  LO  STESSO  FRUTTATO. 

1 capitali  (§.  1 1 2.)  sono  in  ragione  inversa  dei  tempi, 
che  sono  tenuti  a frutto  per  dare  lo  stesso  frutto  : dun- 
que nella  proporzione  del  nostro  problema  si  dovranno  in- 
vertcrc  i due  secondi  termini,  ed  avremo 


179  : 2574  = x : 23  , ed  x 


23  . 179 
2571 


114.  Due  numeri  di  misure,  di  pesi,  di  monde  per 
equivalere  l’uno  all’altro  sono  in  ragione  inversa  dei  va- 
lori delle  loro  unità.  Supponiamo  infatti,  che  per  cs.  una 
moneta  in  valore  sia  triplo  di  un’altra  moneta.,  il  numero 
della  prima  per  equivalere  ad  un  numero  della  seconda  do- 
vrà essere  il  terzo  di  questo,  perchè  tanto  è più  grande  la 
prima  moneta  della  seconda,  e altrettanto  minor  numero 
della  prima  ci  vorrà  per  uguagliare  il  numero  della  se- 
conda. Dopo  ciò  siano  i problemi. 

Il  PALMO  DI  PASSETTO  ROMANO  È AL  PALMO  MERCANTILE  RO~ 

mano  prossimamente  come  4016  a 4476  : domando  quanti 

PALMI  MERCANTILI  FARANNO  PALMI  173  DI  PASSETTO. 

Porremo  la  proporzione 

. 173.4016 

4476  : 401 6 = 1 73  : x ed  x = . 

4476 


La  moneta  d'argento  di  cinque  franchi  è alla  piastra 
romana  nella  ragione  di  23  a 25;  domando  piastre  179 

QUANTE  MONETE  DI  CINQUE  FRANCHI  DARANNO. 

Porremo  23  : 25  = 179  : x 


1 1 5.  Nei  problemi  della  regola  di  compagnia  (§.  93.) 
il  quoto  del  frutto  di  ciascuna  somma  dei  contribuenti  di- 
viso pel  frutto  totale  dovendo  essere  uguale  al  quoto  di 
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ciascuna  somma  dirisa  per  la  somma  totale  , risolvendo 
questi  problemi  colle  proporzioni  si  dirà  (§.  106.)  il  frutto 
di  una  somma  parziale  sta  al  frutto  totale  come  la  somma 
parziale  sta  alla  somma  totale.  Diamo  dopo  ciò  problemi 
di  regola  composta  di  compagnia. 

Si  sono  uniti  tue  neoozi  isti,  il  piu  no  ha  dato  scudi 
200  per  3 annIj  l'altro  scudi  1 7 per  1 5 mesi,  ed  il  ter- 
zo SCUDI  59  PER  13  MESI  E 25  GIORNI è DAL  NEGOZIATO  SI 
È RICALATO  UN  FRUTTO  DI  SCUDI  759  ' SI  DOMANDA  QUANTO  DE- 
FE  AFERE  CIASCUNO  IN  RAGIONE  DELLA  SOMMA  POSTA  , E DEL 
TEMPO , CHE  L'HA  TENUTA  A FRUTTO . 

1 1 6.  £ necessario  di  ridurre  tutti  i tempi  a giorni.  Ora 
il  primo.,  che  deve  avere  il  fruttato  di  200  scudi  in  tre 
anni  dovrebbe  avere  lo  stesso  fruttato  in  un  giorno  se  po- 
nesse la  somma  200 . 1095,  o la  somma  219000.  Il  secondo 
dovrebbe  porre  la  somma  di  scudi'  17.  450,  o scudi  7650 
in  un  giorno  per  avere  il  frutto  di  scudi  17  in  15  mesi, 
li  terzo  ha  il  suo  frutto  col  porre  in  un  giorno  scudi 
59.415,0  scudi  24485.  Ora  si  sommeranno  i tre  capitali 
trovati,  e si  dirà  (§.  105.):  capitale  totale  sta  a ciascun  capitale 
parziale  trovato , come  il  frutto  totale  al  frutto  parziale.  E 
cosi  con  tre  proporzioni  si  troveranno  i tre  fruttati. 

Si  sono  supposti  tatti  gli  anni  di  365  giorni,  ed  i mesi 
di  30  giorni. 

Tre  si  posero  in  società * per  3 anni,  il  primo  pose 

SCUDI  1 20,  MA  DOPO  7 MESI  TOLSE  50.  IL  SECONDO  POSE  SCU- 
DI 300  , E DOPO  1 1 MESI  LEFÒ  SCUDI  1 00.  IL  TERZO  POSE 
SCUDI  112,  MA  DOPO  1 5 MESI  TOLSE  60.  IL  FRUTTATO  DEL  NE- 
GOZIATO il  STATO  SCUDI  380.  SI  DOMANDA  QUANTO  NE  TOCCA 
A CIASCUNO. 

117.  Il  primo  tenne  a frutto  scudi  120  per  7 mesi: 
dunque  pose  un  capitale  120.  7 o 840  in  un  mese.  Tolse 
50  da  120  e gli  rimasero  scudi  70  a fruttare  nei  mesi  36-7, 
o 29  : dunque  il  capitale  70  fruttò  in  29  mesi,  come  scudi 
70.  29  ossia  scudi  2030  fruttano  io  un  mese.  Sommando 


68 

questo  con  scadi  840  avremo,  che  il  primo  pose  a frutto 
scudi  2870  iu  un  mese.  Lo  stesso  si  faccia  per  gli  altri 
due,  ed  avremo  tre  capitali  parziali,  dai  quali  ricaveremo 
il  capitale  totale.  Avendo  poi  il  frutto  totale,  si  faranno  le 
proporzioni  come  nella  regola  semplice  di  compagnia  (§.  1 1 5.). 

Due  si  u. vinoso  in  società  per  3 anni,  il  primo  dette 
SCUDI  1 000,  E DOPO  16  mesi  LEVO  200  SCUDI , MA  DOPO  6 
MESI  POSE  SCUDI  70.  IL  SECONDO  DETTE  SCUDI  60;  DOPO  11 
MESI  AGGIUNSE  SCUDI  40  : MA  DOPO  1 3 MESI  TOLSE  SCUDI  30. 
ADENDOSI  avuto  DAL  NEGOZIATO  SCUDI  380,  SI  domanda  QUANTO 
DEVE  AVERE  CIASCUNO  DI  QUESTO  FRUTTO. 

118.  Il  primo  pose  a frutto  scudi  1 000.  1 6,  o 1 6000 
in  un  mese.  Avendo  levati  200  li  800  restanti  furono  po- 
sti a fruito  per  6 mesi;  dunque  pose  a frutto  4800  scudi 
in  un  mese.  Ponendo  dopo  sei  mesi  scudi  7 0 cogli  800  da- 
ranno scudi  870,  i quali  tenendosi  a frutto  per  14  mesi, 
per  avere  il  frutto  in  un  mese  si  dovrà  impiegare  la  som- 
ma di  scudi  12180.  Raccogliendo  le  tre  somme  il  primo 
impiega  in  un  mese  scudi  32980.  Si  troverà,  che  il  secondo 
nello  stesso  tempo  d’un  mese  impiegherà  scudi  2380.  Adesso 
il  problema  è ridotto  alla  regola  semplice  di  compagnia. 

1 1 9.  Alla  regola  di  compagnia  si  riducono  i problemi 
di  dividere  una  somma  in  parti,  che  abbiano  tra  loro  il 
rapporto  di  dati  numeri.  Si  proponga 

Dividere  scudi  1 300  tra  quattro  persone  in  guisa 

CHE  LA  SECONDA  ABBIA  IL  TRIPLO  DELLA  PRIMA J CHE  LA  TERZA 
ABBIA  TANTO  QUANTO  LA  PRIMA , E LA  SECONDA ; E CHE  LA  QUARTA 
ABBIA  IL  DOPPIO  DELLA  PRIMA  E DELLA  TERZA  INSIEME. 

Se  sia  1 la  parte  della  prima,  quella  della  seconda  sarà 
3,  quella  della  terza  sarà  4,  e la  quarta  avrà  10.  Si  som- 
mino queste  parli,  ed  avremo  18.  É evidente,  che  quello, 
che  é ciascuna  delle  parti,  1,3,  4,  10  rispetto  il  totale  18, 
dovrà  essere  ogni  rcal  parte  delle  quattro  persone  del  pro- 
blema rispetto  la  data  somma  1300.  Avremo  dunque  le 
proporzioni 
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18  : 1 = 1300  : x 
18  : 3 = 1300  : y 
18:4  = 1300  : z 
18:10  = 1300  : u 


È stata  lasciata  un  eredità'  di  scudi  10070  a tre 


1 


1 


PERSOLE  IN  GUISA,  CHE  LA  PRIMA  NE  ABBIA  — , LA  SECONDA  , 

1 2 4 

LA  TERZA  I SI  DOMANDANO  LE  TRE  PjKTI. 

3 

120.  Le  tre  frazioni  ridotte  alio  stesso  denominatore 

6 3 4 , , 13  _ 

sono  — , , — , e la  loro  somma  è — . Ora  è cvi- 

12  12  12  12 

6 3 4 

dente.,  che  il  rapporto  delle  tre  frazioni  — , — , — al 

12  12  12 


totale  — ó il  rapporto  delie  tre  parti  del  problema  al  tut- 

to  10070;  ma  i rapporti,  o quoti  di  frazioni  dello  stesso 
denominatore  ó quello  dei  numeratori  (§.  44.)  : dunque  i 
rapporti  dei  numeri  6,  3,  4 al  1 3 saranno  i rapporti  delle 
parti  domandate  all’eredità  : avremo  dunque  le  proporzioni 


13  : 6 = 10070  : x 
13:3=  10070  : y 
13  : 4 = 10070  : s 

Un  TALE  da’  AD  UN  ALTRO  UN  CAPITALE  DI  SCUDI  1749  A PAT- 
TO, CHE  GLI  FRUTTI  IL  5 PER  1 00  ALL  ASSO',  SI  DOMASDA  QUAL 

somma  tra  capitale  e frutto  dovrà'  ricevere  il  primo  dal 

SECONDO  ALLA  FISE  DELL  ANNO. 

121.  È certo,  che  se  il  primo  avesse  dato  al  secondo 
100  scudi  alla  fine  deU’anno  tra  capitale  e frutto  dovrebbe 
riscuotere  106  scudi:  potremo  dunque  stabilire  la  propor- 
zione : 

1749.106 

100:  106  = 1749  : z , ed  a:  = — — — , 
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deve  dunque  ricevere  1853.,  94  : dunque  ha  guadagnato 
scudi  104.94.  Per  vedere,  che  questo  fruito  é giusto  ba- 
sterà istituire  la  proporzione 

100  : 6 «=  1749  : x ed  x=  104.94. 

IJy  talk  da'  ad  uh  altro  la  somma  di  scudi  143  per  28 
mesi , coy  patto  che  gli  erutti  alla  rag  io y e del  6 per  100 
all  Ay y o : si  domahda  qual  somma  dovrà'  rjpresdere  fra  ca- 
pitale e frutto  dopo  il  dato  tempo. 

122.  Li  100  scudi  dando  il  fruttato  6 in  un  anno  lo 
daranno  in  un  mese  se  diventeranno  100.  12,  o scudi  1200. 
Cosi  ancora  moltiplicando  il  capitale  143  per  28  il  risul- 
tamento  4004  sarà  il  capitale,  che  dà  il  frutto  in  un  me- 
se : dunque  porremo  il  problema.  Se  scudi  1200  dopo  un 
mese  danno  un  fruito  6,  qual  fruito  daranno  dopo  lo  stesso 
tempo  scudi  4004  ? Porremo  dunque 

6 . 4004 

1 200  : 6 = 4004  : x ed  x = = 20,  02  , 

1200 

Dunque  il  frutto  è stato  di  scudi  20,  02.  Dunque  dovrà 
prendere  tra  capitale  e frutti  scudi  163.  02. 

Uy  talk  deve  ad  uy  altro  scudi  1 34  dopo  uh'  ah  ho. 

ORA  IL  SECOHDO  DICE  AL  PRIMO , CHE  SE  ORA  GLI  PAGA  IL  DE- 
BITO GLI  FA  UN  RIBASSO,  O COME  SI  DICE  GLI  Da'  UHO  SCOSTO 
DEL  4 PER  100  ALL  AH  HO.  COSTESTASDOSI  DI  CIÒ  IL  PRIMO 
QUA  .STO  DEVE  DARE  AL  SECOHDO. 

123.  Qui  si  vede,  che  se  alla  fine  dell'anno  dovesse  dare 
104,  ora  deve  100:  dunque  si  farà  la  proporzione 

13400 

104  : 100  = 134  : x ed  x = — — . 

104 

Uh  tale  deve  ad  uh  altro  scudi  129  dopo  35  mesi  s 

ORA  SE  PAGA  ADESSO  IL  SUO  DEBITO  IL  SECOHDO  OFFRE  AL  PRI- 
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MO  IO  SCONTO  DEL  3 PER  100  ALl'  ANNO;  SI  DOMANDA  QUANTO 
ORA  OSTE  PAGARE  IL  PRIMO. 

1 24.  Si  dirà.  Se  3 è il  fruttato  di  1 00  in  un  anno  o 1 2 
mesi  qual  sarà  il  suo  frullato  in  35  mesi.  Porremo  dunque 
la  proporzione 

, 3.35  35 

12  : 3 «=35  :x  ed  x=—~  = — = 8.  75. 

1 2 4 

Dunque  scudi  100  dopo  35  mesi  sono  tra  capitale,  c frutto 
scudi  1 08.  75  : dunque  se  il  primo  dovesse  al  secondo  do- 
po 35  mesi  scudi  108.  75  secondo  il  patto,  ora  dovrebbe 
scudi  100:  dunque  (§.  121.) 

. 12900 

100:108.75=x:129,  ed  x=1(^p^;~1  18,62  prossimamente. 

125.  I problemi  risoluti  nel  (§.  121,  122.)  sono  proble- 
mi detti  in  società,  quesiti  di  merito , o di  meritare  : i pro- 
blemi risoluti  nel  (§.  123,  124.)  si  dicono  quesiti  di  scon- 
tare, o di  sconto.  Si  vede  poi  chiaro  , che  i secondi  sono 
inversi  dei  primi;  perché  nei  primi  da  una  somma  attuale 
si  vuol  ricavare  la  somma,  che  si  deve  ricevere  dopo  un 
dato  tempo,  che  é la  prima  piu  il  frutto  del  dato  tempo; 
negli  altri  da  una  somma,  che  si  deve  pagare  dopo  un  dato 
tempo  si  vuole  la  somma  attuale,  che  si  deve  dare,  che  é 
la  prima  diminuita  dei  frutti  del  tempo  dell’anticipazione 
del  pagamento. 

1 26.  Si  vede  poi  chiaro,  che  il  problema  di  sconto  può 
servire  di  prova  al  problema  di  merito,  e viceversa.  Per- 
ché se  nel  problema  di  merito  si  scambia  la  sorte  attuale 
nella  sorte  dopo  un  dato  tempo,  e viceversa,  si  domanda 
allora  non  cosa  diventa  una  somma  attuale  dopo  un  dato 
tempo  , ma  viceversa  cosa  è attualmente  una  somma  che 
sarà  tale  quale  ora  si  assegna  dopo  un  dato  tempo;  io  che 
é problema  di  sconto.  Allo  stesso  modo  nei  problemi  di 
sconto  se  la  somma  pagabile  dopo  un  dato  tempo  si  dico 
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quella,  che  diviene  la  somma  attuale  messa  a fratto  nello 
stesso  tempo  avremo  il  problema  di  merito. 

Per  esempio  se  ti  vuol  sapere  cosa  sarà  la  sorte  ed  il 
frutto  di  una  somma  di  scudi  7 3 dopo  un  anno  fruttando  alla 
ragione  del  5 per  1 00.,  porremo 

100  : 105  73  : x e troveremo  scudi  x=  76,65. 

Adesso  si  dica  : dovendosi  dopo  un  anno  una  somma  di 
scudi  76.  65,  domando  cosa  si  deve  ora  avendo  uno  sconto 
del  5 per  100.  Porremo  io  tal  caso 

7665 

1 05  : 1 00  = 76.  65  : x , ed  x = «=  73  . 

105 

127.  In  una  parola  se  il  frutto  di  100  è 5 nella  re- 
gola di  meritare  ponendo  la  ragione  100  : 105  nell’altra  ra- 
gione della  proporzione  faremo  corrispondere  al  100  la 
somma  attuale  data,  ed  al  105  la  somma  incognita,  che  di- 
venta dopo  un  anno.  Al  contrario  nella  regola  di  sconto 
posto  5 lo  sconto  di  un  anno.,  e scritta  la  stessa  ragione 
100  : 105,  nell'altra  ragione  della  proporzione  faremo  cor- 
rispondere al  100  la  somma  attuale  incognita,  ed  al  105 
la  somma  data,  che  deve  essere  tale  dopo  un  anno. 

Lo  stesso  si  dica  nelle  due  specie  di  problemi  se  la 
somma  è data  a fruttare  in  più  d’uu  anno,  o si  deve  scon- 
tare anteriormente  a più  d’un  anuo. 

LaFORANTI  7 LAVORANDO  6 GIORNI  DI  8 ORE  DI  LAVORO  AL 
GIORNO  HANNO  FATTO  UNO  SCAFO  DI  PAUSI  73:  SI  DOMANDA- 
NO / PALM!  SCAFATI  DA  1 3 LAF ORANTI  LAVORANDO  1 1 GIORNI  DI 
7 ORE  DI  LAFORO. 

1 28.  Supponiamo,  che  i giorni  c le  ore  dei  secondi  la- 
voranti siano  gli  stessi  dei  primi,  allora  diremo:  se  7 la- 
voranti in  6 giorni  hanno  fatto  uno  scavo  di  palmi  73  , 
domando  il  lavoro  di  1 3 lavoranti  nelli  stessi  giorni  ; avre. 
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mo  dunque  per  la  ragione  diretta  dei  lavoranti  ai  lavori 

, 13.73 

7: 13  = 73:  .r,  ed  x = 

7 

Adesso  diremo  se  in  6 giorni  si  fa  un  lavoro 

qual  lavoro  si  farà  in  1 1 giorni.  I lavori  sono  in  ragione 
diretta  dcj  giorni,  perché  più  giorni,  più  lavoro,  c vice- 
versa : dunque 


13.73  , 13.73  . 1 1 

_ ■ — : x = 6 : 1 1 , ed  x = 

7 * 7.6 


c questo  sarà  il  lavoro  di  1 3 lavoranti  lavorando  1 1 gior- 
ni, ma  di  ore  8 di  lavoro  : dunque  si  può  proporre  il  pro- 
1 3.  73. 1 1 

blcma:  se  al  lavoro  — ~ — - — corrispondono  8 ore  di  la- 
voro, qual  lavoro  si  farà,  che  corrisponda  a 7 ore. 

Qui  pure  i lavori  sono  in  ragione  diretta  delle  ore  , 
avremo  dunque 


13.  73.  11 
7 . 6 


: x = 8 


7, 


ed 


13.  73.  11.  7 

X 

7.  6.  8 


Lavoranti  1 2 zar  4 giorni } di  7 ore  di  lavoro  con  una 
difficoltà'  COME  5 HANNO  LAVORATO  CANNE  25  : DOMANDO  / 
GIORNI  DI  LAVORO  PER  FARSI  CANNE  45  DA  73  LAVORANTI  LA- 
VORANDO 9 ORE  AL  GIORNO J 'B  TROVANDO  UNA  DIFFICOLTA'  co- 
lf E 1 1 . Ti 

129.  Per  i secondi  lavoranti  sia  tutto  come  i primi. 
Allora  avremo  il  problema.  Se  per  lavoranti  1 2 si  richieg- 
gono 4 giorni,  quanti  giorni  si  richiederanno  per  73  la- 
voranti. Qui  i giorni  sono  in  ragione  inversa  dei  lavoran- 
ti, perché  più  lavoranti,  e meno  giorni  si  richieggono  per 
fare  un  dato  lavoro,  c viceversa  ; dunque  sarà 

, 12.4 

12:73=  x:  4,  ed  x— 

73 
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Questi  sono  i giorni  dei  secondi  lavoranti,  ma  lavorando 
7 ore  al  giorno,  che  sono  le  ore  dei  primi.  Si  deve  dun- 
que trovare  il  numero  dei  giorni  lavorando  9 ore  al  gior- 
no. Ora  li  giorni  di  lavoro  sono  in  ragione  inversa  dalle 
ore  di  lavoro  giornaliero  , perchè  più  ore  si  lavorano  al 
giorno,  e meno  giorni  si  richieggono;  sarà  dunque: 


12.4 

73 


x 


9:7,  ed 


12.4.  7 . 
73  . 9 


Questi  giorni  sono  per  un  lavoro,  che  incontra  la  difficol- 
tà 5 dei  primi  : si  debbono  dunque  trovare  i giorni,  che 
corrisponderanno  alla  difficoltà  11  dei  secondi. Ora  le  diffi- 
coltà sono  in  ragione  diretta  de'tcmpi  , perchè  più  diffi- 
coltà richiede  più  tempo,  e viceversa;  avremo  dunque 


12.4.7 
73 .9 


: x = 5 : 11 


x => 


12.4.7.11 
73  .9  . 5 


Questi  giorni  sono  pel  lavoro  dei  primi  di  25  canne,  dun- 
que si  debbono  trovare  i giorni  per  le  canne  45.  Ora  i 
lavori  sono  come  i tempi,  dunque 


12.4.7.11 
73  .9  . 5 


: as  = 25  : 45 


ed 


12.  4.  7. 11.  45 
73.  9.  5.  25 


1 30.  Questi  sono  metodi  ragionati  per  risolvere  i pro- 
blemi della  regola  del  tre  composta  : ecco  poi  il  metodo 
pratico  generale  per  consimili  problemi. 
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pai.  pai.  lav.  lav. 
x , 73  , 13,  7 

gio.  gio. 

1 1 6 

ore  ore 

7 8 

PROBLEMA  SECONDO  (§.  129.) 

gio.  gio.  lav.  lav. 

x , 4 , 73  , 12 

can.  cau. 

45  25 

ore  ore 

9 7 

din.  ditr. 

11  5 


131.  Si  scrivono,  come  qui  sopra , tana  dopo  V altra 
le  quantità j che  si  domanda , e la  corrispondente  quantità  co- 
gnita, come  sono  i palmi  nel  primo  problema,  ed  i giorni  di 
lavoro  nel  secondo.  Si  serba  poi  una  colonna  delle  quantità  cor- 
rispondenti alt  incognita  coinè  sono  nel  primo  problema  i lace- 
rantij i giorni  e le  ore  di  lavoro , e poi  un  altra  colonna 
delle  quantità  analoghe, corrispondenti  alla  cognita.  Si  osservi- 
no le  quantità  delle  due  colonne  se  sono  in  ragione  diretta  o 
inversa  delle  quantità  incognita  e cognita  corrispondenti.  Se 
siano  in  ragione  diretta,  come  nel  primo  problema,  si  farà  la 
proporzione , f incognita  sta  alla  cognita  come  il  prodotto  di 
tutte  le  quantità  delta  prima  colonna  sta  al  prodotto  di  quelle 
della  seconda. 
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Così  nel  primo  problema  stabiliremo 

. 73  . 13 . 11  . 7 

x : 73  «=.  1 3 . 1 1 . 7 : 7.  6.  8 , ed  x — ----- — 


risultamenlo  concorde  con  quello  avuto  dal  ragionamen- 
to (§.  128.). 

1 32.  Se  poi  nelle  due  colonne  vi  siano  quantità  in  ragione 
inversa  dell' incognita,  e cognita  corrispondenti,  si  scriverà  la 
proporzione.  L'incognita  sta  alla  cognita , come  il  prodotto  di 
tutte  le  quantità  in  ragione  diretta  della  prima  colonna  mol- 
tiplicalo per  tutte  le  quantità  in  ragione  inversa  della  seconda 
colonna , sta  al  prodotto  di  tutte  le  quantità  in  ragione  diretta 
della  seconda  colonna  moltiplicato  per  tutte  le  quantità  in  ra- 
gione inversa  della  prima  colonna.  Per  esempio  nel  secondo 
problema  le  quantità  in  ragione  diretta  dei  giorni  di  la- 
voro sono  le  canne  e le  difficoltà  del  lavoro,  e quelle,  che 
sono  in  ragione  inversa,  sono  gli  opcraj  e le  ore  di  lavo- 
ro : dunque  si  farà  la  proporzione 

c.  di  lav.  or.  c.  d.  lav.  or. 
x : 4 = 45  . 11  . 12 . 7 : 25 . 5 . 73 . 9 , 


d'onde 


4 . 45  . 11  .12.7 
* “ 25  . 5 . 73  . 9 

che  è lo  stesso  risultamenlo  del  secondo  problema  risoluto 
con  ragionamento  (§.  129.). 


Scudi  789  posti  a frutto  per  17  mesi  ha  suo  fruttato 
SCUDI  139,  DOMANDO  AL  QUANTO  PER  100  AlC  ANNO  HANNO 
FRUTTATO. 

133.  Si  faccia  il  prospetto  (§.  131.) 


frut. 

frut. 

cap. 

cap. 

*> 

139, 

100  , 

789 

mesi 

mesi 

12  , 

17 
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I frutti  sono  in  ragione  diretta  dei  capitali,  e del  tempo: 
dunque  (§.  131.) 

x : 139  = 100.  12  : 7 89. 17. 

Si  domanda  il  capitale  per  dare  un  frutto  dì  scudi 
300  IN  8 ANNI  ALIA  RAGIONE  DEL  5 PER  100  AIl'àNNO. 

134.  Qui  il  prospetto  é 

cap.  cap.  fra.  fru. 

x , 100  , 300  , 5 

an.  an. 

8 , 1 

I capitali  sono  in  ragione  diretta  dei  frutti  (§.  111.),  ed 
inversa  dei  tempi  (§.  1 1 2.),  dunque  (§.  1 32.) 

x:  100  = 300.  1 : 5.  8. 

135.  Supponiamo  ora,  che  nel  problema,  che  pone  la 
relazione  tra  il  capitale,  il  suo  fruttato,  ed  il  fruttato  di  un 
capitale  100,  capitale,  che  si  fissa  comunemente  nella  so- 
cietà per  norma  legale  dei  frutti,  invece  dei  numeri  si  fis- 
sassero simboli  generali  senza  stabilire  alcun  particolare 
valore.  Supponiamo,  che  il  capitale  si  esprimesse  per  G , 
prima  lettera  della  parola  capitale , per  F si  esprimesse 
il  suo  frutto  , e finalmente  per  f il  frutto  di  scudi  100. 
Si  farebbe  la  proporzione  C:  100  = F :f\  cioè  i 
capitali  sono  come  i frutti.  Stabiliamo  , che  il  prodotto 
delle  quantità  espresse  da  due  lettere  sia  indicato  dall’u- 
nione delle  due  lettere.  Così  il  prodotto  di  C f sia  espresso 
da  C f , mentre  l’indizio  della  moltiplicazione  da  farsi  sia 
il  solito  C .y,  o Cx/  Facendo  ora  il  prodotto  dei  medii 
e degli  estremi  avremo 

100.  Fc=/.C,  o 100F  ==/C 


i 
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Liquazione  avuta  100F  =>/C  senza  stabilire  per  ogni 
caso  la  proporzione,  e quindi  formare  l’equazione  ci  ser- 
virebbe subito  per  trovare  qualunque  incognita  di  cotali 
problemi.  Si  vede , che  in  questi  problemi  tra  capitali  e 
frutti  tre  sono  le  quantità,  delle  quali  due  si  debbono  dare 
per  trovare  la  terza,  cioò  il  frutto  di  1 00,  il  capitale,  ed  il 
suo  frutto. 

Per  esempio  se  si  volesse  sapere  al  quanto  per  100 
fruita  una  somma  di  scudi  187,  che  dà  un  fruttato  di  scu- 
di 79,  basterebbe  porre  nella  equazione 

C=  187  , F*=79, 
e per  trovare  /’  avremmo 

7900 

187./*=  7900,  o ($.  79.)  /=  — 
quantità  domandata. 

Se  si  domandasse  il  capitale  per  avere  un  fruttato 
di  scudi  73  al  4 per  100,  si  porrebbe 

F = 73  , /=  4, 

ed  avremmo 

7300 

100.  73  = 4C  , C = — — . 

4 

136.  Sia/  il  frutto  di  100  in  un  anno,  C un  capita- 
le, che  frutti  F in  A anni  ; colleghiamo  queste  quantità. 
Proponiamo  perciò  il  problema. 

Trovare  il  frutto  F di  us  capitale  C tenuto  a frut- 
to ANNI  A ALLA  RAGIONE  DI  FRUTTO  / PER  100. 

Si  farà  il  prospetto  (§.  131.) 

F , / , C 100 

A 1 
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79 


0 

F :/«  C A : 100 
100  F =CA/ 

qui  date  tre  delie  4 quantità  F,  G,  A,  f si  può  trovare 
la  quarta. 

Se  dato  un  capitale  di  scudi  400  si  volesse  il  suo  frutto 
dopo  9 anni  alla  ragione  del  3 per  100  all’anno,  si  avreb- 
be C =>  400  , A = 9 , f = 3,  e quindi  l’uguaglianza  su- 
periore diverrebbe  100F  =»  400 .9.3,  ed  F = 108. 

137.  Collcghiamo  per  mezzo  dei  simboli  generali  gli  ele- 
menti del  problema  dei  lavoranti,  lavori,  e tempi.,  ebe  s’im- 
piegano, colle  difficoltà  che  s’incontrano.  Si  dica  dunque 
n un  numero  di  lavoranti,  g i giorni  che  impiegano,  o le 
ore  , che  lavorano  al  giorno,  l il  lavoro  che  fanno,  d la 
difficoltà  che  incontrano.  Si  ammettano  poi  le  stesse  lettere 
accentandole  per  un’  altro  numero  di  lavoranti  , potremo 
fare  lo  specchio  (§.  131.) 

gior. 

»>*»'.  9 9 

ore 

0 o 
dif. 

A d' 

la. 

1 V 

È evidente  che  i numeri  de’  lavoranti  sono  in  ragione  di- 
retta dei  lavori  delle  difficoltà  , ed  inversa  dei  giorni  e 
dello  ore  di  lavoro,  dunque  (§.  1 32.)  avremo 

n : n'  = dly'ò  : (figo  ; 

dunque  (§.  107.) 

nd'igo  e=3  n'dlg'o'  . 
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Con  questa  equazione  si  potrebbero  subito  risolvere  tutti 
i problemi,  nei  quali  si  dessero  nove  delle  dicci  quantità., 
che  vi  entrano  per  sapere  la  decima.  Ciò  arreca  facilità,  e 
speditezza,  perché  risparmia  l’investigare  le  quantità  in  ra- 
gione diretta  ed  inversa,  lo  stabilimento  della  proporzione, 
ed  il  formare  l’equazione  per  trovare  l’incognita. 

138.  Si  vede  da  ciò, che  se 'tutte  le  quantità  dei  diversi 
problemi,  e le  operazioni,  che  le  legano  si  esprimessero  con 
simboli  generali  non  sarebbe  necessario  di  stabilire  1’  equa- 
zioni nei  diversi  problemi,  che  solo  differissero  per  li  di- 
versi valori  delle  quantità;  e supponendo  ora  l’una  , ora 
l'altra  delle  stesse  quantità  come  incognita  si  potrebbero 
risolvere  tutti  i problemi,  che  successivamente  suppones- 
sero incognite  tutte  le  loro  quantità. 

Per  esempio  coll’equazione  antecedente  si  potrebbero 
subito  trovare  i valori  o dei  lavoranti,  o dei  giorni  di  la- 
voro, o delle  ore  in  cui  si  lavora,  o delle  difficoltà,  o dei 
lavori  dell’una  o dell’altra  truppa  di  lavoranti  quando  si 
desse  il  valore  di  tutte  le  altre  quantità. 

Sia  ancora  per  es.  Si  sono  uniti  tris  mercanti.  il  primo 

HA  DATO  UNA  SOMMA  f,  CHE  HA  TENUTO  A FRUTTO  PER  MESI  W, 
IL  SECONDO  HA  DATO  UNA  SOMMA  /,  CHE  HA  TENUTO  A FRUT- 
TO PER  MESI  m';  //,  TERZO  HA  DATO  UNA  SOMMA  S 'j  CHE  HA 
TENUTO  A FRUTTO  PER  MESI  tli' . IL  FRUTTATO  DI  TUTTA  LA 
SOMMA  k STATO  JF.  COLLEGARE  INSIEME  TUTTE  QUESTE  QUANTITÀ 

139.  A questo  fine  si  domandi  il  frutto  di  ciascuno  in 

ragione  della  somma,  che  ha  posto  a frutto,  e del  tempo  in 
cui  1’  ha  tenuto  a frutto.  Siano  f questi  frutti 

parziali. 

11  primo  che  ha  posto  a frutto  una  somma  s per  m 
mesi  è lo  stesso  (§.  101.),  che  avesse  posto  a frutto  la  som- 
ma ms  in  un  mese.  Ora  la  somma  totale  è * 4-  * -1-  f ■ 
Ecco  dunque  il  problema  pel  primo  dei  socii. 

Una  somma  * -+-  ha  dato  un  frutto  F,  qual  frutto 

f darà  la  somma  sm.  I fruiti  sono  come  i capitali  (§.  111  •)» 
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dunque 

* •+•  *'  -+*  *"  '■  sm  ms  F :f , ' 

/ 

' .1  » • . 

(s  -1-  * -+-  s")f  = Fm 

e per  gli  altri  due  socii 

(#  4-  *’  H-  s')f  = F s'm' 

((  + / + J<')/'  = F',V 

che  sono  liquazioni,  che  collegano  tutti  gli  elementi  del 
problema  proposto;  li  quali  elementi  essendo  10,  qualora 
sian  dati  i valori  di  7,  colle  tre  equazioni  superiori  si  po- 
tranno trovare  i valori  degli  altri  tre,  che  rimangono. 

Per  dare  uno  dei  diversi  problemi,  che  si  potreb- 
bero risolvere  colle  formole  antecedenti,  si  supponga,  che 
cognita  la  somma  totale  di  scudi  1 899  da  mettersi  a frutto  da 
tre  sodi,  ed  il  frutto  totale  di  scudi  954  da  ricavarsi , si  volesse 
la  somma  da  contribuirsi  da  ciascuno  con  questo,  che  il  primo 
tenga  a frutto  la  sua  somma  in  3 mesi,  il  secondo  in  5,  ed 
il  terzo  in  7,  ed  il  primo  ricavi  di  fruito  scudi  354,  il  se- 
condo 200,  e il  terzo  400.  Pel  primo  si  prenderebbe  la  for- 
inola ,/*(*  ■+■  /-+-  s")=F.<m.  Qui  f=3 54,  s-+-s  -+-*"=  1899, 
F <=  954,  m = 3 : dunque 

354.  1899  = 954 .3  . * , 


354.1899  118.211  .. 

ed  s = = 234 , 89  prossimamente. 

3.954  106  F 

' ** 

U.y  CAPITALE  C SI  È POSTO  A FRUTTO  IH  MESI  M ALLA 
R A GIOÌ»  E DEL  FRUTTO  f PER  100  ALL  AH  HO,  E SIA,  C IL  CAPI- 
TALE E FRUTTI  INSIEME  , CHE  SI  DEBBONO  RICEVERE  DOPO  IL 
DETTO  TEMPO.  COLLEGARE  INSIEME  QUEST!  ELE MESTI. 
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140.  Secondo  la  soluzione  (§.  122.)  diremo  1200  dan- 
do un  finito  f dopo  un  mese  qual  frullo  darà  CM  dopo  lo 
stesso  tempo  ? dunque 

/•MC 

1 200  : f = MC  : x , od  x : 

J 1200 


dunque  il  capitale  cd  il  frullo  insieme  dopo  il  dato  tem- 
/'MC  . , . 

po  sarà  (- -K  ^o  ; ma  questo  capitale  si  è espresso  con 
C,  dunque 
C=C 


/MC 
’ 1200 


o 73.)  C,«=C(W^-— ) : 
' \ 1200/ 


dove  se  i due  termini  dentro  parentesi  si  moltiplicano 
/"MC 

per  C ritornerà  C ■—  . 

r 1200 

Usa  somma  C pagabile  viro  mesi  AI  si  vuol  pagare 

ORA  COLIO  SCOSTO  Ut  S PER  CESTO  A IL  .ISSO:  SI  VUOL  TROVARE 
LA  SOMMA  C,  CHE  ORA  SI  HE  VE  MIO  USA  II  E. 

141.  Secondo  il  metodo  usalo  (t).  124.)  si  dirà;  se  100 
fruttano  f in  12  mesi,  quanto  frutteranno  in  mesi  M:  dunque 
sarà 

„ , * M 

1 2 : i = M : x , ed  x =■  — . 

’ 12 

Adesso  si  dirà  : se  dopo  mesi  M dol  endosi  dare  una  som- 
ma 100-1-  , ora  si  dorrebbe  sborsare  100:  doven- 

ti 

dosi  dure  realmente  dopo  mesi  M la  somma  C qual  somma 
C ora  si  deve  sborsare;  ; dunque  sarà 


100  : 100 


s M 


C':C,  e 100C  « C'  (l00’+"7y-) 


12 


c c — 

V 1200/ 
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Confrontando  le  due  formolo  $.140,  141.)  per  li  problemi  «li 
merito,  c di  sconto,  si  vede  sottocchio  quello,  che  si  disse 
nel  $.  125,  126.).,  come  l'un  problema  si  scambia  nell’altro 
cambiando  i due  capitali  C,  C'  uno  attuale,  e l’altro  dopo 
mesi  M nei  problemi  di  merito;  ed  i capitali  C',  C uno  at- 
tuale, c l’altro  dopo  mesi  M nei  problemi  di  sconto. 

Per  fare  una  applicazione  della  forinola  dei  problc- 

£*  t| 

mi  di  merito  C = C ( 1 Si  supponga  di  avere  un 

\ 1200/ 


capitale  di  scudi  500,  che  si  vogliano  tenere  a frutto  per  3 
anni  alla  ragione  del  3 per  100  ulVanno , e si  voglia  ciò  che 
sarà  capitale  e frutti  insieme  dopo  questi  anni.  Qui  il  capitale 
attuale  C ■=  500  , i tre  anni  sono  mesi  M*=3G,  ed f=  3. 
Sostituendo  sarà 


C'  = 500  (l -+.  i*2!\  500  ( 1 -H-— -)  = 50o(  1 h — 
\ 1200  ) V 100  / V i 


9 

ukT 


= 500  (1  -H  0.  09)  = 500  X 1,  09  = 545. 


Per  fare  uso  della  formola  C=»C|1-fr^-^)  dei  proble- 
mi di  sconto,  c far  vedere  come  questi  verificano  quelli 
di  merito  $.  126.),  si  ponga,  che  545  siano  gli  scudi  da 
pagarsi  dopo  tre  annij  e che  con  uno  sconto  del  3 per  100 
si  possa  ora  estinguere  il  debito  ; si  domandi  la  somma  che 
si  deve  ora  pagare.  Nel  nostro  caso  C — 545  , M = 36  , 
s =3  3 ; dumjue 


545  = C'  X 1.  09,  e C' 


545 

1,09 


54500 

109 


500  , 


che  corrisponde  agli  scudi  500,  che  nell’antecedente  que- 
sito erano  il  capitale  posto  a frutto,  il  quale  dopo  36  mesi 
sarebbe  diventato  545. 
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Per  fare  un'altra  applicazione  della  forinola  dei  pro- 
blemi di  sconto  si  domandi  al  quanto  per  100  all'anno  si 
è scontata  una  somma  di  scudi  800  pagabile  dopo  40  mesi, 
quando  ora  si  é soddisfatta  col  pagamento  di  scudi  600.  Nel 
nostro  caso  C = 600  , C = 800  j M = 40  ; dunque  per 
la  detta  forinola  sarà 


800  = 600 


40*  4 

1 -4-  , 

1200  3 ’ 


ed  s 


10. 


Si  è dunque  scontato  col  10  per  100. 

Verifichiamo  questo  risullamento  col  problema  di 
merito.  Affinchè  una  somma  di  scudi  600  mi  diventi  800  col 
tenerla  a frutto  per  mesi  40  ^ si  domanda  quale  deve  essere 
il  fruttato  annuo  di  100.  Nella  detta  forinola 

C = 600  , C'=  800  , M = 40  ; 


dunque 


800  = 600 


/ 40/ v 

V1_+“l  20o)  ’ 


che  dà  come  innanzi/=  10. 

Sia  anche.  Tizio  deve  avere  da  Cajo  scudi  259  con 
questo  metodo  : cioè  dopo  un  anno  deve  59  scudi;  dopo  23 
mesi  1 1 2j  e dopo  32  mesi  scudi  88.  Ora  Tizio  si  contenta 
di  perdere  il  6 per  1 00  all'anno  se  Cajo  vuole  estinguere  ora 
il  suo  debito.  Accordandosi  Cajoj  quanto  ora  deve  dare? 

Si  prenda  la  formula  C « C'  ^1  dello  scon- 

to , c si  dica  59  dere  essere  dato  dopo  un  anno  , o 12 
mesi,  ma  si  può  scontare  col  6 per  100,  dunque 

s = 6 , M = 12  , C = 59  , 
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avremo  dunque 

59  = C (l  -t-  - - C'  ( 1 -4-0.  06)  = C'x  1 ,06,  ' 


C'  «= 


59 

1,06 


5900 

=»  55.  66  prossimamente. 


Si  vada  innanzi  nel  problema,  e si  dica  : Scudi  112 
dovendosi  pagare  dopo  23  mesi  si  domanda  a che  si  ridu- 
cano ora  collo  sconto  del  6 per  1 00. 

Nel  nostro  caso  C = 1 12  ,f  = 6 , M = 23,  dunque 


112  = <7  (l+-Ì2<£L_\  = C'(l-H^fn) 
V 1200  / \ 200/ 


23 

200. 


223(7 
200  “ 


C' 


22400 

223 


t ■ *.  . * 4 

100.  443  prossimamente. 


..M 


Pel  terzo  caso  degli  88  scudi  pagabili  in  32  mesi  avremo 


88  = C'  (n--^~-)=  C'  (1+0, 16)  = 1, 16  x C', 


8800 

1 16 

1 .i  . 


2200 

29 


75.  862. 


i • . * * 

Si  sommino  questi  tre  risultamenti  , e Tizio  col  pagare 
ora  scudi  231,  97  estinguerà  il  debito. 

Termineremo  i problemi  coi  simboli  generali  dando  i 
metodi  per  li  cambi  delle  monete  fra  le  diverse  piazze. 
Sia  dunque 

U N NEGOZIANTE  DI  PI  ETNOBUNGO  POOL  FAN  PAGANE  A BEN- 
IINO  DNA  SOMMA  DI  1000  DUCATI  CHE  POOL  PAGANE  IN  RUBLI 
DI  BUSSI  A.  SUPPONENDO  PENÒ  , CHE  PIETNOBUNCO  NON  ABBIA 
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aperto  c turno  coy  peri  no,  il  cavmo  xi  dfrra  farf  col- 

L IKTF.RU  F.DIO  nFl.lUlIKD.I.  XI  DUUAKDA  IJUJXTI  RAMI  DOFRt* 
DARE  FF.R  LI  1000  DUCATI. 

142.  Supponiamo,  cho  il  cambio  di  Pietroburgo  coll’ 
Olanda  sia  a 47  | cioè,  che  per  un  rublo  di  Pietroburgo 
si  diano  in  Olanda  47  £ stuvri.  Sia  poi  il  cambio  dell'Olan- 
da con  Berlino  a 142,  cioè  per  100  risdalli  olandesi  si  pa- 
ghino a Berlino  142  risdalli  prussiaui.  Si  sa,  che  in  Olan- 
da 20  stuvri  fanno  un  fiorino  , che  2 *-  fiorini  fanno  un 
risdallo  olandese,  c che  infine  il  ducato  di  Berlino  vale  3 
risdalli  prussiani. 

Ciò  posto  si  esprima  per  r il  valore  d’un  rublo,  e per 
s quello  d’uno  stuvro;  per  la  prima  condizione  , che  per 


1 r~'  95  ) 

un  rublo  sì  danno  in  Olanda  47  ± stuvri,  o r-  ~ stuvri  a- 

2 


Tremo  1’  uguaglianza  r = - ■ - , o ,(§.  80.  ) 2r  = 93*  . 

■ , / 2.  . > > 

L’altra  condizione  era,  che  per  100  risdalli  olandesi  si  pa- 
gano a Berlino  142  risdalli  prussiani,  esprimendo  dunque 
con  r°  il  valore  del  risdallo  olandese,  e con  t?  quello  del 
risdallo  prussiano  avremo  100>°  = 142»^.  In  Olanda  poi 
20  stuvri  fanno  un  fiorino,  esprimendo  con  f un  fiorino, 
sarà  20*  =/'.  Dice  poi,  che  2 fiorini  c £ fauno  un  risdal- 
"*/* 

lo  olandese,  dunque  ~ =•=  r°  } o 5 f =>  2 r°  . Finalmente 

'dice,  che  il  ducato  di  Berlino  vaie  3 risdalli  prussiani,  in- 
dicando dunque  con  d il  valore  del  ducato  sarà  d ■=>  3iè. 
Si  vuole  ora  il  numero  dei  rubli,  che  equivalga  a 1000 
ducati  : indicando  dunque  con  x questo  numero  avremo 
xr  = lOOOd.  Si  pongano  una  sotto  f altra  tulle  queste 
uguaglianze,  ed  avremo 


(1) 

K3 

11 

vC 

Ut 

«* 

(2) 

100r°  a I42r^ 

(3) 

20*  =/ 

(4) 

5 /’=  2r° 

(5) 

d = 3r^ 

(fi) 

xr  — lOOOd 
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Sì  riscrivano  qucsle  uguaglianze  così  disposte,  che  il  primo 
membro  di  ognuna  abbia  la  stessa  lettera,  che  si  trova  nel 
secondo  membro  dell’uguaglianza  antecedente. 

Per  esempio  scritta  la  (1)  2 r = 95»  si  scriva  la  (3) 
20 s—f  che  nel  primo  membro  ha  la  »,  lettera  che  ò nel  secon- 
do membro  della  prima  uguaglianza.  Avremo 

1 ** 

2r  <=  95» 

20»  =.  f 
5 f «=a  2)  0 
100/O  = 1 42»  p 
3 rP  = d 
1 0OOrf  ==  xr 


Si  moltiplichino  tutte  ricordandoci,  che  le  lettere  si  molti- 
plicano unendole  (§.  135.),  ed  avremo 


60000000  r sfr°  r^d  =>  95.2.142  tf  r°  r?  drx. 


Se  quantità  uguali  si  dividano  per  la  stessa  quantità  deb- 
bono dare  quoti  uguali.  Si  dividano  dunque  per  5 e per  4, 
o per  20  i numeri,  e si  tolgano  le  lettere  comuni  r,  d , 
r«  , rP  , *%f,  perche  come  si  sono  unite  colla  moltipli- 
cazione,, colla  divisione,  che  è 1’  operazione  contraria  , si 
debbono  togliere,  ed  avremo 


3000000  = 1 349r  , ed  x 


3000000 

1^49 


2223'"  . 87 


rubli  domandali.  ' • ( .. . ..  • ‘ , 

QUANTI  FIORINI  CORRENTI  D AMSTERDAM  DARANNO  FRANCHI 
3000,  SUPPONENDO  IL  CAMBIO  DEL  GIORNO  A 54  DE X AHI  Pili  3 
FRANCHI)  E L AGIO  DEL  5 PER  1 00  ; SUPPONENDO  CIOÈ , CHE 
.100  FIORINI  DI  BANCO  CALCANO  105  FIORINI  CORRENTI,  E S<P~ 
PONENDO  FINALMENTE,  CHE  40  DENARI  DIANO  UN  FIORINO  DI 
BANCO  ? 

143.  La  prima  condizione  ù,  che  54  denari  danno  3 
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franchi  : esprimendo  dunque  con  d il  valore  d’un  denaro, 
e con  fr  quello  del  franco  sarà  54d  = 3 fr.  L’altra  con- 
dizione é che,  100  fiorini  di  banco  valgano  105  fiorini  cor- 
renti., dunque  esprimendo  con  f £ il  fiorino  di  banco  , e 

con  J*  il  fiorino  corrente  , avremo  ,00/4  - . 

L'ultima  condizione  ó,  che  40  denari  diano  un  fiorino  di 
banco  : dunque  indicando  con  d il  valore  del  denaro  sarà 

40 d=/^  . Finalmente  esprimendo  con  x il  numero  dei 
fiorini  correnti  equivalente  a 3000  franchi  avremo 
x /*  =»  3000 fr.  Si  scrivano  l’una  sotto  l’altra  l’uguaglian- 
ze  avute,  c sarà 

54  d = 3/- 

100/j  ~ 105/c 

= 300 0/' 

Si  dispongano  come  sopra  142,),  ed  avremo 

54d  = 3fr 
3000/'  «=  x/c 

m/c  =ioo/j 

1 • v ‘ 

A = «« 

. ' ■ i » 

Si  moltiplichino,  e da  ambedue  i membri  si  tolgano  le  let- 
tere comuni,  avremo 

54  . 3000 . 105  =3  . 100 . 40  . x ; 
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c togliendo  da  ambedue  i membri  i fattori  comuni  100, 
10,  2,  3,  Io  che  é dividerli  ambedue  per  gli  stessi  fat- 
tori (§.  24.)  sarà 

2x  = 27  . 1 05,  ed  x = 1417  £ , 

. . • • i * .»  ,*•  . ! 

cioè  i.  3000  franchi  produrranno  1417  £ fiorini  correnti 
d’Amsterdam. 

SlA  11  CÀMBIO  DI  PARIGI  A LONDRA  DI  23  FRANCHI  PF.R  USA 
LIRA  STERLINA.  IL  CAMBIO  lì  AMSTERDAM  A IO S DBA  SIA  DI  1 1 
FIORISI  PER  USA  LIRA  STERI! SA.  A QUANTO  ASCF.SDERj'  IL  CAM - 
BIO  DI  PARIGI  AD  AMSTERDAM , OSSIA  QUANTI  DESARI  SI  AER AS- 
SO PER  3 FRANCHI,  SERE ES DOSI  PER  INTERMEDIO  DELLA  CAM- 
BIALE DI  LONDRA  ? 

144.  Abbiamo  per  prima  condizione  che  23  franchi  val- 
gono una  lira  sterlina  : dunque  indicando  con  fr  il  valore 
del  franco,  e con  l quello  della  lira  sterlina  sarà  23 fr=l. 
L’altra  condizione  é,  che  una  lira  sterlina  vale  1 1 fiorini: 
dunque  servendoci  di /*  per  indicare  il  fiorino  sarà  l=i  1 fi. 
Sappiamo  come  sopra,  che  40  denari  danno  un  fiorino;  dun- 
que 40  d «=» fi.  Si  domanda  quanti  denari  danno  3 franchi. 
Esprimendo  dunque  per  x questo  numero  di  denari  sarà 
xd  = 3/r. 

Scrivendo  l’una  sotto  l’altra  le  uguaglianze  abbiamo 

23 f-  = l . 

1 = Ufi 
40  d =nfi 
xd  = 3 fr 

e disponendole  come  (§.  142.) 

23 \fr  = l 
l =»  11/i 
fi  = 40d 
xd  = 3f’ 
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Moltiplicandole,  e riducendole  sarà 

9 

23*  = 1320,  ed  x = 57  — . 

23 

Dunque  il  cambio  di  Parigi  ad  Amsterdam  per  la  via  di 

9 . - . 

Londra  è 57  denari  e — per  3 franchi,  cioè,  che  57  de- 

a J 

9 

nari  e — è il  rapporto.,  che  si  stabilisce  per  la  via  di 
Londra  fra  la  moneta  di  Francia,  e quella  di  Amsterdam. 

. V 

' PROPRIETÀ’  DEI  NUMERI 


145.  Adesso,  che  abbiamo  introdotto,  ed  usato  i simboli 
generali  delle  quantità,  e delle  relazioni  colle  quali  possono 
essere  collegate.,  possiamo  dimostrare  alcune  proprietà  ge- 
nerali dei  numeri,  dalle  quali  dedurremo  alcune  operazioni 
intcrrcssanli  sopra  i numeri  stessi,  che  abbiamo  tralasciale 
ncU'arilmetica  appunto  pel  bisoguo,  che  avevamo  di  questi 
simboli. 

146.  Se  a,  b,  c , d,  e oc.  esprìmono  le  unità  semplici,  le 

unità  di  decine,  le  unità  di  ccntinaja,  le  unità  di  migliaja, 
le  unità  di  decine  di  migliaja  ec.  di  un  numero,  potremo 
esprimere  questo  numero  con  a 1 04  ■+•  1 0Oc  -f-  lOOOd 
1 0OOOe  cc.  \ 

147.  Se  un  numero  termina  coi  2 , o col  zero  è diii- 
sibilc  esattamente  per  2;  e se  finisce  col  5,  o col  zero  é di- 
visibile esattamente  per  5.  Infatti  osservando  1’  espressione 
generale  del  numero  (§.  146.)  si  vede,  che  tutte  le  parti 
10A  , lOOc  , lOOCM  cc.  sono  divisibili  per  2,  e per  5 : af- 
finchè dunque  tutto  il  numero  sia  divisibile  per  2,  o per  5 
manca,  clic  l'ultima  cifra  a delle  unità  sia  divisibile  per 
questi  numeri,  ora  si  vede,  che  ciò  avviene,  se  a sia  zero, 
o 2,  o 5. 


Digitized  by  Google 


È chiaro  poi,  che  se  l’ultima  cifra  d’un  numero  non 
è esattamente  divisibile  per  2 o per  5 , neppure  tutto  il 
numero  è divisibile  per  2 o per  5. 

1 48.  I numeri  divisibili  esattamente  per  2 si  dicono  numeri 

pari j e quelli , che  esattamente  non  si  dividono  per  2 si  chia- 
mano numeri  dispari.  Dal  teorema  antecedente  si  ricava , 
che  i numeri  terminali  da  0,  o dai  numeri  pari  2,  4,  6,  8 
sono  pari,  e quelli  che  finiscono  coi  numeri  dispari  1,  3, 
5,  7,  9 sono  dispari.  , . 

1 49.  Un  numero  c divisibile  successivamente  per  tanti  2 o 5 
per  quanti  2 o % può  essere  successivamente  diviso  il  numero, 
che  risulta  dalf  unione  di  altrettante  ultime  cifre  del  dato  nu- 
mero. Cioè  è divisibile  successivamente  due,  tre,  quattro  cc. 
volle  per  2,  o 5,  se  altrettante  volle  per  2,  o 5 successiva- 
mculc  siano  divisibili  i numeri,  che  risultano  dalle  due, 
dalle  tre,  dalle  quattro  oc.  ultime  cifre  del  proposto  numero. 

infatti  osservando  I’  espressione  generale  del  nume- 
ro ($.  146.)  si  vede,  che  la  parte  IOOch-  1 000d  -+-  lOOOOg 
cc.  in  lutti  i suoi  termini  è divisibile  per  4 o per  25  , 
ossia  successivamente  due  volte  per  2,  c per  5 : dunque 
affinché  il  numero  dato  successivamente  si  possa  dividere 
due  volle  per  2,  o per  5 é necessario,  che  sia  così  divisi- 
bile il  numero  n-t-IOi  formato  dalle  ultime  due  cifre  a,b. 

«'.osi  ancora  la  parie  1000«/-+-  lOOOOe  cc.  uei  suoi  ter- 
mini è successivamente  divisibile  3 volte  per  2,  e per  5: 
dunque  allineile  tulio  il  numero  dato  sia  successivamente 
divisibile  3 volle  per  2,  o per  5 è necessario,  che  succes- 
sivamente sia  divisibile  3 volte  per  2,  o per  5 l’ultima  parte 
o-t-  1 0<5  — t—  lOOc,  che  è formata  dalle  tre  ultime  cifre. 

Qui  ancora  se  le  addotte  condizioni  non  si  vcrilicano 
è cbiaro,  che  il  numero  non  è divisibile  successivamente 
per  2 e per  5. 

1 50.  I n numero  è divisibile  per  3,  o per  9 se  la  somma 
delle  sue  cifre  sia  divisibile  per  3,  o per  9. 

Si  riprenda  il  numero 

a 1 04  -+■  1 0Oc  -t-  1 0OOd  -+■  1 0OOOe  ec. 
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Questo  si  può  anche  esprimere  per 

pi  , i • • 

94  -4-  99c  -4-  999d  -4-  9999e  ec. 

+ a4-i  + c4-</+«  ec. 

Ora  la  prima  linea  è divisibile  esattamente  per  9 : manca 
dunque,  affinché  lutto  il  numero  sia  divisibile  per  3,  o per  9, 
che  per  questi  numeri  sia  divisibile  la  quantità  <i-*-4-hm-</, 
ec.  : ma  questa  è la  somma  delle  cifre  del  numero  propo- 
sto, dunque  ec. 

1 5 1 . Se  sia  zerOj  o divisibile  esattamente  per  1 1 la  dif- 
ferenza di  due  somme  fatte  dalle  cifre  d’un  numero  prendendole 
una  si  ed  una  n»_,  cominciando  prima  dalle  unità j e poi  dalle 
decine j tutto  U numero  sarà  divisibile  esattamente  per  1 1 . 

Per  dimostrarlo  provo,  che  se  dai  numeri  formati  del- 
l'unità, e numeri  pari  di  zeri  ($.  148.)  si  tolga  uno  si  han- 
no numeri  esattamente  divisibili  per  1 1 ; e se  ai  numeri 
formati  dcll’unilà,  e numeri  dispari  di  zeri  si  aggiunga  uno, 
i numeri  risultanti  sono  divisibili  esattamente  per  11. 

I numeri  della  prima  specie  sono  100,  10000,  1000000 
ec.,  nei  quali  si  vedono  numeri  pari  di  zeri.  Se  da  questi 
si  toglie  1 abbiamo  i numeri  99,  9999,  999999  ec.  esat- 
tamente divisibili  per  11,  perché  sono  formati  da  coppie 
di  9 come  99,  ed  ognuna  divisa  per  11  dà  9 di  quoto. 
Supponiamo  ora  un  numero  formato  da  1 è numero  dispa- 
ri di  zeri,  per  cs.  100000.  Questo  si  può  esprimere  per 
10000 . 10  , ed  anche  per  10000  .10  — 10  -4-  10.  Ma 
10000  . 10  — 10  può  indicarsi  per  (§.  73.)  (10000  — 1)10, 
perchè  facendo  la  moltiplicazione  dei  due  termini  dentro 
parentesi  per  10  ( §.  83.)  si  ottiene  lo  stesso  numero 
100000 — 10  : dunque  il  numero  proposto  si  esprime  da 

(10000  _ i)  10  -4-  10  , . . . 

ed  aggiungendogli  l'unità  avremo 

100000  H-  1 (10000  — 1)  10  -4-  11 
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Ma  la  quantità  fra  parentesi  ó divisibile  esattamente  per 
11,  (>erché  ó nel  caso  antecedente,  e la  quantità  appres- 
so -t-  1 1 e divisibile  per  11,  dunque  veramente  se  al  nu- 
mero formato  dell'unità,  e numero  dispari  di  zeri  si  ag- 
giunga 1 viene  un  numero  esattamente  divisibile  perii. 

Riprendiamo  dopo  ciò  l'espressione  d’un  numero  qua- 
lunque 

a -j-  1 06  4-  1 0Oc  -t-  1 0OOd  -h  1 0OOOe  -H  1 00000 f ec. 

questo  potrà  anche  esprimersi  per 

( 1 0-M  )A-t-(  1 00-1  )<;-+-(  10004-1  )d-f-(1 0000-1  )e-t-(1 00000-4—1  )/*  ec. 

a — b c — d -+-e  ’ — f ec. 

Nella  quale  espressione  si  vede,  che  ove  nelle  parentesi  si 
aggiunge  1,  si  aggiutige  di  troppo  la  cifra,  che  moltiplica 
fuori  di  parentesi,  e che  per  compenso  questa  cifra  si  to- 
glie nella  linea  inferiore;  ed  ove  l’unità  si  toglie  dentro 
parentesi,  con  che  di  troppo  si  toglie  la  cifra,  che  molti- 
plica fuori,  questa  cifra  per  compenso  si  è aggiunta  nella 
stessa  linea  inferiore.  Ora  la  prima  linea  del  numero  tra- 
sformato è esattamente  divisibile  per  undici,  perché  for- 
mata di  termini  con  moltiplicatori  fraq>arentesi,che  sono  nei 
due  casi  antecedenti;  dunque,  affinché  tutto  il  numero  sia 
divisibile  esattamente  per  1 1 manca,  che  lo  sia  la  quantità 
a — 4-t-c — d- f-e — f ec.  o a-t-c-t-  « ec.  — b — d — f cc.  , 
o che  questa  sia  zero  : ma  la  prima  a -+•  c e ec.  è la 
somma  delle  cifre  prendendole  una  si,  ed  una  nò  comin- 
ciando dalle  unità,  e l’altra  é la  somma  sottratta  delle  al- 
tre cifre  prendendole  una  si,  ed  una  nò  cominciando  dalle 
decine;  dunque,  affinché  il  numero  sia  esattamente  divisi- 
bile per  undici,  si  richiede,  che  sia  zero,  o divisibile  esat- 
tamente per  1 1 la  differenza  delle  due  somme  fatte  delle 
cifre  del  numero  prendendole  alternativamente,  una  volta 
cominciando  dalle  unità,  e poi  dalle  decine. 
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152.  Questi  teoremi  di  divisibilità  per  alcuni  numeri 
servono  per  semplificare  le  frazioni  (^.  33.).  Siano  le  fra- 
zioni 


70 

73648 

185  1560 

1782500 

98  ’ 

742696  5 

1795  ’ 8755  ’ 

3118125 

1251 

321 

3949 

7139 

7218 

’ 81972 

’ - 94303  ’ 

815925 

I due  termini  della  prima  frazione  sono  divisibili  per  2 

35 

14.7)  : dunque  si  ridurrà  a (§.  33.)  — . 1 due  ter- 
mini della  seconda  frazione  sono  divisibili  per  8,  perchè 
sono  tre  volte  successivamente  divisibili  per  2 (§.149.).  Ciò 
si  conosce,  perchè  i numeri  648,  696  formali  dalle  tre  ulti- 
me loro  cifre  sono  tre  volte  divisibili  successivamente  per 
2,  o subito  per  8 <§.  24.).  Fatta  la  divisione  dei  due  ter- 
mini della  detta  frazione  per  8 avremo 

9206 

~ 92837  ' ’ 

Li  due  termini  della  terza,  c della  quarta  frazione  sono 
divisibili  per  5 (tj.  147.);  diventeranno  dunque 

37  312 

359  ’ ÌTóI 

La  quinta  frazione  è divisibile  nei  suoi  due  termini  suc- 
cessivamente quattro  volte  per  5,  perchè  i numeri  2500, 
8125,  formati  delle  ultime  loro  quattro  cifre,  sono  succes- 
sivamente 4 volte  divisibili  per  5 ($.  1 49.):  quindi  la  no- 
stra frazione  diventa 

2852 
4989  ' 
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La  sesta  frazione  si  può  sempliGcarc  colisi  divisione  per  9 
e la  settima  colla  divisione  per  3 (§.  1 50.)  , il  che  fatto 
diventano 

139  107 

802  ’ _ 2732T  ' 

Le  due  ultime  frazioni  si  possono  sempliGcarc  col  11  151 .), 

e diventano 

359  649 

8573  ’ 74175  * 

* l 

1 53.  Ma  la  maniera  di  ridurre  le  frazioni  alla  più  sem- 
plice espressione  è il  così  detto  metodo  del  massimo  comune 
divisore.  Questo  metodo  consiste  nel  rintracciare  il  massimo 
numero  per  cui  si  possano  dividere  i due  termini  di  una 
frazione.  Avendo  introdotto  i simboli  generali  delle  quan- 
tità (§.  138,  139..),  e quelli  delle  quattro  operazioni  (§.  89.) 
siamo  nel  caso  di  dare  il  detto  metodo. 

Esprìmano  A,  R due  quantità,  delle  quali  si  voglia  tro- 
vare il  più  grande  comune  diviserete  sia  A maggiore  di 
B , ciò  che  si  suol  esprimere  scrivendo  B < A ; c se  si 
volesse  esprimere,  che  B é minore  di  A basterebbe  rove- 
sciare l’espressione  antecedente  scrivendo  B < A. 

Ciò  posto  si  divida  A per  B,  il  quoto  sia  </,  ed  il  re- 
siduo R,  avremo  (Jj.  19.  ) A = B q ■+■  R.  Si  divida  ora  B 
per  R,  il  quoto  sia  </.  ed  il  residuo  R',  sarà  B=Rj'-+-R'. 
Di  nuovo  si  divida  R per  R',  il  quoto  sia  q ",  ed  il  resi- 
duo R",  sarà  K = li'q"  -+•  II'.  Si  divida  R'  per  II",  il 
quoto  sia  q"\  ed  il  residuo  R'"  sarà  R'  ■=  R'Y  '4-R  ".  So 
ben  si  osserva  l'operazione  successiva  si  vedrà,  che  consiste 
in  successive  divisioni  ponendo  sempre  il  divisore  per  di- 
videndo, ed  il  resto  per  divisore.  Cosi  nella  prima  divi- 
sione B era  il  divisore,  ed  R il  resto,  e nella  seconda  di- 
visione B è stalo  il  dividendo  , ed  R il  divisore  con  un 
resto  R'  ! quindi  nella  terza  divisione  11  6 stalo  il  divi- 
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dendo,  ed  R'  il  divisore  con  un  resto  R".  Nella  terza  di- 
visione è stato  R'  il  dividendo,  ed  R"  il  divisore.  Poiché 
il  resto  é sempre  minore  de!  divisore  (§.  23.)  , ed  ogni 
resto  diventa  successivamente  divisore , i resti  dovranno 
continuamente  decrescere,  ed  una  volta  si  troverà  un  re- 
sto uguale  all’unità,  che  nella  seguente  divisione  darà  un 
quoto  esatto  : dunque  nelle  successive  divisioni  superiori 
una  volta  non  si  troverà  resto.  Supponiamo  dunque,  che 
ciò  avvenga  dopo  1’  ultima  divisione  superiore  , e che  il 
quoto  di  R"  per  R"'  essendo  q"\  sia  esatto  : avremo  allora 
H"  «=  R'"  q'"'.  Riprendiamo  dopo  ciò  tutte  l’equazioni  su- 
periori 

A — By  -H  R 
B = Ry'  -t-  R' 

R^RY'-t-R' 

R'  = R'Y'  -+-  R " 

R"  *=  R'Y"' 

Ora  se  tra  A,  e B vi  è un  comune  divisore  r,  questo  de- 
ve essere  comune  ai  termini  R",  R dell’ultima  divisione. 
Infatti  se  r divide  esattamente  A,  B nella  prima  divisio- 
ne, deve  anche  dividere  esattamente  R : perchè  esprimen- 
dosi la  divisione  della  prima  equazione  per  r con 

A B q R 

— = — H , 

r r r 

so  R non  fosse  divisibile  per  r l’intero  — sarebbe  ugua- 
le all’intero  , più  una  frazione,  che  verrebbe  da  — , 
r r 

cosa  assurda;  dunque  il  divisore  comune  ad  A, e B è comune 
a B,  ed  R.  Nella  seconda  equazione  B^R^'-V-R’,  facendo  lo 
stesso  ragionamento, se  B ed  R sono  divisi  esattamente  da  r, 
questo  deve  dividere  esattamente  R',  dunque  il  divisore  co- 
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mune  ad  A e B,  è comune  ad  R,  c R'.  Si  proverà  collo  stes- 
so raziocinio , che  questo  r deve  essere  divisore  comune 
ad  R',  ed  R",  e che  finalmente  deve  essere  comune  ad  R", 
ed  R'",  come  si  doveva  provare  : dunque  il  massimo  di- 
visore comune  ad  A,  c B é il  massimo  divisore  comune 
ad  R",  ed  R"'  : ma  il  massimo  divisore  fra  queste  due 
quantità  è la  minore  R'"  : dunque  il  massimo  divisore  co- 
mune alle  due  proposte  quantità  è il  divisore  deirultima 
divisione  esatta. 

154.  Ecco  dunque  il  metodo  per  trovare  il  massimo 
divisore  comune  a due  date  quantità. 

Si  divida  la  maggiore  per  la  minore , e si  noti  U re- 
siduo. Si  faccia  passare  il  divisore  per  dividendo,  ed  il  resi- 
siduo  per  divisore,  e si  noti  il  nuovo  resto.  Si  faccia  passa- 
re il  divisore  per  dividendo  , ed  il  resto  per  divisore,  e cosi 
successivamente,  facendo  sempre  passare  il  divisore  per  divi- 
dendo, ed  il  resto  per  divisore , finché  una  volta  si  giungerà 
ad  una  divisione  esatta.  Se  l’ultimo  divisore  di  questa  divisio- 
ne esatta  sarà  un  numero  diverso  dall’unità , questo  sarà  il 
massimo  divisore  comune  delle  due  proposte  quantità.  Se  poi 
quell’ultimo  divisore  sarà  1 , ciò  vuol  dire,  che  le  due  propo- 
ste quantità  non  hanno  divisore  comune. 

1 55.  Due  numeri , che  non  hanno  divisore  comune  fuori 
dell'unità  si  dicono  numeri  primi  fra  loro.  Tali  sono  per  cs. 
16,  e 25.  I numeri  poi,  che  in  so  non  possono  essere  di- 
visi esattamente  che  dall’unità,  si  dicono  numeri  primi.  Tali 
sono  per  es.  31,  47. 

Sia  ora  proposta  la  frazione  a ridursi  alla  più 

semplice  espressione  col  dividere  i suoi  due  termini  pel 
massimo  comune  divisore.  Troviamo  dùnque  colla  regola 
antecedente  questo  massimo  comune  divisore  dei  due  nu- 
meri 1679,  2369.  Ecco  il  prospetto  deU’opcrazionc  ; 


7 
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L’ultimo  divisore  della  divisione  esatta  è 23,  e questo  é 
il  massimo  divisore  cercato  : divisi  dunque  i due  termini 
della  data  frazione  per  23  la  sua  espressione  la  più  sem- 


plice possibile  sarà 


73 

103  ' 


156.  Per  mostrare  con  altro  esempio  il  vantaggio  dei 
simboli  generali  delle  quantità,  e delle  operazioni  diamo  un’ 
altra  prova  della  moltiplicazione,  c della  divisione  chiamata 
prova  del  nove.  Ecco  in  che  consiste  riguardo  alia  molti- 
plicazione. Sommate  le  cifre  dei  due  fattori,  e togliete  dalle 
due  somme  tutti  i 9 che  vi  entrano',  moltiplicate  i residui,  e 
dal  prodotto  togliete  pure  tutti  i 9,  che  vi  entrano  j e notate 
il  resto.  Andate  al  prodotto } sommale  le  sue  cifre , e dalla 
somma  togliete  tutti  i 9,  che  vi  entrano , il  resto  deve  essere 
uguale  al  resto  antecedente  se  il  prodotto  è giusto. 

Per  esempio  il  prodotto  di  197  per  859  è 169223.  Som- 
mando le  cifre  del  primo  fattore,  e dalia  somma  togliendo 
il  9,  si  ha  il  residuo  8 : facendo  lo  stesso  nell’altro  fattore 
si  ha  4 di  residuo:  moltiplicando  questi  due  residui,  e dal 
prodotto  togliendo  3 volte  il  9 abbiamo  5 di  residuo.  Ora 
nel  prodotto  sommando  le  cifre,  e togliendo  tutti  i 9 ab- 
biamo appunto  5 di  residuo  : dunque  il  prodotto  è giusto. 
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157.  Per  dimostrare  la  verità  di  questa  prova  della  mol- 
tiplicazione si  avvertirà  primo,  che  sommare  le  cifre  d’un 
numero,  e dalla  somma  togliere  tutti  i nove  , che  vi  en- 
trano, si  ha  il  residuo  della  divisione  dello  stesso  nume- 
ro per  9.  Infatti  si  è veduto  (§.  1 50.),  che  la  perfetta  di- 
visibilità  d’un  numero  per  9 dipende  dalla  perfetta  divisi- 
bilità per  9 della  somma  delle  sue  cifre  : dunque  il  re- 
siduo, che  questa  somma  lascia  dividendola  per  9,  o che 
£ lo  stesso  togliendogli  tutti  i 9,  che  vi  entrano,  è il  re- 
siduo della  divisione  per  9 del  numero  proposto.  Da  ciò 
viene,  che  i residui , che  vengono  togliendo  dalla  somma 
delle  cifre  dei  due  fattori  tutti  i 9,  che  vi  entrano  sono  i 
quoti  delle  divisioni  degli  stessi  fattori  per  9 : dunque  si 
deve  provare,  che  divisi  i due  fattori  per  9,  il  prodotto 
dei  residui  spoglialo  del  9 é il  residuo  del  prodotto  tol- 
tegli i 9. 

Siano  A,  e A'  i due  fattori  della  moltiplicazione.  Divi- 
diamo ambedue  per  9,  i quoti  siano  q,  q , ed  i residui 
r,  r'  ; avremo  come  sopra  (§.  1 9.)  A=9j-f-r,  A'  —g/'-^-r'. 
Se  moltiplichiamo  le  due  prime  quantità  uguali  A,  gr-H-r 
per  le  altre  due  uguali  A',  gy'-t-r'  verranno  prodotti  ugua- 
li. Ora  per  moltiplicare  97  -4-  r per  9 q'  -t-  / basterà  pri- 
mo moltiplicare  i due  termini  97,  r di  97  ■+•  r per  97',  e 
poi  moltiplicarli  per  r . Ricordiamoci,  che  i prodotti  delle 
lettere  si  fanno  unendole  senza  segno , e ciò  per  con- 
venzione : dunque  i prodotti  di  97  , r per  gq  saranno 
81 7/,  grq',  e quelli  di  97,  r per  r saranno  gqr-t-rr,  dunque 
il  prodotto  di  97  -f-  r per  gq’  -+-  r sarà 

81??'  •+■  9'Y  ■+■  9r'?  -+■  rr ; 

dunque  i prodotti  uguali  detti  di  sopra  saranno  espressi 
dall’uguagliauza 

AA'  = 81 77'  -+-  grq'  gr'q  -f-  rr'. 
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Ora  tutta  la  parte  81?/  -t-  9rg'  -4-  9/q  è divisibile  esatta- 
mente per  9 : dunque  il  residuo  del  secondo  membro,  e 
perciò  del  primo  diviso  per  9 sarà  quello,  che  viene  dalla 
divisione  per  9 di  rr',  o del  prodotto  dei  residui  dei  due 
fattori.  Ma  il  primo  membro  è il  prodotto  dei  due  fattori: 
dunque  veramente  fatto  il  prodotto  dei  due  residui  prove- 
nienti dal  dividere  i due  fattori  per  9,  ed  anche  questo  pro- 
dotto diviso  per  9,  dà  lo  stesso  residuo  del  prodotto  dei  due 
fattori  diviso  per  9. 

Diamo  la  prova  del  nove  per  la  divisile. 

158.  II  dividendo  è uguale  al  divisore  moltiplicalo  per 
il  quoto  più  il  residuo  (§.  1 9.).  Esprimendo  per  D il  divi- 
dendo e per  q ed  r il  quolo^  ed  il  residuo  sarà  D=yd-+-r. 
Dividendo  D per  9,  per  avere  il  residuo  basterà  spogliarlo 
del  9,  o (§.  1 57.)  spogliare  del  9 la  somma  delle  sue  ci- 
fre : ora  é chiaro  dall’antecedente  equazione,  che  deve  ve- 
nire un  resto,  che  sarà  il  residuo  spogliando  il  prodotto  qd 
del  9 col  metodo  antecedente  de’prodotti,  aggiungendogli 
il  residuo,  che  viene  dallo  spogliare  del  9 il  resto  r,  ed 
alla  somma  di  questi  residui  togliendo  pure  il  9 quante 
volle  si  può.  Per  es.  dividendo  37  per  7 abbiamo  il  quoto 
5,  ed  il  residuo  2.  Ora  spogliando  il  37  del  9 abbiamo 
di  residuo  1 : i due  fattori  7,  e 5,  cioè  divisore  c quoto 
nou  possono  essere  spogliali  del  9 , ma  il  loro  prodotto 
privo  del  9,  è 8,  cui  aggiugnendo  il  residuo  2,  che  non 
può  essere  spogliato  del  9,  abbiamo  10,  cui  tolto  il  9 ab- 
biamo lo  stesso  residuo  antecedente  1. 

Dopo  ciò  ecco  la  prova  del  9 per  la  divisione. 

1 59.  Spogliate  del  9 il  divisore  ed  il  quoto ; moltiplicate  i 
residui j e dal  prodotto  togliete  il  9 quante  volte  vi  entra ; il  re- 
siduo aggiungetelo  a ciò  che  vi  viene  spogliando  del  9 il  re- 
sto della  divisione j e la  somma  spogliata  del  9 tu'  deve  dare 
un  residuo  uguale  a quello , che  si  ha  spogliando  il  dividendo 
del  9.  Ci  ricorderemo  sempre,  che  si  spoglia  un  numero 
del  9 togliendo  il  9 tutte  le  volle  che  si  può  dalla  som- 
ma delle  sue  cifre. 
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Questa  prova  può  essere  falsa.  Infatti  si  vede,  che  in 
essa  si  valutano  i residui,  che  vengono  dallo  spogliare  la 
somma  delle  cifre  dei  numeri  del  9 : ora  é evidente,  che 
questo  residuo  é lo  stesso  se  nei  numeri  si  sia  scritto  un 
zero  invece  del  9,  o viceversa;  se  avendosi  erralo  in  una 
cifra  scrivendo  poco.,  in  un  altra  si  sia  compensato  l’er- 
rore, o viceversa;  c se  siano  state  traslocate  le  cifre.  Es- 
sendo però  questi  errori,  che  richieggono  una  certa  preci- 
sione, non  tanto  facili  ad  accadere,  non  ci  tolgono  di  ser- 
virci della  prova  del  9 tanto  pregevole  per  la  speditezza, 
specialmente  nella  fretta  di  dover  eseguire  la  moltiplica- 
zione, o la  divisione. 

•sa 

PROBLEMI 

DA  RISOLVE  asi  PER  ESERCIZIO  DELL’ARITMETICA. 

•sas;* 

ria  esercizio  immediato  delle  operazioni  dell’ aritmetica. 

Una  canna  di  panno  costa  65  lire,  1 7 soldi,  1 1 denari. 

7 

Si  domanda  il  costo  di  canne  39  e — . 

8 

Soluzione.  Il  costo  è 2627  ^r'  1 1 so^\,  1 1 ^cn'  — ■ 

8 

Si  determini  il  presso  di  un  lavoro  di  tese  69,  piedi  4, 
pollici  1 1 j supponendo,  che  la  tesa  costi  25  lire,  19  soldi, 
5 denari. 

43 

Soluzione.  Il  prezzo  ò lire  1813,  5 soldi,  denari  4 — . 

Per  una  lira  si  può  fare  un  lavoro  di  69  tese,  4 piedi, 
1 1 pollici.  Si  domanda  il  numero  di  tese,  che  si  può  fare  ese- 
guire con  25  lire,  19  soldi,  5 denari. 
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Soluzione.  Il  lavoro  è di  1813*68'  , i P*c\,  7^°^  j 4^r‘ 


11 

20* 


Si  domanda  il  prezzo  della  tesa  <f  un  certo  lavoro  sup- 
ponendo, che  si  paghi  25469  lire,  19  soldi , 11  denari  per 
568  tese  dello  stesso  lovoro. 

Soluzione.  Il  prezzo  della  tesa  è 44  lire.,  16  soldi.,  9 


denari 


551 

568 


Si  sono  comprate  libbre  258,  marco  1 , onde  7 , grossi  5 
di  una  certa  mercanzia  per  la  somma  di  lire  3259 , soldi  1 1 , 
denari  10.  Si  domanda  il  costo  d'uno  libbra. 

Soluzione.  In  Francia  la  libbra  è 2 marchi , il  marco 
8 onde,  l’oncia  8 grossi,  ed  il  grosso  70  grani.  Una  libbra 


costa  12 


lir. 


1 1 


sol. 


,den. 


743 

"33149 


La  tesa  costa  47  lire,  1 9 soldi,  5 denari.  Si  domanda  il 
numero  delle  tese,  che  si  può  fare  eseguire  con  2728  lir.  1 7 
soldi,  10  denaro. 


Soluzione.  56 


te. 


po.  li.  10539 

3*  , 9 . 

11513 


Si  ponga  1 lira  per  1 5 tes.  4 pie.  7 poli,  di  un  lavoro: 
si  domanda  la  somma,  che  si  deve  impiegare  per  329  tes.  5 
pie.  1 1 poli.  8 Un. 

1 6 

Soluzione.  20  lir.  18  sol.  8 den.  — — . 

. 227 

Una  tasca  si  riempie  da  tre  bocche  d’acqua  versando  suc- 

2 

cessivamente  Vana  in  2 ore  , V altra  in  — del  tempo  della 

, 5 

prima,  e la  terza  nel  triplo  del  tempo  della  seconda.  Si  do- 
manda in  quanto  tempo  si  riempirà  dalle  tre  bocche  versando 
insieme. 


Soluzione.  Si  riempirà  in  minati  27 


9 

il  ’ 
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Quattro  lavoranti  possono  fare  un  lavoro , il  primo  in  un 
1 3 

ora,  U secondo  in  2 —,  il  terzo  in  3 ore  —,  «7  quarto  in 


5 ore  — . Si  domanda  il  tempo  per  eseguirsi  il  lavoro  da  que- 
2 


sti  lavoranti  lavorando  insieme. 

Soluzione.  Mezz’ora,  e minuti  3,394  prossimamente. 
Si  domanda  un  numero r cui  aggiunto  il  suo  terzo,  poi  il 
suo  quarto,  ed  il  suo  dodicesimo  dia  7. 


Soluzione.  li  numero  è 


21 

T 


Trovare  due  numeri  tali,  che , se  si  aggiunge  21  al  primo, 
la  somma  risultante  sia  quintupla  del  secondo,  e che,  se  si  ag- 
giunge 21  al  secondo , la  somma  risultante  sia  tripla  del  primo. 

Soluzione,  li  primo  è 9,  ed  il  secondo  6. 

Se  48  franchi  valgono  52  scilling hi  cf  Inghilterra,  15  edi- 
ting hi  valgono  6 fiorini  di  Germania,  50  fiorini  di  Germa- 
nia danno  7 ducati  di  Amburgo,  e 1 4 ducati  d’ Amburgo  dan- 
no 40  rubli  di  Russia:  si  domanda  quanti  rubli  daranno  fran- 
chi 2500. 

Soluzione.  Servendosi  delia  teoria  delie  frazioni  di  fra- 
zioni avremo  rubli  433  — . 

3 

Un  francese  vuol  pagare  1200  lire  sterline  a Londra,  ne 
dà  la  commissione  ad  un  banchiere  di  Parigi  col  patto,  che  gli 
darà  lJuno  per  1 00  sulla  somma  totale , che  sborserà.  Si  doman- 
da il  numero  di  franchi , che  dovrà  sborsare  al  banchiere  suppo- 
nendo, che  26  lire  sterline  facciano  1 50  rubli',  7 5 rubli  30  du- 
cati if  Amburgo ; 20  ducati  d’ Amburgo  42  piastre  di  Spagna ; e 
12  piastre  di  Spagna  65  franchi. 

Soluzione.  Facendo  uso  della  stessa  teoria  delle  frazioni 
di  frazioni  si  troverà,  che  dovrà  dare  al  banchiere  franchi 
31815. 

Si  hanno  4 sorte  di  vini,  una  di  250  fogliette  a 5 bajocchi 
la  fogliettai  l’altra  di  400  fogliette  a 3 bajocchi  la  foglietta ; la 
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terza  di  1 000  fogliette  a bajocchi  4 la  foglietta',  t la  quarta  di 
250  fogliette  a 7 bajocchi  la  foglietta.  Mescolando  questi  vini 
si  vuol  sapere  quanto  costerà  la  foglietta  della  mescolanza. 

Soluzione.  È evidente,  che  in  questo  c negii  altri  con- 
simili problemi  di  alligazione  si  moltiplicheranno  li  diversi  nu- 
meri delle  unità  da  mescolarsi  per  i prezzi  delle  unità  stesse , si 
sommeranno  i prodotti , ed  il  prezzo  totale  della  mescolanza  si  di~ 
viderà  per  la  somma  delti  numeri  parziali  delle  unità. 

Si  moltiplicherà  250  per  5,  400  per  3,  1000  per  4, 
259  per  7,  cd  i prodotti  1250,  1200,  4000,  1813  sommati 
ci  daranno  8263  pel  prezzo  della  mescolanza , che  diviso 
per  1909  somma  delle  tre  specie  di  vini  ci  darà  il  prezzo 
d'una  foglietta  della  mescolanza. 

N.  B.  S'ìntende j che  in  queste  mescolanze  le  cose  mescolate 
ritengano  il  pregio , che  hanno  disunite,  cosicché  delli  loro  prezzi 
parziali  si  formi  un  totale  prezzo  nella  mescolanza. 

Soluzione.  Il  prezzo  è 4 bajocchi,  e due  quattrini  circa. 


PROBLEMI 


Pia  ESERCIZIO  DI  ESPRIMERLI  IN  EQUAZIONI, 

E RISOLVERE  LIQUAZIONI. 

Si  hanno  due  specie  di  vino,  l’uno  a 1 0 bajocchi  la  foglietta , 
Yattra  a 1 2 $ : « domanda  quante  fogliette  si  debbono  prendere 
dell’uno  e deIYaltro  per  fare  1 000  fogliette,che  costino  1 00  scudi . 

Soluzione.  Questo  problema  differisce  dall’antecedente, 
che  in  quello  sono  date  le  quantità  da  mescolarsi,  e si  vuole 
il  costo  delia  mescolanza.  Nel  nostro  problema  è dato  il 
prezzo  della  mescolanza,  e si  vogliono  conoscere  le  quantità 
da  mescolarsi.  I problemi  della  prima  specie  si  sciolgono 
immediatamente  coH’Arilmetica  ; i consimili  al  nostro  ri- 
chieggono l’equazioni.  Si  troverà,  che  deve  prendere  1000 
fogliette  della  prima  specie,  c niente  della  seconda. 
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Si  hanno  delle  piaslre  nella  mano  dritta , e sinistra.  Se  la 
dritta  ne  da  una  alla  sinistra  hanno  ugual  numero  di  piastre , 
ma  se  la  sinistra  ne  dà  una  alla  dritta  questa  ne  ha  il  dop- 
pio della  sinistra. 

Soluzione.  La  dritta  ha  7 piastre,  e la  sinistra  5. 

Due  corrieri  portano  altistesso  istante  da  due  punti  di- 
stanti 1 000  miglia  per  venirsi  incontro.  U uno  fa  miglia  8 


alt ora , e t altro  ne  fa  6 — si  domanda  dovej  e a qual  tempo 

ó 


t'incontreranno. 

Soluzione-  S’  incontreranno  alla  distanza  di  miglia 
558  da  quello  che  fa  8 miglia  all’ora,  ed  impiegheran- 


33 

no  ore  69  — - . 

43 


Compro  alcune  canne  di  panno  a ragione  di  7 scudi  per 
5 canne;  rivendo  questo  panno  a ragione  di  1 1 scudi  per  9 
canne,  e guadagno  1 00  scudi  sopra  la  total  somma.  Si  do- 
manda quante  canne  di  panno  ho  comprato. 

Soluzione.  Comprò  canne  583  -f*  — , che  sono  state 


comprate  per  scudi  816 


-,  e sono  state  rivendute  per 


scudi  916  -t-  — . 

3 


Un  tale  compra  delle  canne  di  panno  j e dice  che  tre  canna 
gli  costano  tanto  al  di  là  di  4 paoli } che  4 gli  costano  al  di 
là  di  10  paoli:  si  domanda  il  costo  delle  canne. 

Soluzione.  Il  costo  di  ognuna  ò paoli  6. 

Un  tale  ha  due  vasi  et argento  con  un  solo  coperchio  per 
tutti  e due.  Il  primo  vaso  pesa  1 2 oncùj  e se  vi  si  mette  il 
coperchio  pesa  due  volte  più  delt altro  vaso  : ma  se  il  coper- 
chio si  pone  sul  secondo  vaso,  questo  pesa  3 volte  il  primo. 
Si  domanda  il  peso  del  secondo  vasOj  e del  coperchio. 


1 06 


Soluzione.  Il  coperchio  pesa  20  oncic,  ed  il  secondo 
vaso  16  nncie- 

Un  banchiere  ha  due  specie  di  monete;  si  richieggono  1 0 
della  prima  specie  per  fare  una  lira  sterlina , e 20  dell’altra 
per  fare  pure  una  lira  sterlina.  Ora  uno  dà  una  lira  sterlina  per 
avere  19  monete  del  banchiere;  quante  monete  riceverà  dell' una , 
e dell'altra  specie ? 

Soluzione.  Della  prima  specie  ne  riceverà  3^  della  se- 
conda 14. 

Spezzare  il  48  in  9 parti  tali , che  ciascuna  superi  l'ante- 
cedente di  £ . Si  domandano  queste  parti. 


Soluzione.  La  prima  è 3 •+■  — 


Spezzare  il  32  in  2 parti  tali,  che  A testo  della  prima  ag- 
giunto al  quinto  della  seconda  dia  6. 

Soluzione.  Le  due  parti  sono  12  e 20. 

Trovare  un  tal  dividendo,  ed  un  tal  divisore,  che  il  se- 


3 3 

condo  superando  di  — il  primo  A quoto  sia  — 
5 8 


Soluzione.  Il  dividendo  é 


9 

25  * 


Trovare  un  numero  tale,  che  presone  A quintuplo  A pro- 
dotto sia  di  tanto  al  disotto  di  40  di  quanto  l'istesso  numero 
è al  disotto  di  1 2. 

Soluzione.  Il  numero  ó 7. 

Un  tale  si  mantenne  per  3 anni  spendendo  50  lire  in  ogni 
anno;  ed  in  ciascuno  di  questi  anni  aumentava  la  parte  della 
sua  rendita , che  non  era  spesa  del  suo  terzo ; al  fine  dell i 3 
anni  trovò  duplicata  la  sua  somma  primAiva.  Quale  fu  questa? 

Soluzione.  Al  principio  aveva  740  lire. 

Una  lepre  fu  inseguita  da  un  levriere  quando  da  questo 
era  distante  di  60  dei  suoi  salti.  La  lepre  fa  9 salti  mentre 
che  il  levriere  ne  fa  6;  ma  3 salti  del  levriere  valgono  7 salti 
della  lepre : Quanti  salti  farà  il  levriere  per  raggiungere  la  lepre? 

Soluzione.  Il  levriere  dovrà  fare  72  salti  per  arrivare 
la  lepre  : in  questo  tempo  la  lepre  farà  108  salti. 
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V n padre , che  ha  3 figli j ordina  nel  suo  testamento , che 
t eredità  sia  cosi  distribuita.  Il  primo  deve  avere  una  somma 
di  1 0000  franchi  più  il  quinto  del  resto.  Il  secondo  una  som- 
ma di  20000  franchi  più  il  quinto  di  ciòj  che  resta  dopo  aver 
tolta  la  prima  parte , e li  20000  franchi.  Il  terzo  finalmente 
deve  avere  30000  franchi , più  il  quinto  di  ciò  che  resta  tolte 
h due  parti  j e li  30000  mila  franchi.  Restando  cosi  com- 
pletamente divisa  t eredità  si  domanda  questa. 

Soluzione.  L’eredità  è 81875. 

Essendo  uno  partito  da  Roma  verso  Rologna,  un"  ora  e 
mezza  dopo  gli  è stato  spedito  un'altro  a raggiungerlo.  Il  pri- 

3 , 5 

mo  fa  7 miglia  e — alt  ora  j e V altro  ne  fa  8 H — - 

domanda  dopo  quante  miglia  lo  raggiungerà. 


si 


Soluzione.  Lo  incontrerà  dopo  miglia  105  . 

I O 

3 

Un  tale  è indietro  d’un  altro  di  4 miglia  e — . Ambedue 

8 

partono  altistesso  istante,  quello  indietro  per  raggiungere  quello 
innanzi.  Il  primo  fa  1 2 miglia  alt ora j e t altro  ne  fa  8 : ti 
domanda  il  tempo j ed  il  luogo  ove  s’incontreranno. 

3 

Soluzione.  S’incontreranno  a 8 miglia  o — - dal  luogo 

di  partenza  del  secondo,  a 13  miglia  ed  — dal  luogo  di 

8 


partenza  del  primo,  e dopo  un’ora  e — dal  momento  di 
partenza  comune. 

Due  sono  partiti  alt  istesso  istante  alla  distanza  reci- 
5 

prova  di  500  passi  e — del  primo  per  incontrarsi  passeg- 
giando. R primo  fa  23  passi  in  —r  (tora_,  ed  il  secondo  ne 
fa  17  j.  La  ragione  fra  t estensione  del  passo  del  primo , e del 
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secondo  è quella  di  3 a 5-|-  Si  domanda  dove  s'incontre- 

4 

ranno. 

Soluzione.  S’incontreranno  a passi  203  — — del 

1 35  7 * 

primo. 

• Uno  aveva  6 lire  quando  tirò  il  salario  di  5 mesi:  dopo 

3 

2 mesi  aveva  speso  i—  del  suo  denaro , ma  riscosso  il  sa~ 

4 

lario  di  questi  due  mesi  si  trovò  con  99  lire.  Quanto  aveva  al 
mese  ? 

Soluzione.  Lire  30. 

Uno  ha  lasciato  ai  nepoli  120000  scudi , cioè  12000  a 
ciascun  maschio ; e 9000  a ciascuna  femmina.  Se  avesse  la- 
sciato 9000  ai  maschi j e 1 2000  alle  femmine  sarebbero  avan- 
zati 9000  scudi.  Quanti  sono  gli  unij  e le  altre  ? 
Soluzione.  7 maschi,  e 4 femmine. 

Un  mercante  compra  della  roba,  che  poi  rivende  per  2000 
scudi  di  più  di  quello  che  l'ha  pagata.  In  questa  vendita  gua- 
dagna il  1 0 per  1 00.  Quale  è il  costo  primitivo  ? 
Soluzione.  18000. 

Dando  5 soldi  per  uno  a dei  poveri  mi  mancano  31  soldi j 

ma  dandone  2 me  ne  avanzano  2.  Quanti  sono  i soldi  ed  i 

». 

poveri. 

Soluzione.  Soldi  24,  e poveri  11. 

Un  contadino  porta  delle  uova  al  mercato , ed  al  primo  av- 
ventore ne  vende  la  metà  più  | 3 ad  un  secondo  la  metà  delle 
rimanenti  ed  ^ j ad  un  terzo  la  metà  delle  rimanenti  ed  J : 
dopo  di  che  non  gli  restano  che  2.  Quante  uova  aveva  al  prin- 
cipio ì 

Soluzione.  Ne  aveva  23. 
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PER  ESERCIZIO  DELLE  PROPORZIONI,  E DELLE  PORMOLB  GENERALI 
DA  QUESTE  RICAVATE. 


Un  tale  morendo  lasciò  1 40000  scudi  avendo  la  moglie  in- 

2 

cinta  j e dispose  , che  nascendo  un  maschio  avesse  i — del- 


Uereditdj  e V altro  terso  la  madre  ; nascendo  una  femmina 

2 

avesse — la  madre  j od  un  terso  la  figlia.  Accade , che  na- 

3 « 


scono  insieme  un  maschio  ed  una  femmina.  Come  distribuire- 
ste l'eredità  ? 

Soluzione.  Al  maschio  80000  scudi:  alla  femmina  20000: 
alla  madre  40000. 

Francesco  impiegò  U 3 agosto  un  capitale  di  scudi  3695 
presso  un  banchiere  alla  ragione  del  5 per  1 00  all’anno  con 
patto  di  ritirarlo  il  di  15  di  decembre  dello  stesso  anno.  Si 
vuol  sapere  quanto  abbia  fruttato  in  tal  tempo } e quanto  Fran- 
cesco abbia  ritirato  in  fine  tra  capitale  e frutto. 

Soluzione.  Il  frutto  è stato  di  scudi  1360.  99  in  circa. 

Un  negoziante  a Roma  dovendo  rimettere  a JParigi  fran- 
chi 4789,  e soldi  12  al  cambio  di  Roma  a 1 08  J-  , domanda 
quanti  scudi  romani  pagherà  ? 

Soluzione.  Il  franco  si  divide  in  100  centesimi:  ma  si 
divide  anche  iu  20  soldi,  ed  il  soldo  in  5 decimi.  Si  dice, 
che  il  cambio  di  Roma  e 1 08  * con  Parigi  : ciò  vuol  dire, 
che  Roma  dà  1 scudo  per  avere  soldi  108  J,  o 108.  5. 
Per  risolvere  il  problema  coi  metodi  dati  si  dirà.  Un  fran- 
co fa  20  soldi,  1 08.  5 soldi  fanno  uno  scudo.  Ciò  fissato  si 
troverà  che  a Roma  dovrà  pagare  scudi  882.  87. 

Un  negoziante  a Roma  dovendo  pagare  a Vienna  fiorini 
3475  correnti  al  cambio  di  Roma  con  Vienna  a bajocchi  47  J 
o 47.5  , domanda  quanti  scudi  pagherà. 

Soluzione.  Il  cambio  di  Roma  a 47.  5 vuol  dire,  che 


110 


a Roma  si  danno  bajocchi  47.  5 per  un  fiorino  corrente: 
si  stabilirà  dunque,  che  1 fiorino  fa  bajocchi  47.  5,  e 100 
bajocchi  fanno  uno  scudo.  Ciò  posto  dovrà  pagare  scudi 
1650.  62  in  circa. 

Al  contrario  uno  di  Vienna  vuol  pagare  in  Roma  4635 
scudi  supposto  il  cambio  di  Vienna  con  Roma  di  47.  8 ba- 
jocchi romani.  Si  domanda  quanti  fiorini  correnti  pagherà  a 
Vienna. 

Soluzione.  Fiorini  9696,  e carantani  39.  Il  fiorino  si 
divide  in  60  carantani. 

Si  hanno  1 200  cavalli  da  distribuirsi  a tre  reggimenti  di 
dragoni  in  ragione  dei  loro  numeri.  Ora  il  numero  del  primo 
reggimento  i a quello  del  secondo  come  11  a 8,  ed  il  numero 
del  primo  reggimento  è a quello  del  terso  come  g a 7.  Si  do- 
manda quanti  cavalli  toccheranno  a ciascun  reggimento. 

Soluzione.  Pel  primo  reggimento  cavalli  479  — , pel 


12  18 
secondo  348  — , pel  terzo  372  — . 

31  r 31 


Distribuire  21375  cartucce  da  fucile  a tre  distaccamenti 
in  ragione  dei  loro  numeri , che  sono  come  3,  5,  11. 

Soluzione.  Al  primo  cartucce  3375,  al  secondo  5625, 
al  terzo  12375. 

Qual  deve  essere  il  numero  dei  mesi  onde  la  ragione  fra 
capitale  al  principio  di  questi  mesi , ed  il  capitale  e fruiti  al 

3 '. 

termine  di  questi  sia  3 — , supponendo , che  il  frutto  sia  alla 


ragione  del  A -ì — — per  1 00  alt  anno. 

5 

Soluzione.  Mesi  657  4-. 

7 

Qual  deve  essere  il  capitale  e frutti  alla  fine  di  27  me- 
si j onde  il  frutto  di  1 200  scudi  sia  alla  ragione  di  — 
per  100  all’anno. 


t 
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SoLUZtONE.Dcve  essere  il  capitale  e frulli  scudi  1200.75. 
Avendosi  un  capitale  di  scudi  1 300,  si  domanda  qual  debba 
2 

essere  il  suo  frutto , onde  » — del  frutto  di  1 00  sia  inferiore 
di  esso  di  scudi  73. 


Soluzione.  11  frutto  del  dello  capitale  deve  essere  scu- 


di 76 


35 
37  ' 


Due  sodi  contribuiscono  somme }che  sono  nella  ragione  di 
3 a 7 : « domanda  la  ragione  dei  mesi , che  debbono  essere 
tenuti  a frutto , onde  siano  uguali  » loro  frutti  parziali. 
Soluzione.  La  ragione  è quella  di  7 a 3. 

Essendo  3 la  ragione  dei  frutti  parziali  di  due  sociij  e 5 
quella  dei  mesij  in  cui  tengono  a frutto  « loro  capitali,  si  do- 


mandano i due  capitali  contribuiti  nell'ipotesi , che  — del  capi- 

8 


tale  del  primo  superi  di  — il  capitale  del  secondo. 


Soluzione.  II  primo  capitale  è 


24 

éT  ' 


Un  padre  ha  40  anni,  ed  il  figlio  12/  si  domanda  in 
qual  tempo  il  padre  avrà  il  triplo  dell’età  del  figlio. 

Soluzione  dopo  4 anni. 

Molti  associati j che  indicherò  per  Aj  B , C ec.  avendo 
guadagnato  una  somma  se  la  dividono  cosi  fra  lorOj  che  il 
primo  prende  1 0 scudi , ed  il  sesto  di  ciò  che  resta  : il  se- 
condo 20  scudi  , ed  il  sesto  di  ciò,  che  resta  tolta  la  por- 
zione del  primo  ed  i 30  scudi  : il  terzo  prende  30  scudi,  ed 
il  sesto  di  ciò  che  resta  tolte  le  porzioni  degli  altri  due , ed 
i 30  scudij  e cosi  di  seguito.  Ora  trovandosi  tutti  con  por- 
zioni uguali  si  vuol  sapere  la  somma  totale,  ciò  che  è toc- 
cato a ciascuno j e quanti  sono  i sodi. 

Soluzione.  La  somma  è 250  scudi,  la  porzione  di  cia- 
scuno é 50,  e gli  associali  sono  5. 
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EQUAZIONI  DA  RISOLVERSI  PER  ESERCIZIO. 
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1 ,  Abbiamo  veduto  ii  vantaggio,  che  si  ricava  (A.  1 35, 

136  ...)  dall’esprimere  le  quantità,  e le  operazioni  coi  se- 
gni generali;  egli  è dunque  necessario  un  trattalo  dove  si 
calcolino  le  grandezze  senza  (issare  i loro  valori,  e coi  sim- 
boli generali,  onde  poi  risolvere  in  tutta  la  loro  estensione 
i problemi  nei  quali  eziandio  non  è (issalo  il  valore  delle 
quantità.  Questo  trattato  6 chiamalo  da  noi  Aritmetica  ge- 
nerale, perché  le  quantità  si  considerano  nelle  generalità, 
o illimitazione  dei  loro  valori. 

2.  Per  far  ciò  si  é veduto,  che  le  quantità  si  rappre- 
sentano colle  lettere  dell’alfabeto  latiuo,  c di  qualunque  al- 
tro alfabeto,  se  le  prime  non  bastino;  perchè  appunto  que- 
sti simboli  non  indicano  alcuna  grandezza  determinata.  Così 
si  dirà  a danari } c canne j d leghe  cc.,  le  quali  espressioni 
vogliono  dire  un  numero  qualunque  di  denari } di  canne,  di 
leghe,  a differenza  dell’Aritmetica,  che  dice  per  es.  1 scudi, 
8 canne,  9 leghe  cc.,  determinando  sempre  l’estensione  della 
grandezza. 

3.  Le  quattro  operazioni  si  esprimono  coi  dati  segni 
(A.$.89.)  -+-  per  la  somma,  — per  la  sottrazione,  . o X 
per  la  somma,  c la  linea  sotto  il  dividendo,  e sopra  il  di- 

A.G.  1 
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risorti,  o i due  punii  verticali  fra  l’uno  e l’altro  nella  di- 
visione. 

Cosi  a -4-  b esprime  la  somma  di  a con  b ; a — b la 
sottrazione  di  b da  a ; a . b , a X b la  moltiplicazione  da 

farsi  dei  due  fattori  o , b ; e finalmente  , a:  b iudi- 

0 


cano  la  divisione  di  a per  b. 

4,  Quando  una  lettera  si  debba  ripetere  un  certo  nu- 
mero di  volte  gli  si  pone  innanzi  immediatamente  questo 
numero.  Così  se  a dovesse  ripetersi  nove  volte  si  scrive- 
rebbe 9a  ; e 3a , 5 a,  esprimono,  che  a è ripetuta  3 e 5 
volte.  Il  numero  posto  innanzi  la  lettera  si  dice  il  suo  coef- 
ficiente, così  in  5a  il  5 è coefficiente  di  a. 

5.  Di  queste  quantità  altre  sono  omogenee , ed  altre  ete- 
rogenee. Le  omogenee  sono  quelle  le  quali  riferendosi  alla 
stessa  unità  sono  espresse  dalla  stessa  lettera  ; tali  sono 
3o  franchi,  5 a franchi.  Se  poi  siano  espresse  da  lettere  dif- 
ferenti si  chiamano  eterogenee  come  8a,  Ib. 

Eseguiamo  le  quattro  operazioni  sulle  espressioni  del- 
l’Aritmetica generale. 


paini» 


DELLE  OPERAZIONI  SULLE  QUANTITÀ’  INTERE 
DELL’  ARITMETICA  GENERALE. 

ADDIZIONE 

6.  In  questa  operazione  le  quantità,  che  si  debbono  ag- 
giungere o sono  omogenee,  o eterogenee  (§.  5.).  Nel  pri- 
mo caso  si  riducono  ad  una  sola  coll’addizione  de’coeffi- 
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cicliti  scrivendo  dopo  il  numero  risultante  la  lettera  co- 
mune. Cosi  l’addizione  delle  quantità  3n,  7a,  2a  sarà  V2a. 

7.  Se  le  quantità  saranno  eterogenee  si  scriveranno  l’una 
dopo  l’altra  col  segno  dell'addizione;  quindi  la  somma  delle 
tre  quantità  2 a,'  36,  5 e sarà  2a  -+•  36  -+-  Se. 

8.  Può  avvenire,  che  le  quantità  da  sommarsi  contengono 
anche  il  segno  meno.  Se  si  dicesse,  che  un  tale  aveva  Sa 
franchi,  ma  ne  spese  76;  che  in  un’altra  circostanza,  aven- 
do 96  franchi,  ne  ha  spesi  4a,  ma  che  poi  gii  furono  dati 
6c  franchi;  finalmente,  che  in  un  terzo  caso  avendo  Se  ne 
ha  spesi  la,  e 46,  e si  volesse  l’espressione  di  ciò  che  ha 
totalmente:  è evidente,  che  i tre  averi  sarebbero  espressi 
da  Sa  — " 76,  — 4 a — f-  96  — t—  6c,  — la  — 46  -4—  5c,  e si  do- 
vrebbero sommare  queste  3 quantità. 

9.  Questo  tre  quantità  si  chiamano  polinomii , perchè 
per  polinomio  s'intende  una  quantità  formata  di  diversi  ter- 
mini separati  dal  segno  -+-  o — , mentre  i parziali  ter- 
mini si  chiamano  monomii. 

10.  Per  sommare  i dati  polinomii,  si  scrivono  l’uno  sotto 
l’altro  facendo  corrispondere  in  linee  verticali  i monomii 
omogenei.  Ecco  l’esempio. 

5a  — 76 

■ — — 4a  -4-  96  •+•  6c  • 

— la  — 46  -t-  5e 

— 6a  — 26  -4—  Ile 

Ciò  fatto  si  sommi  ciascuna  linea  facendo  una  riduzione 
de’coeflìcicnti,  e scrivendo  il  numero  dopo  la  lettera  comune. 
Così  nella  prima  linea  del  coefficiente  5 si  leverà  4,  e dal 
risultamenlo  1 si  toglierà  il  terzo  coefficiente  7:  dunque  la 
riduzione  dei  tre  coefficienti  ci  darà  — 6,  appresso  al  quale 
scritto  a avremo  — Co.  S’intende  sempre  il  segno  più  quando 
altro  segno  non  si  scrive  nel  primo  termine  del  polinomio. 


4 


Nella  seconda  linea  abbiamo  i coefficienti  — 7,  -4-9, — 4, 
che  ridotti  danno  — 2:  dunque  il  risultamcnto  é — 26, 
e cosi  per  l’ultima  linea  avremo  -M  le. Da  ciò  si  vede  chiaro, 
che  nell'addizione  dell’aritmetica  generale  non  sempre  si  fa 
l’addizione,  o l’aggiunta,  perché  vi  accade  anche  la  sottra- 
zione; quindi  più  propriamente  si  dovrebbe  chiamare  ridu- 
zione. 

1 1 . Dopo  ciò  possiamo  dare  la  seguente  regola  per  la 
somma  dei  polinomio  Disposti  gii  uni  sotto  gli  altri  in  guisa 
da  formar  colonne  dei  monomii  omogenei  o della  stessa  lettera. 
Se  i monomii  siano  eterogenei  nel  luogo  della  somma  si  scri- 
vono l'uno  appresso  all'altro  coi  loro  segni.  Se  poi  siano  omo- 
genei si  fa  la  riduzione  dei  coefficienti  scrivendo  dopo  il  numero 
risultante  la  lettera  comune. 

12.  Da  ciò,  che  abbiamo  stabilito  si  ricava,  che  la  som- 

ma della  nostra  aritmetica  generale  differisce  dalla  som- 
ma deH’aritmclica,  che  in  questa  si  sommano  quantità  della 
stessa  natura,  per  esempio  o tutti  crediti,  o tutti  debili: 
uella  somma  poi  coi  simboli  generali  si  possono  sommare 
quantità  di  relazioni  opposte,  come  sono  per  esempio  cre- 
diti c debiti  ( 8.  ).  Ciò  proviene  dalla  indetermina- 

zione delle  grandezze  , per  cui  prima  di  fare  la  somma 
non  si  possono  eseguire  le  riduzioni  delle  quantità  di  se- 
gno contrario.  Per  esempio  nel  (§.  8.)  si  diceva,  che  uno 
aveva  5 a franchi,  ma  poi  spese  7 b franchi,  ed  in  un  al- 
tra circostanza  avendo  9 b franchi  ha  spesi  4a  franchi , e 
poi  ha  ricevuto  6c  franchi.  Se  invece  di  queste  indeter- 
minazioni di  quantità  si  fosse  detto,  che  in  una  circostanza 
aveva  1 2 franchi,  e poi  ne  spese  7 : ed  in  uu’allra  avendo 
franchi  1 5 ne  spese  9,  e poi  ricevette  5.  Prima  di  fare  la 
somma  dei  suoi  averi  si  farebbero  tutte  le  riduzioni  dei 
detti  numeri  dicendo  Nella  prima  circostanza  aveva  1 2 e 
spese  7,  dunque  gli  rimasero  5.  Nell'altra  avendo  15  spese 
9,  dunque  rimase  con  6,  a cui  aggiunti  i 5 dopo  ricevuti, 
aveva  tutto  insieme  1 1 . Dopo  ciò  si  sarebbe  sommalo  il 
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5 coll’  W,  e si  sarebbe  dello,  che  questo  tale  in  ultimo 
aveva  tutto  insieme  16  franchi.  E qui  l'ultima  operazione 
sarebbe  stata  di  somma.  Ma  potrebbe  essere  anche  di  sot- 
trazione. 

Se  si  dicesse  un  tale  avendo  13  scudi  ne  ha  spesi  17: 
ed  in  un  altra  circostanza  avendo  speso  11  scudi,  ne  ha 
ricevuti  20.  Nel  primo  caso  gli  sarebbero  rimasti  4 scudi 
di  debito,  c nel  secondo  9 scudi  di  credito,  dunque  per 
avere  i’  ultimo  risultamcnto  si  sarebbe  dovuto  togliere  4 
da  9,  ed  il  5 avrebbe  indicato,  che  in  ultimo  avrebbe  avuto 
5 scudi. 

1 3.  Perchè  poi  nella  somma  colle  lettere  prima  di  farla 
non  si  possono  eseguire  le  sottrazioni  indicate  nei  diversi 
polinomii,  perciò  la  somma  è mista  di  somma,  e sottra- 
zione. Nell’esempio  (§.  10.)  il  — 4a  si  sommava  col  — 7o, 
ma  il  — Ila  risultante  si  è poi  sottratto  da  5 a. 

14.  Un’altra  differenza  fra  la  somma  dell’aritmetica,  e 
la  somma  dell’aritmetica  generale  è,  che  in  quella  di  neces- 
sità tal’  operazione  si  eseguisce  sommando  le  eolonnc  da 
dritta  a sinistra  : nell’altra  somma  poi  si  può  cominciare 
dove  si  vuole,  anche  dal  mezzo,  e ciò  perchè  nelle  colonne 
numeriche  dieci  unità  danno  un’unità  da  portarsi  nella  co- 
lonna seguente  a sinistra.  Fra  le  colonne  poi  delle  lettere 
non  essendovi  alcuna  relazione,  non  si  limila  l’ordine  del- 
l’operazione. Si  suole  però  cominciare  dalla  prima  colonna 
a sinistra,  perchè  l’operazione  proceda  come  presso  noi  si 
legge,  e si  scrive. 


SOTTRAZIONE 

1 5.  La  sottrazione  è un  operazione  per  la  quale  si  cerca 
la  differenza  fra  due  quantità . È evidente.,  che  la  sottrazione 
di  h da  a sarà  espressa  da  a — b.  Se  si  volesse  la  sottra- 
zione nelle  due  quantità  — è si  dovrebbe  ragionare  cosi. 
Con  questa  sottrazione  si  vuol  trovare  di  quanto  — b è 
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al  di  soilo  di  a,  ossia  cosa  gli  si  deve  aggiungere  per  ar- 
rivare ad  a:  ora  è evidente,  che  gli  si  deve  aggiungere  pri- 
ma il  + 4,  onde  togliere  — 6,  e poi  aggiungere  a : dun- 
que il  risultamene  della  sottrazione  sarà  a-f-4. 

16.  Finalmente  si  debba  fare  la  sottrazione  fra  le  due 
quantità  a,  e — b.  Incomincio  a togliere  il  e da  a,  ed  avrò 
a — e : ma  non  si  doveva  togliere  tutto  il  e,  ma  e — b , 
cioè  il  e diminuito  di  b , dunque  si  é tolto  troppo,  e si  è 
tolto  troppo  la  quantità  b : dunque  il  residuo  a — e si 
deve  crescere  di  b , e perciò  il  risultamento  della  sottra- 
zione esattamente  sarà  a — e-+-  b. 

1 7.  Osservando  questi  tre  casi,  in  cui  si  comprendono 
gli  altri,  si  vedrà,  che  nella  sottrazione  si  debbono  mutare  i 
segni  al  minutore  j ed  allora  V operazione  si  riduce  alla  somma. 
Per  es.  quando  la  sottrazione  si  faceva  tra  a,  — b abbiamo 
avuto  a-+-4:  ma  se  si  muta  il  segno  al  — b,  ed  il  b risul- 
tante si  somma  colla  quantità  a,  avremo  appunto  a-+-4. 

Nel  terzo  caso,  in  cui  la  sottrazione  era  tra  le  quan- 
tità a,  c — 4,  mutando  i segni  al  minutore  c — 4,  avre- 
mo — c •+ -4,  che  aggiunto  al  minuendo  a ci  darà  a — c-t-4, 
come  abbiamo  avuto. 

18.  Dunque  la  regola  della  sottrazione  è : mutale  i se- 
gni al  minutore  scrivendo  i segni  contrani  al  di  sotto  dé’segni 
proprii  e poi  del  minuendo , e del  tninulore  fate  la  somma  colla 
regola  data  (§.  11.).  Ecco  gli  esempii.  i 

esempio  1.” 

5 a — 74  -+-12c  — r 
— 3«  — 44  -f-  6c  — d 


8a  — 34  6c  ■+■  d — r 
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— 13m  -t-  5n  — 6r  -t-  8m 

— 7 m — 2 n — 4r  ■+•  3w 


— 6 m -+•  In  — 2r  •+•  5v 


Nel  primo  esempio,  cambiati  i segni  del  minutare,  si 
dovrà  sommare  5 a con  3 a,  dunque  avremo  8a;  inoltre  si 
deve  sommare  — 7 b con  4 b,  dunque  sarà  — 3b.  Poi  si  deb- 
bono sommare  1 2r,  — 6 c,  ed  abbiamo  -t*  6 c.  Finalmente  la 
somma  di  -+-d  con  — r si  esprimerà  scrivendo  -4 -d—r. 

1 9.  La  detta  mutazione  di  segni  può  provarsi  anche  cosi. 
Si  domandi  la  differenza  fra  a,  c c — b : si  esprima  que- 
sta differenza  per  x.  Se  c — b si  supponga  minore  di  a, 
la  x sarà  quanto  va  aggiunto  alla  quantità  minore  c — b 
onde  ottenere  la  maggiore  a : dunque  x -+-  c — b «=  a,  ed 
(Ar.  §.  81.)  x = o — c-t-à,  dove  il  risultamcnto  x della 
sottrazione  è dato  come  innanzi  (§.  16.). 

Se  c = 0 x sarà  la  differenza  fra  a,  c — b , c dalla 
equazione  antecedente  avremo  x = a ■+■  b come  nel  secondo 
caso  della  sottrazione  ($.  15.). 

20.  Ecco  anche  un’altra  prova  della  mutazione  dei  se- 
gni nella  sottrazione.  Fissiamo,  che  il  residuo  della  sottra- 
zione rimane  Io  stesso  se  al  minuendo,  ed  al  minutorc  si 
aggiunge  la  stessa  quantità,  perché  nel  togliersi  il  minu- 
tore  dal  minuendo  si  annullano  le  quantità  uguali  ad  essi 
aggiunte.  Ciò  posto  si  debbe  sottrarre  b — c da  a.  Si  ag- 
giunga ad  ambedue  queste  quantità  la  quantità  — b +c,  di- 
venteranno b — c — b -He,  a — b -f-c:  ma  la  prima  è evi- 
dentemente zero;  dunque  si  deve  sottrarre  zero  da  a — 
dunque  questo  è il  residuo.  Se  b = 0 il  risultamento  della 
sottrazione  fra  a — b,  sarà  a b. 

21.  Osservando  questo  risultamcnto  si  vede,  che  il  re- 
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sitino  (li  questa  sottrazione  è maggiore  del  minuendo:  quin- 
di non  si  deve  dire  il  residuo  del  togliersi  il  — b da  a; 
ma  piuttosto  si  devo  dire  la  differenza,  che  passa  fra  o,  e é, 
che  in  questo  caso  deve  essere  maggiore  della  stessa  a. 
Infatti  il  domandare  di  quanto  a supera  — b è domandare 
di  quanto  per  es.  è piu  ricco  uno,  che  ha  scudi  odi  cre- 
dito di  un  altro,  ehe  ha  scudi  b di  debito:  ora  è evidente, 
che  il  primo  è più  riero  del  secondo  di  « 4-  b,  perché  il 
secondo  per  arrivare  al  primo  deve  avere  denaro  b per  estin- 
guere il  suo  debito  — b , c di  più  deve  avere  a,  onde 
arrivare  al  credito  o.  Quindi  I’  aritmetica  generale  ci  dà 
idea  più  estesa  della  sottrazione:  perchè  nciraritmetica  sem- 
plice sempre  da  un  numero  si  toglie  un  altro , c quindi 
il  residuo  è sempre  minore  del  minuendo;  ciò,  che,  come 
abbiamo  veduto,  non  avviene  sempre  nella  sottrazione  del- 
l’aritmetica generale.  Perciò  la  definizione  che  si  deve  dare 
della  sottrazione  dcH’arilractica  generale  e quella  data  (§.15.). 
È una  operazione  per  la  quale  si  domanda  la  differenza  fra 
due  quantità.  Se  queste  saranno  dello  stesso  segno  P ope- 
razione sarà  un  vero  togliere,  ed  il  residuo  sarà  minore 
del  minuendo  : se  poi  saranno  di  segno  differente  la  sot- 
trazione sarà  un  aggiungere  il  minutore  al  minuendo,  e 
perciò  il  residuo  sarà  maggiore  di  questo. 

MOLTIPLICAZIONE 

22.  La  moltiplicazione  delle  lettere  per  convenzione  ti  esi- 
guisce  unendole  senza  segno.  Cosi  il  prodotto  di  a,  b,  c,  si 
esprime  con  abc.  Se  le  lettere  abbiano  coefficienti  si  ese- 
guisce la  loro  moltiplicazione  come  nei  numeri  : quindi  il 
prodotto  delle  quantità  2a,  3m,  5 n sarà  30amn. 

23.  Se  si  debbono  moltiplicare  i monomii  2a,  3a,  4 a,  5 «, 
si  avrà  120«aa«.  Si  sogliono  semplificare  questi  prodotti, 
che  contengono  la  stessa  lettera  ripetuta,  col  porre  nel  ver- 
tice di  una  un  numero,  che  esprima  quante  volte  dovrebbe 
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essere  ripetuta.  Nel  caso  antecedente  si  scriverebbe  1 20a*. 
Così  invece  dei  prodotti  aaaaa,  44,  ccc,  si  scriverebbe  o5, 
4 *,  c3,  che  si  leggono  a a cinque , b a due,  c a tre , o sem- 
plicemente a cinque , b due,  c tre. 

24.  Il  numero,  che  si  pone  nel  vertice  della  lettera  si 
chiama  il  suo  esponente  ; dunque  V esponente  di  una  lettera 
esprime  quante  volte  la  lettera  dece  essere  ripetuto  per  mezzo 
della  moltiplicazione , Si  vede  poi  chiaro,  che  questo  espo- 
nente supera  di  una  unità  il  numero  delle  moltiplicazioni, 
che  si  debbono  fare  della  lettera  sottoposta  nella  sua  ri- 
petizione, perchè  nella  prima  moltiplicazione  impiegandosi 
due  volte  la  lettera  avviene,  che  si  debba  fare  una  molti- 
plicazione di  meno  del  numero  delle  ripetizioni.  Così  o5 
mostra,  che  la  lettera  a deve  essere  ripetuta  cinque  volle 
come  fattore,  mentre  che  in  queste  ripetizioni  non  si  fanno 
che  quattro  moltiplicazioni  espresse  dai  4 punti  in  a.a.a.a.a  . 

25.  Confrontando  le  destinazioni  dei  coefficienti  (§.  4.) 
c degli  esponenti  (§.  23.)  si  vede,  che  gli  uni,  e gli  altri 
ripetono  le  lettere  appresso  o sottoposte,  ma  il  coefficiente 
ripete  la  sua  lettera  colla  operazione  di  somma  , mentre 
l’esponente  ripete  la  sua  lettera  colla  moltiplicazione. 

26.  Se  le  quantità  coll" esponente  si  debbano  moltiplicare  si 
vegga  se  abbiano  la  stessa  lettera,  o lettera  differente.  In  que- 
sto secondo  caso  per  la  regola  generale  (§.  22.  ) si  uniran- 
no senza  segni.  Cosi  a 3 da  moltiplicarsi  per  45  darà  a3  45. 
Se  poi  abbiano  la  stessa  lettera,  si  scriverà  questa  una  sola 
volta  dandogli  per  esponente  la  somma  degli  esponenti  de' fat- 
tori. Sia  a5  da  moltiplicarsi  per  a3.  Il  prodotto  sarà  a8.  I 
prodotti  di  a”'  per  a",  di  a”  per  a *,  di  a per  ar  saranno 
«*,+n  , am+a  , ar+I.  La  regola  generale  della  moltiplica- 
zione è di  unire  tutte  le  le  lettere  senza  segno  (tj.  22.)  : 
ma  in  a5  ci  sono  cinque  a,  in  a3  ci  sono  tre  a;  dunque 
nel  prodotto  vi  dovranno  essere  otto  a , ossia  o ripetuta 
otto  volto  come  fattore,  ciò  che  si  esprime  con  a8  (^.  23.); 
dove  si  vede,  che  nel  prodotto  si  é scritta  la  lettera  co- 
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mune  a dandogli  per  esponente  la  somma  degli  esponenti 
de’fattori. 

27.  Vediamo  ora  come  si  moltiplicano  i polinomii.  La 
moltiplicazione  dei  polinomii  s'indica  facendo  uso  delie  pa- 
rentesi. Così  a - 4-6  — 2c  da  moltiplicarsi  per  a si  espri- 
me con  (a  -f - b — 2c)a  ; ed  a — Ab  -4-  5c  da  moltiplicarsi 
per  m — 2r  -t-  p si  esprime  con  (a — 4A-t-5e)  (m — 2 r-4-p). 
Si  chiudono  fra  parentesi  per  indicare,  che  tutti  i monomii 
dentro  parentesi  si  debbono  moltiplicare  per  le  quantità  fuori. 

Se  poi  un  polinomio  fosse  moltiplicato  per  una  quan- 
tità, questa  si  porta  fuori  di  parentesi  scriveudo  dentro  la 
somma  du’suoi  moltiplicatori  : così  a36*  — a6b  -+•  5 a’c  = 
a’(ai*  — a$b  •+•  5c). 

Sia  ora  da  moltiplicarsi  a — b per  c — d.  Si  moltiplichi  a 
per  c,  secondo  la  regola  data  avremo  oc  : ma  non  si  deve 
moltiplicare  tutto  a per  c,  ina  a diminuito  di  b per  c:  dunque 
dentro  a si  è lasciato  il  valore  b , che  si  doveva  togliere, 
e quindi  si  é moltiplicato  implicitamente  per  c:  dunque  il 
prodotto  oc  è troppo  forte  di  bc:  dunque  ac — bc  sarà  il  giu- 
sto prodotto  di  a — b per  c.  Ma  non  si  deve  moltiplicare 
a — b per  tutto  c,  ma  per  c diminuito  di  d;  dunque  den- 
tro c si  è lascialo  questo  valore  d , pel  quale  si  è moltipli- 
cato a — b , che  non  si  doveva  : per  correggere  dunque 
l’errore  si  moltiplicherà  a — b per  d , ed  il  prodotto  si  sot- 
trarrà da  ac  — bc  : ma  a — b moltiplicato  per  c,  ha  dato 
oc  — bc  : dunque  a — b moltiplicato  per  d darà  ad — bd : 
questo  si  deve  togliere  da  ac  — bc , dunque  mutati  i segni, 
come  richiede  la  sottrazione  (§.  18.),  sarà  ac — bc — ad-hbd 
il  prodotto  domandalo  di  a — b per  c — rf. 

28.  Diamo  un'altra  dimostrazione  di  questa  moltiplica- 
zione dn’polinomii.  Si  ponga  i+ias,  sarà  x — a — b. 
Si  moltiplichi  la  prima  equazione  per  c avremo  «c-4-àc«=ac, 
ed  xc=  ac  — bc.  Si  moltiplichi  la  seconda  equazione  per  c , 
indicando  I’  operazione  del  secondo  membro  , ed  avremo 
are  =a  (a  — b)  c : dunque  (a  — b)  c,  ed  ac  — bc  hanno  lo 
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stesso  valore  re  : dunque  sono  uguali , e perciò  sarà 
(a  — b)  c<=>  ac  — bc. 

29.  Si  ponga  ora  a;  -f-  6 = a , y -t - d=*c  dalle  quali 
x <=  a — b , y = e — d.  Si  moltiplichino  le  prime  equa- 
zioni fra  loro,  è evidente  che  per  moltiplicare  x -+•  b per 
y -t-  d , prima  si  moltiplicheranno  i due  termini  dix-t-ó 
per  y,  e poi  per  d : avremo  dunque  il  prodotto  xy-f-  by 
-+-j cd-ì-db:  dunque  le  due  prime  equazioni  moltiplicate 
ci  danno  xy  -t-Ay  -+-  dx  -+-  db  = ac.  Si  sostituiscano  ora 
in  by,  c dx  i valori  di  y,  e dia;  ricavati  dalle  due  equa- 
zioni y = c — d,  x <=  a — b , ed  avremo  b(c — d),d(a — b), 
ora  (§.  28.)  fatti  in  queste  espressioni  i prodotti  avremo 
bc  — bd,  ad  — bd  : dunque  sarà  xy-\ - bc  — bd  -+-ad—tbd 
-f-  bd  = ac , ossia  riduccndo,  c trasportando  xy=ac — bc 
— ad-i-bd:  ma  esprimendo  la  moltiplicazione  delle  due 
equazioni  x—a — b,  y—c — d abbiamo  xy=(a—b)  ( c—d)  : 
dunque  (a — b)  (c  — d)  = ac  — bc  — ad-i-bd , come  sopra 
($•  27.) 

30.  Osservando  questo  risultamcnto  della  moltiplicazione 
de’polinomii  si  conosce  il  metodo  da  tenersi.  Prescindendo 
dai  segni,  i monomii  del  moltiplicando  si  sono  moltiplicati 
successivamente  per  i monomii  dei  moltiplicatore.  Cosi  a,  b 
si  sono  moltiplicati  prima  per  c,  poi  per  d,  e si  sono  avuti 
i prodotti  ac,  bc,  adj  bd.  Riguardo  ai  segni,  nella  moltipli- 
cazione dei  monomii  di  segni  simili  e ; — e — si  è 
avuto  -t-,  e di  segni  dissimili  — -j-,  — si  è avuto  — . 
Infatti  -+-  a,  -+-c,  — b,  — d,  hanno  dato  i prodotti  positivi 
ac,  bd ; e — b,  -+-  c;  -4-  a,  — d hanno  dato  i prodotti  ne- 
gativi — bc,  — ad. 

31.  Ecco  dunque  la  regola  per  la  moltiplicazione  dei 
polinomii.  Tutti- i monomii  del  moltiplicando  si  moltiplicano 
successivamente  per  tutti  i monomii  del  moltiplicatore,  avver- 
tendo, che  i monomii  di  segni  simili  daranno  il  positivo,  ed  i 
monomii  di  segni  dissimili  daranno  il  segno  negativo.  Si  suol 
dire  dai  maltematici,  che  » segni  simili  moltiplicati  fra  loro 
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danno  il  positivo,  ed  i segni  dissimili  moltiplicati  danno  il  ne- 
gativo. 

32.  Questa  espressione  si  può  tenere  in  pratica,  ma  co- 
me suona  non  è vera,  perché  se  si  ritorna  sulla  moltipli- 
cazione di  a — A per  c — d fatta  di  sopra  (§.  27.)  col  ra- 
gionamento si  vedrà,  che  non  si  è fatta  mai  una  moltipli- 
cazione di  segni,  ma  i segni  dei  risultamento  sono  venuti 
da  correzioni  di  errori  commessi  per  necessità.  Cosi  non 
si  è moltiplicato  mai  — A per  •+•  c,  ma  non  essendosi  po- 
tuto togliere  il  b da  a prima  di  moltiplicare  questa  quan- 
tità per  c il  prodotto  ac  si  é trovalo  troppo  forte  del  pro- 
dotto bc , dunque  questo  si  è sottratto,  e si  è avuto  ac — bc. 
Cosi  ancora  non  si  é moltiplicato  -+-  a per  — rf,  né  — b 
per  — d : ma  non  essendosi  potuto  togliere  il  d da  c pri- 
ma di  moltiplicare  a — b per  c,  quindi  questo  prodotto  di 
a — b per  c si  é trovato  più  grande  del  vero  dei  prodotto 
di  a — b per  d : quindi  abbiamo  trovato  questo  prodotto 
ad  — ba,  e l’abbiamo  sottratto  dall'antecedente  oc  — bc  mu- 
tando i segni  come  richiede  la  sottrazione,  e cosi  abbiamo 
avuto  con  queste  correzioni  il  vero  prodotto  non  moltipli- 
cando mai  i segni,  ma  solo  le  lettere. 

33.  Di  qui  si  vede,  che  la  moltiplicazione  nell’aritme- 
tica generale  differisce  dalla  moltiplicazione  nell’aritmetica 
per  i segni  dei  termini,  e che  questa  differenza  viene  sem- 
pre come  nella  somma,  e sottrazione  dalla  indeterminazione 
dei  valori  delle  quantità,  per  cui  non  si  possono  eseguire  le 
sottrazioni  nei  due  fattori  prima  di  fare  la  moltiplicazione. 
In  ultimo  proponiamo  un  esempio. 

3 a’  — 4 ab1  — A3 
— 4 a2  — 5 ab1  ri-  2 A3 


— t2o1  ri-  16«3A*  ri-  4a’A3 

1 5a3A*  — 20a’A4  -4-  5aA5 

ri-  Ga’A3  — 8aA5  — 2A6 


— 1 2a'*  -t-  31a3A*  ri-  10a»A3  — 3 aA5  — 2A<5 
— 20a»A4 
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Osservando  l’operazione  si  vede,  che  prima  si  è moltipli- 
cato il  moltiplicando  per  — 4a\,  poi  per  — 5 ab*  ed  in  ul- 
timo per  2 b3  : cioè  si  é moltiplicato  il  moltiplicando  suc- 
cessivamente per  tutti  i termini  del  moltiplicatore. 

Moltiplicando  3aJ  per  — 4 a1  si  é avuto  il  segno  — per- 
chò  i due  fattori  hanno  segno  differente.  I coefficienti  si 
sono  moltiplicati  come  i numeri  , c si  è avuto  12  ; gli 
esponenti  poi  di  a*  si  sono  sommati,  e si  é avuto  ai  , e 
così  innanzi. 


DIVISIONE 


34.  La  divisione  nelle  lettere  si  eseguisce  togliendo  le 

..  afe 

lettere  comuni  al  dividendo,  ed  al  divisore,  cosi =4 

ac 

togliendo  le  lettere  a , c comuni.  I coefficienti  si  divido- 
no come  i numeri  : cosi  = 2 c.  Ciò  è chiaro,  per- 
de 

chè  dividendo  un  prodotto  per  un  fattore  deve  venire  l’al- 
tro (A.  §.24.);  ciò  che  é lo  stesso  di  dire,  che  la  divisione 
di  un  prodotto  per  un  fattore  si  ottiene  togliendolo  dal 
prodotto  stesso  : ora  quando  si  dà  a dividere  8ac  per  4c 
essendo  8=4.2  nel  coefficiente  8 si  deve  togliere  il  fat- 
tore 4,  ed  in  ac  il  fattore  c. 

33.  Riguardo  alle  lettere  cogli  esponenti,  se  queste  so- 
no differenti  la  divisione  si  esprime  non  polendosi  esegui- 


re : quindi  la  divisione  di  a3  per  4 5 si  esprime  con 


4®  ‘ 


Se  poi  abbiano  la  stessa  lettera  si  scrive  questa  nel  quoto 
dandogli  per  esponente  l’esponente  del  dividendo  meno  quel- 

oìl 

lo  del  divisore.  Cesi  — = a3.  Infatti  si  è detto  (§.  34.), 
a4 

che  nella  divisione  si  debbono  togliere  le  lettere  comuni: 
ora  in  a?,  ed  ai  vi  sono  quattro  a comuni,  togliendole  ve 
ne  rimangono  tre;  dunque  il  quoto  sarà  a3. 
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Dopo  ciò 


1 6a9  i7  c*d 
Anfibi  c3d 


= 4«1  A3  c1. 


Qm  Qm  am 

Cosi  ancora  — = a’""',  -r-  = a”-3,  — = a"'~'  . 
a*  a3  a 

36.  Passiamo  alla  divisione  dei  polinomii.  Il  dividendo 
ed  il  divisore  si  scrivono  come  nella  divisione  aritmetica 
avvertendo  però  di  ordinarli  per  una  stessa  lettera.  Duo 
polinomii  si  dicono  ordinati  per  la  stessa  lettera,  quando 
in  ambedue  s’incominci  dai  monomii,  nei  quali  la  lettera 
ha  il  più  alto  esponente,  e poi  si  scrivono  i monomii,  nei 
quali  la  stessa  lettera  ha  esponenti  sempre  minori.  Ordinati 
cosi  U dividendo,  ed  il  divisore  si  divide  il  primo  termi- 
ne del  dividendo  pel  primo  termine  del  divisore,  e si  se- 
gna il  quoto  avuto  nel  posto  del  quoto,  non  vedendo,  corno 
si  fa  ncU’Aritmetica,  se  i successivi  monomii  del  dividendo 
divisi  per  i successivi  del  divisore  diano  lo  stesso  quoto 
avuto.  Nell’Aritmetica  si  usa  quell’avvertenza,  perchè  la  più 
alta  cifra  del  dividendo  none  sempre  il  solo  prodotto  della 
più  alta  cifra  del  divisore  per  la  più  alta  del  quoto  : ma 
talvolta  quel  prodotto  è cresciuto  forte  dai  prodotti  dello 
altre  cifre  del  divisore  per  la  più  alta  del  quoto,  c per  le 
altre  seguenti  , donde  può  avvenire,  che  la  più  alla  cifra 
del  divisore  può  entrare  più  del  dovere  nella  più  alta  del 
dividendo.  Nell’aritmetica  generale  però  ciò  non  può  av- 
venire ; perchè  , se  si  osservino  in  questa  le  moltiplica- 
xioui  (§.  33.)  si  vedrà,  che  i prodotti  parziali  cosi  si  sot- 
topongono 1’  uno  all’altro  onde  poterli  sommare,  che  nul- 
la si  aggiunge  ai  prodotti  a sinistra  , e che  anzi  vanno 
ad  aumentare  le  colonne  a diritta  , in  guisa.,  che  si  può 
stabilire , che  la  lettera  col  più  alto  esponente  del  divi- 
dendo non  proviene  che  dal  prodotto  del  primo  monomio 
del  divisore  moltiplicato  del  primo  monomio  del  quoto,  e 
quindi  divisa  quella  lettera  col  più  allo  esponente  del  di- 
videndo per  la  stessa  lettera  col  più  alto  esponente  del  di- 
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visore  non  può  venire  che  giustamente  i a stessa  lettera  col 
più  alto  esponente  dei  quoto. 

37.  Quando  si  sia  notato  il  quoto,  come  nell’aritmetica, 
per  questo  si  moltiplichi  il  divisore,  ed  il  prodotto  si  scriva 
sotto  il  dividendo  per  sottrarlo  ricordandoci  di  mutare  pri- 
ma i segai.  Scritto  il  residuo  e calata  accanto  a questo  ciò 
che  rimane  del  dividendo,  come  innanzi  si  dividerà  il  suo 
primo  monomio  pel  primo  del  divisore  / c notato  al  suo 
luogo  il  quoto  si  farà  come  innanzi;  per  questo  si  moltipli- 
cherà il  divisore,  ed  il  prodotto  si  sottrarrà  dal  dividendo 
per  procedere  innanzi  collo  stesso  metodo  nella  divisione. 

38.  Da  ciò  si  vede,  che  la  divisione  nell’aritmetica  gene- 
rale ri  eseguisce  allo  stesso  modo  dell’aritmetica  , con  queste 
sole  due  avvertenze  di  ordinare  i due  polinomii  prima  della  di- 
visione j ed  in  ogni  divisione  di  dividere  il  solo  primo  termine 
del  dividendo  pel  primo  termine  del  divisore. 

39.  Abbiamo  trovato  (§.  27.)  che  il  prodotto  di  a — b 
per  c — d è ac  — bc  — ad  -+-bd:  dunque  se  si  divide 
questo  prodotto  per  a — b , il  quoto  è c — d ; e divi- 
dendosi per  c — d il  quoto  è a — b ( tj.  34.  ).  Faccia- 
mo la  divisione  per  a — b,  o piuttosto  per  — t + a.  Or- 
dinando il  prodotto  per  b che  è la  prima  lettera  del  divi- 
sore sarà  — bc  -+■  bd  -+-  ac — ad.  Dovendo  il  quoto  essere 
c — dò  chiaro,  che  dividendo  — bc  per  — b il  quoto  deve 
essere  -t-  c.  Si  moltiplichi  — b a divisore  pel  quoto  c , 
ed  il  prodotto  — bc  -+-  ac  si  tolga  dal  dividendo  col  mu- 
tare i segni  j ed  aggiungere  (ij.  18.);^!  residuo  sarà  bd — ad. 
Si  divida  ora  bd  per  — b,  ed  il  quoto  deve  essere  — d, 
perchè  abbiamo  detto  che  il  quoto  totale  èc — d.  Molti- 
plicato — b -+-  d divisore  per  — d il  prodotto  deve  essere 
bd — ad  onde  tolto  dal  dividendo  dia  zero  di  residuo. 

40.  Riandando  l’operazione  fatta  si  vede,  che  dividendo 
— bc  per  — b doveva  venire  c : dunque  nella  divisione 
la  quantità  negativa  divisa  per  un’altra  negativa  dece  dare  un 
quoto  positivo.  Si  vede  ancora,  che  diviso  -4-  bd  per  — b il 
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quoto  doveva  essere  — d : dunque  una  quantità  positiva  di- 
visa per  una  negativa  deve  dare  un  quoto  negativo. 

Si  divida  ora  il  prodotto  oc — bc — ad-hbd  per  c — d. 
Essendo  già  i due  termini  delia  divisione  ordinati  per  c 
si  cominci  la  divisione  di  ac  per  c : il  quoto  totale  della 
nostra  divisione  dovendo  essere  a — 4,  il  nostro  quoto  do- 
vrà essere  a : moltiplicando  c — d pero,  c sottraendo  dal 
dividendo  oc  — ad  avremo  il  residuo  — bc-à-bd.  Divido 
— bc  per  c il  quoto  dovrà  essere  — b , pel  quale  molti- 
plicato c — d il  prodotto  deve  essere  — bc  •+■  bd  , onde 
sottratto  dal  dividendo  non  rimanga  residuo. 

41.  NelPanteccdente  divisione  si  vede  che  -+-  ac  diviso 
per  +c  ha  dato  di  quoto  -4-  a,  dunque  una  quantità  po- 
sitiva divisa  per  una  positiva  deve  dare  un  quoto  positivo.  Di- 
viso poi  — bc  per  c ha  dovuto  dare  — A di  quoto  . dun- 
que una  quantità  negativa  divìsa  per  una  positiva  dà  il  quoto 
negativo. 

42.  Riunendo  le  quattro  regole  date  nei  (§.  40,  4t.) 
si  può  dare  questa  più  breve,  che  nella  divisione  le  quan- 
tità di  segno  simile  divise  fra  di  loro  danno  il  segno  positivo ; 
e che  le  quantità  di  segno  dissimile  divise  danno  il  negativo; 
regola  simile  a quella  della  moltiplicazione  (Jj.  31.}. 

43.  Dopo  ciò  ecco  un  esempio  della  divisione  de'polinomii. 

(A)  9a342— 344— 2a’43-|- 1 2a<M-8a44>— 22a54  |2a’4-4-4»— 4a3  (B) 

I2a6 — 22nfi4-^-8a44!-^-9a34:, — 2 a*43 — 3 44  | — 4a3-t-2aJ4-i-&* 

12o6 — 6a54 — 3 a34*  — 3a3-t-4u*4 — 36* 


— 1 6a5A-t-8a443*4-1 2a36J — 2o’43— 344 
— 16a54-t-8a442-t-  4a*43 


-t-1 2o34*—  6a*4* — 344 
1 2a34* — Ga’43— 344 
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In  questo  esempio  prima  della  divisione  si  veggono  ordinati 
per  la  lettera  a i due  polinomii  proposti  (A),  (B)  ponendo 
nel  dividendo  prima  il  termine  clic  contiene  a6,  poi  quello 
che  contiene  a5,  in  seguito  il  termine  che  ha  «1,  c così  di 
seguito.  Lo  stesso  si  6 fatto  nel  divisore,  che  prima  si  è 
scritto  il  termine  avente  a3,  poi  quello  con  a1,  c linalmcnlc 
quello  privo  di  a. 

Poi  il  primo  termine  12«6  del  dividendo  si  è diviso 
per  — 4a3  del  divisore,  ed  il  quoto  — 3«3  segualo  al 
suo  posto  si  è moltiplicato  pel  divisore  , ed  il  prodotto 
12a6  — 6 a56  — 3 a36*  scritto  sotto  il  dividendo  da  esso  si 
è sottratto  colla  mutazione  de’  segni.  Accanto  al  residuo 
— 16a56  -4-  8a46*-t-  12 a36*  si  è calata  l’altra  parte  del  di- 
videndo — 2 a*63  — 3 64  , e di  nuovo  il  primo  termine 
— 16 o56  del  dividendo  si  è diviso  pel  primo  termine  — 4a3 
del  divisore.  II  quoto  4 a*6  si  è scritto  al  suo  posto,  per 
esso  si  6 moltiplicato  il  divisore,  ed  il  prodotto  — 16a54 

8 «46*  -q-  4a*63  si  è sottratto  dal  dividendo,  e si  è avuto 
il  residuo  12a36*  — - 6o *63,  accanto  al  quale  si  è calata  l’ul- 
tima parte  — 364  del  dividendo.  Finalmente  si  è diviso  il 
primo  termine  12 a36*  pel  primo — 4a3,  ed  il  quoto  — 36* 
moltiplicato  pel  divisore  ha  dato  1 2o36*  — 6 «»63  — 364, 
che  tolto  dal  dividendo  non  avendo  lasciato  nulla  di  residuo 
la  divisione  è compita. 

44.  Per  esercizio  della  Moltiplicazione  si  moltiplicherà 

3x  -H  2y  per  2x  3y  ; e 2o6  — 36*  per  3o6  46* , 

c si  troveranno  i prodotti 

6x*  1 3xy  -f.  6y*  , 6o*6»  — o63  — 1 264  . 

Moltiplicate  1 -4-  x •+.  x4  •+•  x5  per  1 — x-f-x*  — x3, 
c troverete  1 — xs. 

Dimostrare  che 

(a*-t-a6-t-6*)  (a3— a*6-f-63)  (a— 6)  = a® — a36-4-a264 — 66. 

A.c.  2 
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Dimostrare,  che  il  prodotto  delle  quattro  quantità 
a 4-  b , a — b , a*  -t - ab  -t-  b2,  a5 — ab-t-b2  è a6 — b 6 
Dimostrare,  che 

(x — a)  (x — b)  (x — c)  (x — d)  = x4  — (a-f-ó-t-c-t-  djx3 
-f-(aA-+-ac-Hat/-t-Ac-t-ód-+-cJ)x1 — (abc-\-abd-ì-acd-\-bcd)x 
-+-  abed  . 

Riducete  alla  più  semplice  espressione  la  quantità 
(x-hj)  (x-+ -b)  (x4-c)-(a4-£4-e)  (x-+-a)  ( r4-^H-(a*4-aÌ4-£,)(x-+-a) 
l'espressione  è x3  4-  ap- 

provate, che  è zero  la  quantità 
(a  — é)  (a-t-6 — c)  4-  (6— c)  (b- 4-c — a)  4-  (c — a)  (a-t-c — b). 

Se  a = n1  — 1 , b = 2n  , e c = n1  4-  1 . 

Verificate  l’uguaglianza 

(a-f-6-)-c)  (a  t b-  ’cj  (a -+-c — b)  (b-t-c — a)  = 4a2b2. 

45.  Per  esercizio  della  Divisione  dividete  x^xMj/y-y* 
per  x1  -4-  3x  4-  y , ed  x4  — 6x3y  4-  9x7y 2 — \y’* 
per  x» — 3xy-4-2yJ , i quoti  saranno  xJ-3x-y,  x*-3xy-2y». 

Dividete  xi  — 4r3  4-  6x*  — 4x4-1  per  x1— >2x-+-1, 
ed  x4  — 2a’xs  4-  1 6a3x  — 1 5a^  per  x1  -+-  2ax  — 3a* 
i quoti  saranno  x2  — 2x  + 1 , x1  — 2ax  4-  5a*. 

Dividete  a6  — b 6 per  a3  — 2 a2b  4*  2 ab2  — b3  , cd 
1 — 5x4-  lOx*  — 10x34-5x* — x5  per  1 — 3x4-3xa — x3, 
e troverete 

a3  -+-  2 a*b  4-  2 ab2  -+■  b3  , ed  1 — 2x  4-  x2. 

Dividete  x3  — na i1  4-  na2x  — a3  per  x — a,  e trove- 
rete x2  — (a  — 1)  ox  4- 
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Il  quoto  di 

o>  4-  (a — 1)x*  (a — 1 Jx3  4-  (a  — 1)x4  — x5  per  a — x 

è a 4-  x 4-  x»  4-  x3  4-  x4. 

Il  quoto  di 

a4-(a4-4)x4-(«4-^4-c)x»4-  (a4-44-e)x3  4-  (A4-c)x4  4-  ex5 
per  a + ix  + ex»  6 1 4-  x 4-  x»  4-  x3. 

Il  quoto  di 

*■*  (a-\-b-\-c-i-d)  r34-(a4  4~  ac  4-  ad  4-  bc  4-  bd  4-  cd)x * 

— (flbc-^-abd-\racd-^-bcd)  .^-abed  per  x»— (a4-c)r-f-ac 
6 + d)x  4-  bd. 

11  quoto  di 

x*  — px3  4-  ?x»  — rx  4-  * per  x — a 
è x3  4-  (a  — p)x»  4-  (a* — qp4-?)x  4-  a3  — pa1  4-  q a — r 
con  un  residuo  «4  — pa 3 4-  ja*  — ra  4-  *. 

Provate  le  seguenti  equazioni 

1 — 2x  4-  x»  = 1 + 2x  *+■  3x*  4-  4x-3  ec. 

1 — — x 

— — — C=  1 — 2r  4-  3x»  — 5x3  cc. 

1 4-  X — X» 
a6__£6 

— — — — ==a54-ai4  4-  a3ó»  4-  a’43  4-  aAi  4-  4*. 
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CAVO  SECESSO 


proprietà’  delle  quantità’  intere. 

46.  Il  prodotto  di  due  quantità  non  cambia  benché  l’una 
quantità  si  cambi  nell'altra. 

Così  i prodotti  AB,  BA  delle  due  quantità  A,  B sono 
uguali. 

Per  dimostrarlo  si  supponga  A>B,  e si  ponga  A=B-t-C. 
Moltiplicandosi  A per  B in  questa  uguaglianza  dovrà  mol- 
tiplicarsi B-+-C  per  B;  dunque  AB  = BB-+-CB.  Se  ora 
moltiplichiamo  B per  A,  dobbiamo  moltiplicare  B per  B-t-C, 
dunque  avremo  BA  = BB  -+-  BC.  Da  queste  due  uguaglian- 
ze si  ricava,  che  si  dimostreranno  uguali  i prodotti  AB,  BA 
se  si  dimostreranno  uguali  i prodotti  CB  , BC.  Ora  ope- 
rando in  questi,  come  innanzi , collo  spezzare  una  delle 
due  quantità  C,  B,  che  é maggiore  dell’  altra  , in  questa 
più  la  differenza, si  farà  dipendere  l'uguaglianza  dei  due  pro- 
dotti AB,  BA  dall’uguaglianza  dc’prodotti  per  es.  CD,  DC 
nei  quali  D < B.  Andando  cosi  innanzi  collo  spezzamento 
della  quantità  maggiore,  é chiaro , che  arriveremo  a due 
prodotti,  che  avranno  o i due  fattori  uguali,  e questi  evi- 
dentemente saranno  uguali,  o a due  prodotti  uno  de’quali 
sarà  l’unità,  come  M.  1 , ed  1.M:  ora  questi  sono  uguali, 
dunque  sono  uguali  i prodotti  AB,  BA. 

47.  Tanto  è moltiplicare  una  quantità  subito  pel  prodotto 
di  due  altre , che  moltiplicarla  successivamente  per  queste. 

Cosi  tanto  é moltiplicare  A per  BC , tanto  è moltipli- 
care prima  A per  B,  e poi  ppr  C:  cosicché  A x BC=AB  X C. 
Per  dimostrarlo  si  avverta,  che  il  prodotto  BC,  è la  som- 
ma B -+-  B -+-  B -+-  B ec.  ove  la  B è ripetuta  C volte  : dun- 
que moltiplicare  A per  BC,  é lo  stesso  che  moltiplicare  A 
per  B-t-B-f  B + B ec.,  il  che  dà  AB-i-AB-t-AB-t-AB  ec. 
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Ora  questo  prodotto  è AB  ripetuto  C volte,  o AB  x C ; 
dunque  A X BC  = AB  X C. 

48.  Qualunque  numero  intero  P , che  divide  il  prodotto  AB , 
e non  divide  il  fattore  A deve  dividere  Poltro  fattore  B. 

Per  dimostrar  ciò  ricordiamoci  (A.  154.)  primo,  cho 
il  massimo  divisore  di  due  quantità,  che  sono  prime  fra  lo- 
ro ($.  1 55.)  è l’unità;  secondo,  che  il  massimo  divisore  fra 
due  quantità  è il  residuo  della  penultima  divisione,  che  si 
eseguisce  nell’usare  il  metodo  del  massimo  divisore,  c che 
quindi  il  divisore  di  due  proposte  quantità  dovendo  divi- 
dere tutti  i resti  delle  successive  divisioni  del  detto  me- 
todo, deve  dividere  l’ultimo  resto,  o dividere  il  massimo 
divisore  ; cioè  il  divisore  comune  alle  due  quantità  A,  B 
deve  essere  comune  al  loro  massimo  divisore. 

Ciò  posto  essendo  pel  nostro  teorema  enunciato  prime 
fra  loro  le  quantità  A,  P,  il  loro  massimo  divisore  sarà  1, 
che  sarà  il  residuo  della  penultima  divisione  ncll’escguire 
il  metodo  del  massimo  comune  divisore.  Se  ora  sono 
R,  R',  R",  R " ....  1 i successivi  residui  di  questo  meto- 
do., è evidente,  che  se  si  trovi  non  più  il  massimo  divisore 
fra  A,  e P ma  fra  AB.,  e BP,  i quoti  del  detto  metodo  ri- 
marranno gli  stessi  , ma  i residui  saranno  BR,  BR',  BR", 
BR"'  -+■  ....  B ; ma  per  ipotesi  AB  è divisibile  per  B,  BP 
lo  è evidentemente  : dunque  P che  è divisore  comune  di 
AB,  e BP  : dovrà  essere  divisore  del  massimo  divisore  di 
AB,  c BP  : ma  se  il  massimo  divisore  frà  A,  c P è 1,  evi- 
dentemente il  massimo  divisore  fra  AB,  e BP  è B,  dunque 
P divisore  di  AB,  BP  sarà  divisore  di  B:  ciò,  che  doveva 
dimostrarsi. 

49.  Qualunque  numero  primo , che  non  divide  nuoto  dei 
due  fattori  et  un  prodotto,  non  può  dividere  il  prodotto  stesso. 

Siano  A,  B i due  fattori  d’uu  prodotto  AB,  ed  un  nu- 
mero primo  P che  non  divida  nè  A,  nè  B;  dico,  che  non 
può  dividere  AB. 
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Se  è possibile  Io  divida.  Dividendo  A per  P il  quoto 
( che  può  essere  zero  ) sia  <]  , ed  il  residan  A' , avremo 
A «=  P f -+-  A'.  Dividiamo  anche  B per  P,  il  quoto  sia  /, 
ed  il  residuo  B',  avremo  B = P</'  -t-  B'.  Si  moltiplichino 
queste  due  uguaglianze  ed  avremo 

AB  = PPr/7'  -+-  PA'/  -I-  B'P q -4-  A B'. 

In  questa  uguaglianza  per  ipotesi  il  primo  membro  é di- 
visibile per  P,  ed  i tre  primi  termini  del  secondo  membro 
sono  divisibili  per  P,  dunque  per  questa  quantità  deve 
essere  divisibile  I’  ultimo  termine  A'  B':  dunque  porremo 
A'B'=CP.  Ora  1.”  Niuno  dei  due  fattori  A',  B'  può  essere 
zero  altrimenti  il  corrispondente  fattore  A,  o B sarebbe 
divisibile  esattamente  per  P contro  l’ipotesi.  2."  Ninno  dei 
due  A',  B'  può  essere  I,  perché  nell’uguaglianza  A'B^CP 
se  per  cs.  fosse  A'  *=»  1 si  avrebbe  B' =>  CP,  mentre  che 
B'  residuo  della  divisione  per  P deve  essere  minore  di  que- 
sta quantità. 

Abbiamo  dunque  due  quantità  A',  B'  esistenti,  ambe- 
due maggiori  dell’unità,  ambedue  minori  di  P,  c tali  che 
A B'  =»  CP.  Essendo  A'  minore  di  P si  divida  P per  A'., 
il  quoto  sia  <{' , ed  il  residuo  A",  avremo  P=A'j"-t-A>’,  e 
moltiplicando  per  B'  sarà  B'P  = A'B'iy"  -+-  B'A"  : ma  B'P 
è divisibile  per  P,  ed  anche  A'B'  è divisibile  per  P,  per- 
ché A'B'  = CP,  dunque  B'A'  deve  essere  divisibile  per  P. 

La  quantità  A"  non  può  essere  zero,  altrimenti  P sa- 
rebbe divisibile  per  A',  che  non  essendo  uno,  non  sarebbe  P 
numero  primo  contro  l’ipotesi  : d’altronde  essendo  A"  re- 
siduo della  divisione  per  A'  deve  essere  minore  di  questa 
quantità  , dunque  dal  prodotto  A'B'  divisibile  per  P siamo 
andati  al  prodotto  A'  B'  non  zero,  minore  deU’antecedente, 
e divisibile  per  P.  Andando  cosi  innanzi  si  procederebbe 
a prodotti  mai  zero,  e di  più  in  più  piccoli  tutti  divisi- 
bili per  P : si  giungerebbe  dunque  ad  un  prodotto  non 
zero,  ma  così  piccolo,  che  sarebbe  minore  di  P , ed  allo 
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stesso  tempo  divisibile  esattamente  per  P , ciò  che  è as- 
surdo : dunque  è assurdo,  che  un  numero  primo  P,  che 
non  divide  due  quantità  A,  B,  divida  il  loro  prodotto  AB. 

50.  Una  espressione  come  a-l-6x-t-cxJ-t-<£r3-t-ex4  ec. 
ti  dice  ordinata  secondo  gli  esponenti  della  x , per  che.  tati'  i 
suoi  termini  contengono  questa  lettera  coi  successivi  suoi  espo- 
nenti. 

L'espressione  a-4-f>x-+-cx*-4-dx1-±-exì-hf  x4-4-#x4-4-Ax4-+-cc. 
non  sarebbe  ordinata  secondo  gli  esponenti  della  x , per- 
ché alcuni  suoi  termini  contengono  la  x collo  stesso  espo- 
nente, e per  ordinarla  si  debbono  chiudere  fra  parentesi 
i coefficienti  della  x collo  stesso  esponente;  quindi  l'espres- 
sione superiore  sarebbe  ordinata  scrivendo 

a + ix  -(-  (c  + d)x‘>  -+-  ex3  -+-  (f- 1-  g •+■  h)xh  -4-  ec. 

51.  Se  due  espressioni  essendo  ordinate  per  gli  esponenti 
di  una  quantità  di  qualunque  valore  sono  uguali , i coefficienti 
delle  quantità  cogli  stessi  esponenti  in  ambedue  i membri  deb- 
bono essere  uguali. 

Siano  le  due  espressioni 

a -t-  bx  -+-  ex*  -+•  dx3  -4-  ex*  •+■  fxs  ec. 
a+  b'x  -+-  c'x’-f-  d'x’-f-  e'x's-t -f  x5  cc. 
uguali,  dimostro,  che  deve  essere 

a = d , b = b' , c = cf  , d = <f  ec. 

Infatti  avendosi 

a-t-àx-t-cx'-t-dx-’-t-er^  ec.  = a'-t-A'x-+-c'x*-t-dx3-t-e,x1  cc. 
avremo  ancora 

a — o'-t-Ax — A'x-t-c  r* — c x’-f -dx3 — rfx’-4-exA — e'x'<-4-  ec.  = o, 
ed  (a — a)-+-[b — b'jx-+(c — c')x,-\-{d — d')x3-t-{e — c)xh  ec.=o. 
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Ora  la  quantità,  che  è nel  primo  membro  può  essere  zero 
in  due  modi,  o perchè  la  somma  dei  termini  negativi  ugua- 
glia la  somma  dei  positivi,  o perché  i diversi  termini  sono 
zero.  Nel  primo  caso  si  dice,  che  la  quantità  del  primo  mem- 
bro ti  annulla  per  compenso , nel  secondo  caso,  che  si  annulla 
per  identicità.  • ■ 

Ma  la  nostra  quantità  non  può  annullarsi  per  com- 
penso, perchè  se  per  un  valore  della  x la  somma  delle 
quantità  positive  uguaglia  la  somma-delie  negative,  per  in- 
finiti altri  l'una  delle  due  somme  sarà  superiore  : dunque 
la  delta  quantità  s’annulla  perchè  sono  zero  i suoi  termi- 
ni ; ma  la  x generalmente  non  è zero  , dunque  debbono 
essere  zero  i coefficienti  della  x avente  i diversi  esponenti, 
dunque  a — a •=  o,  b — b'  = o,  c — c'=o,  d — d'~  o ec., 
dalle  quali  a *=  a , b b' , c = <f  , d = tf  ec. , che  é 
il  teorema  enunciato. 

52.  Se  il  dividendo  è ordinato  per  una  lettera , che  non 
si  trova  nel  divisore,  affinchè  la  divisione  riesca  esatta,  i coef- 
ficienti della  lettera  avente  i diversi  esponenti  debbono  divi- 
dersi esattamente  pel  divisore. 

Sia  il  dividendo  A ai  -t-Ba3  •+■  Ca1  -+-  Da  *+■  E , ed  il 
divisore  M,  che  non  contenga  a.  Se  la  divisione  deve  es- 
sere esatta  il  quoto  deve  contenere  la  a cogli  stessi  espo- 
nenti del  dividendo,  e con  i coefficienti  interi  relativamente 
alle  lettere,  affinchè  moltiplicato  pel  divisore  dia  lo  stesso 
dividendo  : dunque  il  quoto  sarà  della  forma  A'aM-B'a3-*- 
CV  -t-D'a-t-  E',  ove  A',  B',  C'  ec.  sono  coefficienti  interi 
relativamente  alle  lettere  : dunque  sarà 

i 

Aa'i  Ba3  -+-  CaJ  -+-  Da  -+-  E =* 

MA'a4  -t-  MB'a3  -4-  MCa*  -+-  MD'a  -4-  ME'  : 
dunque  pel  teorema  antecedente 

i 

A=sMA' , B=MB',  C=MC  , D=MD  , E«=ME', 
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nelle  quali  A',  B',  C',  ec.  essendo  valori  interi,  A,  B ec. 
saranno  divisibili  esattamente  per  M;  cioè  affinchè  il  nostro 
dividendo  sia  divisibile  esattamente  pel  divisore  è neces- 
sario, che  i coefficienti  della  lettera  non  comune  al  divi- 
sore elevata  a diversi  esponenti  siano  esattamente  divisi- 
bili pel  divisore  stesso. 

53.  Una  quantità  colf  esponente  2 si  dice  il  quadrato  delle 
quantità.  Cosi  a»,  m*  si  dicono  i quadrati  di  a,  di  m. 

54.  La  somma  di  due  quantità  moltiplicata  per  la  loro 
differenza  dà  la  differenza  dei  quadrati  delle  quantità  stesse. 

Siano  a,  6,  il  teorema  è evidentemente  espresso  dalla 
uguaglianza  (o-t-i)  (a — b)  = a*  — i»  : questa  uguaglianza 
poi  si  verifica  coll’  eseguire  la  moltiplicazione  di  a -+>  b 
per  a — b. 

Questo  teorema  pnò  essere  utile  in  molti  casi  per  la  decom- 
posizione dei  polinomii  nei  loro  fattori.  Se  fosse  4 — 9c8: 
vedendo  che  4 a’i*,  9c8  sono  i quadrali  di  2ai,  3c4,  per- 
chè ripetuti  due  volte  come  fattori  danno  4 a’i»,  9c*,  po- 
tremo porre  Aa'b*  — 9c8  = (2a£  •+■  3c$)  (2 ab  — 3<r$).  Così 
ancora  a8£’6  — = (a$A8  ■+■  to’b6)  ( abb 8 — m*n6)  = 

( a^b 8 -+-  m1»6)  (a’M  -+-  mn3)  (a*bb  — mn3). 

55.  Il  quadrato  della  somma , o della  differenza  di  due  quan- 

tità è uguale  alla  somma  dei  quadrati  delle  quantità  stesse  più , 
o meno  due  colte  il  loro  prodotto.  > 

11  teorema  è espresso  dall’uguaglianza 

(ort  è)1  <=  a 1 4-iJ=£2<*4,  il  segno  vuol  dire  ■+•  o — ; 

si  prova  poi  col  moltiplicare  a ■+■  b per  a ■+■  bj  ed  a — b 
per  a — b. 
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56.  Con  questi  dne  teoremi  si  possono  fare  delie  de- 
composizioni dei  polinomii  nei  loro  fattori,  per  cs. 


a%  -4-  4*  — c*  2 ah  — o*  — 4*  -t-  c* 

1 — era 

2 ab  lab 


= CS-  55.) 


e*  — (a  — 4)*  + + 

-=  (S-  54  ■)  — 


lab 


lab 


4>  — 


^4-t-  4*-f<* — ^4 — 4»—  cH-q* 


\ 2c 


2c 


)C 


le 


24c-t-4M-e* — a’w24e — 4* — cM-g*\  ( (4-4-c)»—  «»)(«*-  (4-c)») 
2c  A 2e  f 4 c» 


(i  + e 4-  a)  (4  + c — o)  (g  -t-  4 — c)  (a — 4 -4-  e) 


tipi! 


4c* 


CAVO 

OPERAZIONI  SULLE  QUANTITÀ*  CENERAI!  FRATTE. 

. I • • • 

-msm- 


57.  Per  frazione  ndlJ aritmetica  generale  *" intende  l'espres- 
sione d“ una  divisione  ineseguibile  a causa } che  tl  divisore  non 
é fattore  del  dividendo  : quindi  sono  frazioni  P espressioni 

JL  a~tlj  — - — n ~trJ — . Le  frazioni  nelParitmetica 
4 ’ c — d ai  -+-  a2  •+-  a-t-  2 

erano  quelle  nelle  quali  il  dividendo  era  minore  del  di- 
visore : nelParitmetica  generale  però  non  si  parla  di  valo- 
re, e quindi  il  numeratore  può  essere  in  valore  anche 
maggiore  del  denominatore. 
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58.  Malgrado  questa  diversità  fra  le  frazioni  numeri- 
che, e quelle  espresse  con  lettere,  per  dimostrare  le  pro- 
prietà di  queste,  ed  eseguire  sopra  di  esse  le  operazioni, 
come  neH'aritmclica,  riterremo,  che  l'unità  si  spezzi  in  un 
numero  di  parti,  e che  un  numero  di  queste  appartenga 
alla  frazione.  Se  i valori,  che  nei  casi  particolari  si  daranno 
alle  lettere,  renderanno  la  frazione  mista,  talché  contenga 
qualche  unità,  il  numero  delle  parti  competenti  alla  fra- 
zione supererà  il  numero  delle  parti  dell’unità  ; nel  caso 
poi,  che  sia  vera  frazione  questo  numero  sarà  inferiore  a 
quello  delle  parti  dell’unità. 


59.  Ciò  posto  sia  — una  frazione  ; sia  d il  numero 


delle  parti  nelle  quali  si  spezza  l’unità  ripetuta  dal  nume- 
ratore della  frazione , e sia  z il  valore  di  una  di  queste 
parti,  sarà  dz  — 1.  Supponendo  ora,  che  di  queste  parti  z 
ne  competano  n alla  frazione,  c che  il  suo  valore  sia  espresso 
da  u avremo  u = nz.  Si  moltiplichi  questa  per  l'uguaglian- 
za dz  =1,  ed  avremo  udz  *=«  nz,  da  cui,  dividendo  ambe- 


due i membri  per  z,  avremo  ud=rt,  e da  questa  u==  — . 

. ' ’ ' v •.  -i-  « 

60.  Da  questa  uguaglianza  si  ricava,  che  il  valore  dJ ogni 

frazione  si  può  rappresentare  da  una  divisione,  il  di  cui  di- 
visore esprime  in  quante  parti  uguali  d si  divide  l'unità , cu» 
si  riferisce  la  frazione,  ed  il  dividendo  quante  parti  n com- 
petono alla  frazione.  . , 

Tuttociò  combina  coll’  aritmetica  ( A.  24.  ) , il  per- 
ché anche  neH’aritmclica  generale  il  divisore  si  chiama  il 
denominatore  della  frazione,  ed  il  dividendo  si  dice  il  nu- 


meratore. 

61.  Dairuguaglianza  (§.  59.)  ud  = n si  ricava,  che  il 
valore  della  frazione  moltiplicalo  pel  denominatore  è uguale 
al  numeratore. 

62.  Dall’uguaglianza  ud— n,  moltiplicando  ambedue  i 
membri  per  r,  abbiamo  udr  = nr , c dividendo  per  dr 
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sarà  u ==  : ma  avevamo  ($.  59.)  u = : dunque 

— - — y-  : dunque  i?  numeratore , ed  il  denominatore  di  una 
d dr 

frazione  si  possono  moltiplicare  per  una  stessa  quantità  r senza 
che  la  frazione  cambi  di  valore. 

63.  Se  si  inverte  I'  antecedente  uguaglianza  abbiamo 

*-=  : dunque  da  **—  senza  cambiare  il  valore  della  fra- 

dr  d dr 

zione  si  può  ottenere  col  dividere  numeratore  e denomi- 
d 

natore  per  la  stessa  quantità  r. 

64.  Eseguiamo  ora  le  quattro  operazioni  Sopra  le  fra- 
zioni., e prima  la  somma.  O ic  frazioni  da  sommarsi  hanno 
lo  stesso  denominatore,  o hanno  denominatore  diverso.  Nel 

primo  caso  siano  le  frazioni  , si  pongano 

0 0 0 

d 

T ’ 

ed  ($•  61.)  ub  = a j u'b  = c , u'b  = d,  e sommando 
ub  •+■  uA-f-u"ó— a-f-e-t-d,  c dividendo  per  6,  u-t-u-H* '= 
'a-Ù-t  + d 


. ,«  fg  f* 

u , m"  i loro  valori,  avremo  u=— , m'=  —,  u’ 
* b b 


b 


-,  e ponendo  per  u,  u' , w"  i loro  valori  sarà 


a 

b 


c 

T 


d 

' b 


a -tr  b + c 

b ^ 


; dunque  la  somma  deile 


frazioni  dello  stesso  denominatore  si  eseguisce  sommando  i nu- 
meratorij e dividendo  la  somma  pel  denominatore  comune. 
v,  *,  ■ u ••  .<••!  > a a i. 

„ e n r 

65.  Siano  da  sommarsi  le  trazioni  -r-  , — - , — , — 

o d n s 

di  diverso  denominatore.  Si  esprimano  i loro  valori  da 


u , u , sarà  u 


m 


b a n s 

ed  ub  — a,  ud=r-c,  u"n  = m,  u"s  = r.  Affinchè  u,  u'  cc. 
abbiano  lo  stesso  moltiplicatore  in  queste  uguaglianze  è nc- 
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cessarlo  di  moltiplicare  ognuna  di  essi  per  i moltiplica- 
tori  degli  altri  : la  moltiplicazione  poi  si  farà  in  ambedue 
i membri;  avremo  dunque  ubdns  =*  adnt,  u'bdns  =>  ben», 
ubdns  =>  bdms  , u'bdns  = èdnr,  sommando  sarà  ubdns  -f- 
ubdns  ■+■  u'bdns  -+-  u'bdns  = adns  -+-  cZws  -4-mbds-t-bdnr, 
e dividendo  per  bdns  sarà 

, ,,  adns  -f*  cbns  -+-  mAds  -+-  bdnr 

u + u -4-u  +«  = ; 

bdns 

ossia  sostituendo  i valori  di  u,  u,  u",  vi". 

a e m r adns  -4-  cbns  -4-  tnbds  -f-  bdnr 
b d n s bdns 

Ora  si  riducano  allo  stesso  denominatore  le  frazioni  > , 

a c m r 

T * 1 ’ 7 J 7 

col  metodo  dell’Aritmetica  , cioè  che  non  cambia  il  loro 
valore,  avremo 

* . ' I * ♦ r.  *S  . m\  U 

adns  cbns  mbsd  bdnr 
bdns  ’ bdns  ’ bdns  ’ bdns 

nelle  quali  se  si  sommano  i numeratori,  ed  alla  somma  si 
dà  per  denominatore  il  denominatore  comune  avremo  il 
risultamento  antecedente  ; dunque  nella  nostra  aritmetica 
generale  per  fare  la  somma  delle  frazioni  si  riducono  (dio 
stesso  denominatore , si  sommano  i numeratori,  ed  alla  somma 
si  dà  il  denominatore  comune. 

66.  Nella  sottrazione  se  le  frazioni  abbiano  lo  stesso  deno- 
tmnalorejdal  numeratore  del  minuendo  si  toglie  il  numeratore 
del  minatore j ed  al  residuo  si  dà  per  denominatore  il  deno- 
minatore comune.  Infatti  si  debba  togliere  ~ da  . Si 

b b 
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ponga  u = — , cd  u 


avremo  «4  = a,  n'ò  ==  e : 
b 


togliendo  dalla  prima  la  seconda  uguaglianza  sarà  ub — ubz 


a — e , e dividendo  per  b , u — u'=  -,  ossia 


a 

t 


e 

T 


a — c 


, che  é il  teorema. 


67.  Se  fe  du«  frazioni  abbiano  diversi  denominatori  si  ridur- 
ranno allo  stesso  denominatore,  come  nell'aritmetica,  e poi  si 

Q C 

seguirà  la  regola  antecedente.  Se  si  abbia  u = —,  u'=»  — , 

b d 

sarà  ub  = a,  w'd=»c,  ed  ubi  =>  ad , ubd=bc,ubd- — «'Wa 

, , , , od  — 4c  o c od  — bc 

ri-Sc,  _ T_7=__, 


che  è-  la  regola  ora  data. 

68.  Riguardo  alla  moltiplicazione  sia  da  moltiplicarsi  — 

b 


c e-  a • e 

per  . Si  ponga  u <=.  — , «=-,  avremo  u4  = a , 
d b d 

u f dz=scf  e moltiplicando  queste  uguaglianze  sarà  uubd=ac, 

e dividendo  per  bd  , ut/  = ^ , ossia  ~ X —r—  <t~.  . 

od  b d bd 

Se  si  farà  4 = 1 avremo  il  caso  di  un  intero  molti- 
plicato per  una  frazione,  la  quale  se,  assegnati  i valori  nu- 
merici alle  lettere,  sarà  vera,  sarà  il  caso  di  prendersi  una 
frazione  di  un  intero;  se  sarà  mista,  cioè  mista  d'intero,  c 
di  frazione,  sarà  il  caso,  che  l’intero  sarà  moltiplicato  per 
la  parte  intera  della  frazione,  e poi  deU’intero  sarà  presa 
una  frazione.  In  secondo  luogo  se  d = 1 nell'uguaglianza 
superiore  sarà  il  caso  di  una  frazione  moltiplicata  per  un 
intero. 


Finalmente  se  si  ritengono  ambedue  le  frazioni 


a 

~b' 


c 

1 


in  questo  caso  o 


c 


coi  valori  numerici  di  e,  c di  d,  sarà 
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una  vera  frazione,  ed  allora  della  frazione  -y  si  prenderà 

una  frazione;  o sarà  frazione  mista,  ed  allora  ™ prima 

si  moltiplicherà  per  la  parie  intera  di  questa  frazione  mi* 
sta,  e poi  se  ne  prenderà  una  frazione. 

Comunque  sia  l’equazione  ~ X -— *=»  ^ ci  dice  , che 

ridotto  V intero  ad  aspetto  frazionario  la  moltiplicazione  fra 
a c 

, — o il  prendere  frazione  di  una  quantità  si  eseguisce 
b d 

moltiplicando  numeratore  con  numeratorej  e denominatore  con 
denominatore. 

09.  Finalmente  si  debba  dividere  -^-per4-.  8iaw=~, 

od  b 

£ 

u'  — — sarà  ub  =*  a , ud  — c,  ossia  c — ud  , che  mol- 
ti 

tiplicate  per  ub=a  sarà  ubc=u'ad , e dividendo  per  u'bc 
, u ad  a c ad 

“ra  S~i 7’  0 T : 7 ■ 

Se  b <=  1 avremo  la  divisione  d’un  intero  per  una  fra- 
zione, e se  d 1 avremo  la  divisione  d’una  frazione  per 
un  intero.  In  qualunque  di  questi  casi  dato  all’intero , se  vi 
è,  l'aspetto  frazionario , si  rovescerà  la  frazione  divisore,  e si 
moltiplicherà  numeratore  con  numeratore,  e denominatore  con 
denominatore. 


..i  »>..•  r 
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ESERCIZII  SULLE  FRAZIONI. 

*£33»EE5* 


Sommate  — — ed  — — , e troverete  ° — 

a-t-x  a — x a»  — x* 

Semplificate  quanto  si  può  l’espressione 


1 


1 


1 


. troverete  — - 


4a3(a-t-x)  4 a3(a — x)  2a,(a’-t-x2) 


_ x — y , x-t-y  4x» 

Sottraete  — : — da , troverete 


ab  — x* 


x-t-y  x — y x*  — y* 

Esprimete  nel  modo  il  più  semplice  la  quantità 

x-t-y  2x  x3 
y x-t-y  **"  y 

ox  o*  — x* 

ab 


x*u  y 

t , e troverete  — 

3 — xJy  x-t-y 


Moltiplicate 


per 


( a — x )* 

ax-t-x* 
ab  — bx 

a b x*  y* 

Moltiplicate  — -+-  — per  — — , e troverete 

x y a*  6* 


, e troverete 


x 

a 


bx* 

o*y 


qy*  , y 

b’X  ^ b ' 


2 ax— x» 

Dividete  -, 5-  per 


2a  — x 


e3-!3 


( C — X )* 

ex  — X* 


■,c  troverete 


e*  -t-  ex  -t-  x* 


Dividete 


8 ab 
9x* 


9x*  4 a 3x 

per h e troverete 

3x 


&ab 

2 b 3x 

3x  4 a 


26 
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70.  Anche  le  frazioni  dell’aritmetica  generale  si  sempiiti- 

cano  col  dividere  i loro  due  termini  pel  massimo  comune 
divisore,  e la  dimostrazione,  ed  il  metodo  dato  per  tro- 
varlo (A.  153,  I54.J  serve  anche  nella  nostra  aritmetica, 

perchè  la  dimostrazione  e metodo  fu  dato  con  tutta  la  pos- 
sibile generalità. - 

Nell’aritmetica  però  le  divisioni  richieste  dal  detto  me- 
todo si  possono  sempre  eseguire.  Quando  poi  questo  metodo 
si  vuol  adoperare  nelle  lettere  spesso  avviene,  che  il  primo 
termine  del  dividendo  non  possa  dividersi  pel  primo  del  divi- 
sore^ perchè  gli  manca  un  fattore  di  questo.  Ora  dimostro  , 
che  quando  ciò  accade, nel  dividendosi  può  introdurre  que- 
sto fattore  col  moltiplicare  per  questo  tutto  il  dividendo  stes- 
so, purché  non  sia  fattore  del  divisore,  ossia  non  moltiplichi 
tutto  il  divisore.  Ora  ciò  è evidente.  Siano  infatti  le  due 
quantità  AB,  CB  nelle  quali  A,  B siano  prime  fra  loro;  è 
evidente  , che  il  loro  massimo  divisore  è B.  Ora  questo 
massimo  divisore  non  si  altera  se  uua  delle  due  per  es. 
AB  si  moltiplica  per  M,  purché  M non  sia  fattore,  o non 
contenga  fattore  comune  all’altro  CB,  perchè  se  contenes- 
se fattore  comune  a CB  , il  divisore  comune  crescerebbe 
di  questo.  Cosi  ancora  senza  alterare  il  comune  divisore 
fra  due  quantità  potrò  togliere  ad  una  un  fattore,  che  non 
sia  comune  all’altra,  perchè  ciò  non  scema  il  comune  di- 
visore. 

7 1 . Posto  ciò  si  userà  il  metodo  dato  neH’arilmetica  per 
trovare  il  massimo  divisore  comune  a due  polinomii.  Nel 
nostro  caso  però  se  uno  dei  dui  polinomi  nelle  successive  di- 
visioni si  troverà  avere  un  fattore  non  comune  all'altro , si  to- 
glieràj e l'operazione  sarà  più  semplice ; e quando  il  primo 
termine  <fun  dividendo  non  possa  dividersi  pel  primo  termine 
del  suo  divisore,  perchè  gli  manca  un  fattore , quando  questo 
non  sia  comune  a tutto  il  divisore,  per  questo  moltiplicate  tutta 
il  dividendo , ed  eseguite  la  divisione. 

A.G.  3 
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72.  Dopo  ciò  sia  proposto  di  trovare  il  massimo  divisore 
colpirne  ai  due  polinomii 

1 2x3  ■+•  4x*  — 3x  — 1 , e 8x3  — 4x*  — 2x  4-  1 . 
Ecco  il  prospetto  deU'operazioDc  : 

12x34-  4r* — 3x — 1 j 8x3—4x»— 2x4-1 

n I 1 . n . /■  n 3 


I 4x*  — 1 
2x  — 1 


Posto  il  polinomio  12x3  4-  4x*  ec.  per  dividendo,  e 
l’altro  per  divisore,  si  trova,  che  il  12  non  si  può  dividere 
per  8,  ma  si  può,  se  si  moltiplica  per  2;  e si  vede^  che  il  2 
non  moltiplica  tutto  il  divisore  : dunque  sul  dividendo  si 
eseguisca  questa  moltiplicazione.  Fatta  la  divisione  si  trova 
un  residuo  20x* — 5,  che  deve  diventare  divisore.  Avendo 
però  esso  un  fattore  5 non  comune  al  divisore,  che  deve 
diventare  dividendo,  questo  fattore  si  sopprime.,  e si  di- 
vide 8x3  — 4x*  — 2x  4-  1 per  4x*  — 1 ; la  divisione  rie- 
sce esalta  , dunque  4x*  — 1 é il  massimo  divisore  cer- 
cato. 

73.  Si  debba  trovare  il  massimo  divisore  comune  nelle 
due  espressioni  < 

2x5  — 4x1  8x3  — 1 2x2  4-  6x 

3x5  — 3x1  — 6x3  4-  9xJ  — 3x 


x4xJ4-  ox* — bx — l 

24x3—l2x*— 6x4-3 
4-  4-  — 

20xa  — 5 

Sx3  — 4x»  — 2r  4-  1 
8 c3  — 2x 


— 4x*  4-  1 

— 4x2  4-  1 
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poste  queste  neiraspctto 

2x(x4  — 2jc3  4-4  ca  — 6x  3)  . 

3x(x4  — x3  — 2 c*  4-  3x  — 1 ) 
si  vede,  che  x è un  fattore  comune.,  e thè  2,  3 csscudo 
due  fattori  delle  due  quantità  date,  non  hanno  divisore  co- 
mune : dunque  2,  e 3 si  trascureranno,  perché  non  fanno 
parte  del  coraun  divisore,  e la  x si  terrà  a contOj  perché 
trovato  il  massimo  divisore  delle  quantità  dentro  le  pa- 
rentesi, questo  si  moltiplicherà  per  x.  Che  se  i due  dati  po- 
linomii,  essendo  i termini  di  una  frazione,  debbano  essere 
divisi  pel  divisore  massimo,  onde  semplificare  la  frazione, 
si  rigetterà  la  x,  si  divideranno  i due  polinomii  dentro  pa- 
rentesi pel  divisore  comune  trovato,  ed  i quoti  si  moltipli- 
cheranno per  2,  e 3. 

Ecco  il  prospetto  dell’operazione. 

x4 — x3 — 2xM-3x — 1 | x'< — 2x34-4xa — 6x4-3 


x4 — 2x3-t-4  r1 — 6x4-3 


x3 — 6x3-*-9x  — 4 


| x3 — 6x*-t-9x — 4 
x — t—  4 


x4 — 2x3-4-4x2 — 6.r-t-3 
x4 — 6x34-9x3 — 4x 


* 

f» 

x3 — 6xH-9x — 4 
x3 — 2x3-+-x 
— _4-  — 

(4)  — 4x’-t-8x — 4 

— xa-t-2x — I 

— x3-t-2x — 1 


4x3 — 5x* — 2x  4-3 
4x3 — 24xM-36x — 1 6 


19x3— 38x-+-19  («) 
| x3—  2x4-1 


x — 1 


36 


In  questo  esempio  si  vede.,  che  nei  residui  (a),  (£)  si 
sono  rigettati  i fattori  19,  e 4,  che  non  erano  comuni  al- 
l’altro polinomio,  col  quale  si  eseguiva  la  divisione. 

74.  Alle  volte  la  destrezza  di  saper  decomporre  i polino- 
mii  ne’loro  fattori  può  far  scoprire  il  loro  comune  divisore 
massimo,  senza  far  ricorso  al  metodo  dato.  Siccome  l’ad- 
destrarsi a trovare  i fattori  dei  polinomii  é molto  utile , 
di  ciò,  che  abbiara  detto  daremo  qualche  esempio.  Siano  i 
due  polinomii 

9x*  — 3xy  — 6x  *+•  2y  , 6x4  — 4X3  — 3xy*-+-  2y* 

Ecco  l’operazione  sul  primo 

9x*  — 3xy  — 6x  -+-  2y  = 9x’  — 3xy  — (6x  — 2y)  = 
3jr(3x  — y)  — 2(3x  — y)  ■=  (3x  — 2)  (3x  — y)  , 

perchè  il  3x — y si  é trovato  moltiplicare  il  3x,  e — 2. 
Nell’altro  polinomio 

6x4—  4x3 — 3xyM-  2y>  = 6x4— 4x3  — (3xy*— 2y»)  = 
2x3(3x  — 2)  — y*(3x  — 2)  = (2x3  — y»)  (3x  — 2)  : 

dunque  il  massimo  divisore  dei  due  polinomii  dati  è 3x — 2.  • 
Siano  anche  i polinomii 

36cz-f-  5 mxz-t-  30mx  -t-  18 bc,  4adz— 7t?rz-+-24ad— 42w 
li  primo  si  può  esprimere  con 

3 be(z  — f—  6)  — t—  5 mx[z  -+•  6)  *=  (3 bc  -H-  5mi)  ( z -4-  6); 
il  secondo  darà 

4 ad(z  -4-  6)  — 7 vr(i  -4-  6)  = (4 ad  — Ter)  (5  -4-  6)  : 
dunque  il  massimo  divisore  comune  c ; 6. 
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a3  H-*  a*A  — aA*  — i3 
a3  — a’A  — aA*  -+-  A3 

il  primo  ci  dà 

a*(a  A)  — A*(a  4-  A)  — (a'*  — A1)  (o  -4-  A) 

l’altro 

o*(a  — A)  — Aa(a  — A)  = (a*  — A*)  (a  — A)  : 

dunque  il  massimo  divisore  comune  è a*  — A1. 

75.  Per  trovare  il  massimo  comune  divisore  di  più  di  due 
quantità  si  supponga  , che  si  voglia  il  divisore  massimo 
comune  fra  le  quantità  a,  A,  c.  Si  trovi  il  divisore  massimo 
fra  a e A,  e sia  d;  è evidente,  che  il  massimo  divisore  delio 
tre  proposte  quantità  deve  essere  comune  a c,  d\  si  trovi 
dunque  il  massimo  divisore  fra  d e c,  e questo  sarà  il  co- 
mune alle  tre. 

Sia  proposto  di  trovare  il  massimo  divisore  delli  tre 
poliaomii 

a3  4-  a’A  • tib a — A3 
a3  — 2a*A  — ab*  -+■  2A3 
a3  — 3aA*  -+*  2A3. 

Si  troverà  il  massimo  divisore  delle  due  prime  essere  a*-A*; 
cercando  il  massimo  divisore  di  a* — b*j  e la  terza,  si  trova 
a — A;  dunque  questo  é il  massimo  divisore  delle  tre  pro- 
poste quantità. 

Avendo  ora  esposto  tutte  le  operazioni  sulle  espressioni 
delle  quantità  per  mezzo  delle  lettere,  proporremo  degli 
esercizii  di  calcolo , che  non  si  raccomandano  mai  abba- 
stanza , senza  i quali  non  si  progredisce  bene  alle  teorie 
universali,  ed  estratte. 

76.  E qui  si  avverlaj  che  come  nei  prodotti  delle  quantità 
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colla  stessa  lettera  si  sommano  gli  esponenti,  così  si  som- 
mano gli  esponenti  dei  polinomii  identici  : quindi 

(a4-A)  (a4-A)  = (a4-A)>,  (a4-A)  (a4-A)  (a4-A)  =>  (a4-A)J 

(a-+- A)3  (a4-A)*  = (a-t-A)5 

e ciò  per  i binomii,  cioè  per  li  polinomii  di  due  monomii: 
ma  si  fa  lo  stesso  per  li  trinomii,  quadrinomii,  ec.  ossia 
per  li  polinomii  di  tre,  di  quattro  ec.  monomii.  Così  per 
es.  nelli  quadrinomii 


(a-{-b-\~c-\-d)  (a4-A4-r4-d)  *=  (a-*-A4-c4"d)1* 

Ciò  posto  trovale 

(a  -4-  A)*  e*  4-  (o  — A)»  e*  = 2(a*  4-  A») e1, 

(a  4-  A)*  e*  — (a  — A)*c*  =>  4aAc*  , 

■+■  (*  — y)M-2;*  = 2(x*  4-  y*  -+■  **),  # 

(ax4-Ay)*4-(«y — Ax)*4-cJa;,4-c,y*e=(o,4-Al4-c,)(x*4-y,)> 
(ox  4-  by)2  4-  (ex  4-  dy)2  4-  (ay  — Ax)*  4-  ( cy  — dx)2  = 
(a’  4-  A1  4-  e*  4-  d2)  (x2  4-  y1) , 

[ (ac-\-bd)  x-+ -(ad — Ae)y]*  4-  l(ac-+-bd)y — (ad — Ae)x]*  == 

(a1 4-  A’)  (e*  4-d*)  (x*4-  y’), 


a4  — (A*  — e1)*  4-  Ai  — (a*  — e1)*  4-  ci  — (a1  — A’)1  = 
(a4-A4-c)  (a4-A — e)  (a4-c — A)  (A4-C — a), 


(ab  — ed)2  — (a  + i — e — d)  foA(c  4-  d) — cd(a  4- A)  ]=» 
(o  — e)  (a  — d)  (A  — e)  (A  — d), 


a2  — Gax  4-  17x*  — • 16  x3 


(2a  4*  x) 
(a  4-  x)1 


(«  — *)* 
(a  4-  x)* 


8 
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(c*  d*)  ab  — (a*  4»)  cd 

ab  — cd 


dimostrate  l’uguaglianza 


( a-t-4 +c-+-rf)  (a-\-b-c-d)  ( a-f-c-4-<i)  (44-c-a-d) 
4(a4  — cd)J 


Provate  la  riduzione  alia  più  semplice  espressione  nelli  se- 
guenti casi  , 

x*  4-  (a  — b)x  — ab  x •+-  a 


x*  — (a  -+-  b)x  -+-  ab  x - 

6x5-t-1 5x<y — 4X3!1  — 1 0x’ys* 

j 

- a 

xa(2x  -4-  5y) 

9x3y — 21  x*yz — 6xyzJ4-1  8y~3 

/ . 

3y(x  — 3a)  ’ 

«4  -+-  a34  -f-  ai3  4-  4$ 

/<H-’4\* 

a4  — 3o34  4-  4 a’4a  — 3a43  -+-  44 

Va — 4/  ’ 

a» — acx-J-(or — 4 ,-+-4r  )x* — bcx3 

a — 4x 

aa4-a4x4-(ac — c24-4c)xa4-c*x3 

a 4-  ex  ’ 

(ab — 1 )*-+-{a-f-4— 2)  (a-t-4 — 2a4) 

(a  — 1)  (4—1) 

(a4  -4-  1 )*  — (a  -t-  4)* 

(a  4-  1)(4-H) 

(a»— 1 )(4J—  1 )a4-+-4«J4»— («M-4a)Q -4- aJ42)  _ /ab  -t-  U» 
(«a— 1 )(é2-+-1  — 4a“4a— (aJ4-41)(l4-<*14*)  Va4  — 1/ 


Provate  le  seguenti  uguaglianze 

« 

1 1 t 1 

(a-A)(o-c)fx-t-a)  (a-ó)(A-c)(x-+-é)"+"(a-c)(ó-c)(x-+-c)  (x-H*)(x4-4)(x4-c)  » 

a»  b * c*  x* 

(a-4)(a-c)(x-+-a)  (a-4)(4-c)(x4-4)  (a-c)(4-c)(x4-c)  (•r-H»)(x4-4X*-t*c) 
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a*  — x* 


ai 

a*  4-  x1 


/ ax  w ax 

(<H Ha IX 

' a — x/\  a-ì-x/  a 7 4-  x 2 

Il  massimo  comun  divisore  di 

a:'*4-ar3-9a,x1-)-1 1a3x-4a4,  e di  x4-ax3-3a*x,4-5a3x-2a4 
è (x  - a)\ 

di  3x<  — 1 0x34-  9x* — 2x,  e di  2x4  — 7x 3 4-  2x*  4-  8x 
ù x * — 2x,* 

di  6a4  4,  4a34  — 9a*4J  — 3 ab3  -+■  244, 

e di  4a4  — 4a»4>  4-  4a43  — 44  é 2a*  4-  2a4  — 4*, 

di  3x*  — (4a  4-  24)  j+  a*  4-  lab  , 

e di  x3  — (2a  4-  b)x 1 4- (a  4-  24)ax  — a*4  è x — a, 

di  xi  — 2a(a  — 4)x»  4-  (a*  4-  4»)  (a  — b)  x — . aJ4*  , 
e di  x< — (a — 4)x34-(a — £)4Jx — 44  <S  x* — (a— 4)x4-4», 

di  a*4-(«  4-  1)ay  4-  y»,  e di  a4  — a%*  — y ) — y3 
è a3  4-  a2y  4-  ay  4-  y* 

• 1 

e delti  tre  polinomii 

a3  4-  5a*x  4-  7ax*  4-  3x3  , a3  4-  3aJx  — ax’  — 3X3., 
a3  4-  o’x  — 5ax*  4-  3x3  è a 4-  3x. 

* 

43 9088?" 
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DELIE  FRAZIONI  CONTINUE.  ‘ 

•58S8J» 


Le  frazioni  continne  formano  una  specie  di  quantità 
dotate  di  proprietà  rimarchevoli,  e molto  utili,  e che  in 
conseguenza  meritano  di  essere  trattate. 

77.  Per  frazione  continua  t'intende  una  frazione  j d di  cui 
denominatore  è un  numero  intero  più  una  frazione , ed  il  de- 
nominatore d»  questa  un  numero  intero  più  una  frazione } e 
coti  innanzi. 

V espressioni 


<W-£ 
b -4“  1 

e-H  1 
dee. 


£ 

b 


£ 
d ec 


sono  frazioni  continue.  Noi  tratteremo  delle  frazioni  con- 
tinue della  prima  forma,  perché  sono  più  di  uso,  e per- 
chè dalla  cognizione  delle  loro  proprietà  si  ricavano  quelle 
delle  frazioni  della  seconda  forma.  Vediamo  ora  come  la 
frazione  continua  si  possa  ridurre  a più  frazioni  comuni 
arrestandoci  ai  successivi  denominatori 
78.  Abbiamo  dunque 


0=0 

1 

ab  -h  1 

o + TD 

b 

1 

o -4-  — ■ 

à-H 

abe  -4-  c -+-  a 

(ab  -t-  1 )c  *4-  a 

bc  -+-  1 

bc  -f-  1 

c 
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a -+•  1 abcd  -4-  cd  -f*  ad  -I-  ab  -4-  1 

b •+•  1 bcd  -4-  d -+-  b 

c +*  [abc  -f-c-+-o)rf-4-aft-4-1 

d (Ac^1)T-^l 


o -+-  1 

A 


abcde-i-cde-k-ade -y-abe  ' e i-abc-hc-f—a 
• 1_  bcde  -4-  de  -4-  be  -+-  bc-h  1 

. c *4“  1 

1 (ahcd-+-cd-+-ad-ì-ah-{-\  )e  -4-  aAe-4-  c-h  a 

e (bcd- 4—  d -4~  b)e  4*  bc  -4-  1 


79.  Se  si  osservano  queste  diverse  frazioni  comuni  avute 
dall’arrcstarci  ai  successivi  denominatori  della  frazione  con- 
tinua, si  vede,  che  ogni  numeratore  è il  numeratore  antece- 
dente moltiplicato  pel  denominatore  attuale,  dove  ci  arrestiamo , 
più  il  numeratore  della  penultima  frazione  , e che  la  stessa 
legge  cale  pel  denominatore.  Dopo  ciò  se  diciamo  A l’intero 
della  frazione  continua,  A'  il  suo  denominatore,  B,  C,  D, 
E,  cc.  i numeratori  delle  successive  frazioni,  alle  quali  ci 
conduce  la  frazione  continua,  e B',  C',  D' , E'  ec.  i deno- 
minatori corrispondenti , sarà 

♦ * I • 


A a 

B = Ai  -t-  1 
C = Bc  -4-  A 
D = Cd  -t-  B 
E =»  De  -4-  C 


A'=  1 
B'  = 4 

C'  «=  B'c  -4-  A' 
1Y-—  Cd  -4-  B' 
E'  = D 'e+C 


ec.  ec. 

Ora  egli  ò facile  dimostrare, che  questa  legge  sussisterà  sem- 
prc.Supponiamo  infatti,  che  valga  fino  alla  jp-,  dico  che  vale 


anche  per  la  frazione  =7  . Infatti  abbiamo  dalle  antecedenti 
L 

D Crf-t-  B . , , D 

uguaglianze  ---=  5 ora  ^ evidente  , che  -y  si 

80  D C </  4-  B D 
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E 1 

cangia  in  — , se  nel  suo  valore  si  cambia  la  d in  d -4-  — : 
t>  e 

dunque 


!('+r) 


•H  B 


c(C d ■+•  B)  + C 


r c(JH.i)+r  «^-hb'h-c' 

ove  ponendo  invece  di  Cd-+-B  il  D,  ed  invece  di  C'd-+-B' 


il  D'  sarà  — = 


De- 

tte 


— , che  mostra  la  legge  per  ipo- 

1 il  • .1  *. 


tesi  sassistente  fino  a 

80.  Vediamo  ora  come  le  frazioni  si  possono  ridarre  a 
frazioni  continue. 

n 

Sia  — una  frazione.  Si  supponga  che  a sia  l’intero 

M H , 

il  più  prossimo  ad  — talché  la  differenza  — — a sia  una 
N ri 

, M'  - 

frazione  — . Si  rovesci  questa,  e sia  b Tintcro  il  più  pros- 

, N . N , . ' N' 

simo  ad  —, , cosicché  — b sia  una  frazione  — , . ai 
M M M 

M' 

trovi  ora  un  intero  il  più  prossimo  a e questo  sia  c, 
c si  proceda  cosi  innanzi.  Dal  nostro  calcolo  si  ricava 


M 


M'  N 


rr-a“N'M'-4 
y 

M" 

dalla  prima  abbiamo 
M 


— d = 


N'  M' 

r ■ 

_rr 

M" 


M" 

N1 


oc. 


M' 


N “a+N * 


i >q  beiviii 


1 

E 

M' 
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ma  dalla  seconda 
dunque  sostituendo 


ma  per  la  terza 


N 

M 

M 

N 


ir  = a 


K 

W’ 
i 

M-N 

M 


i=  a+1_ 

M 

N' 


M'  M' 

ir'=c','r : 


dunque 


M 1 

=3  d -+«•  — - 

N i-H 

c-hW 

N' 


ec. 


81.  Osservando  come  si  sono  ottenute  le  quantità  a,  6, 
Cjtx.  si  vedrà, che  sono  i quoti  ottenuti  col  metodo  del  mas- 
simo comune  divisore  fra  M ed  N,  perché  dividendo  M per 


N si  ha  per  quoto  a,  intero  più  prossimo  a —,  la  differcn- 


M 

za  poi  fra  a ed  — è il  residuo  M'  della  divisione  di- 

M< 

riso  pel  divisore  N.  Il  rovesciarsi  poi  di  — , ed  il  tro- 

N 

N ' 

vare  1'  intero  b prossimo  di  —,  é far  passare  il  divisore 

M 


N per  dividendo,  ed  il  residuo  M'  per  divisore,  e trovare 
il  quoto  della  divisione,  c così  innanzi  : d'onde  si  vede, 
che  la  frazione  continua  sarà  terminata,  quando  saranno 
terminato  le  divisioni  nel  metodo  del  massimo  divisore  , 
il  che  si  é veduto  dover  sempre  avvenire.  Se  la  frazione 
proposta  sarà  vera  frazione,  l’operazione  si  comincerà  dal 
rovesciarla,  ed  applicare  alla  frazione  proveniente  il  metodo 
del  massimo  divisore,  ed  in  questo  caso  la  frazione  con- 
tinua non  avrà  intero,  ma  comincerà  dali’unità  divisa  pel 
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primo  quoto  dei  detto  metodo  più  una  frazione,  elle  sarà 
parimenti  l’unità  divisa  pel  secondo  quoto  più  una  frazio- 
ne simile  all’  antecedente.,  e cosi  di  seguito. 

1 23 

82.  Sia  la  frazione  da  ridursi  a frazione  continua. 

87 

Trovati  i quoti  usando  del  metodo  del  massimo  divisore 
fra  123,  ed  87  questi  saranno  1,  2,  2,  2,  2;  dunque  avremo 


123 

"sT 


1 +T4-1 


i 

7+ì 

2 


Adoperando  il  detto  metodo  del  massimo  divisore  nella 

65 

vera  frazione  - ^ --  si  troveranno  i quoti  2,  3, 2,  2,  1 , 2: 
dunque 

65  1 

715" = £h 

3 -t-_1_ 

2 •+•  1 

2 -t"  1 

T-m  . 

2 


Dimostriamo  ora  le  principali  proprietà  delle  frazio- 
ni continue. 

83.  Prima  proprietà’.  Le  frazioni  comuni  dedotte  dada  fra- 
zione continua  sono  ridotte  alla  più  semplice  espressione. 
Abbiamo  avuto  (§.  79.) 


A «=>  a 
B =A5  ■+■  1 
C <=>  B c -4-  A 
D = Cd  + B 
cc. 


A'  = 1 
B'=  b 

C'  = B'e  -4-  A' 
D'  = Cd  -h  B' 
cc. 
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essendo  4c  successive  frazioni  ridotte 

A B C D 

r ’ B'  ’ C7-  ’ w ec' 

Se  sottragghiamo  da  ogni  frazione  ('antecedente,  avendole 
prima  ridotte  allo  stesso  denominatore,  riteniamo  solo  le 
differenze  dei  numeratori,  ed  in  queste  sostituiamo  i valori 
dei  fattori  ricavati  dalle  eguaglianze  antecedenti,  avremo 

BA'  — B'A  = 1 

CB'  — C'B  = BA  — BA  = — 1 
DC  — D'C  = Be' — B'C  = 1 
ED'  — E D — 1 , 

Ora  i due  termini  di  ciascuna  frazione  dedotta  non  si  può 
dividere  per  alcuna  quantità;  per  es.  C , C'  non  possono 
dividersi  per  un  fattore  comune,  perchè  questo  fattore  do- 
vrebbe dividere  l’uguaglianza  CB'  — C'B= — 1,  cosa  im- 
possibile a causa  dell’unità  del  secondo  membro. 

84.  Seconda  proprietà’.  Le  differenze  fra  le  frazioni  con- 
secutive dedotte  vanno  sempre  diminuendo;  e la  differenza  fra 
due  frazioni  consecutive  è così  piccola , che  tra  esse  non  può 
cadere  un’altra  frazione  con  denominatore  minore  delti  deno- 
minatori delle  due , e quindi  di  termini  minorij  e perciò  più 
semplice. 

Osservando  l'uguaglianza  (§.  83.)  si  vede,  che  A,B,C  ec. 
vanno  crescendo,  e lo  stesso  accade  ai  denominatori  A',  B', 
C'  Se  ora,  come  innanzi,  da  ogni  frazione  si  toglie  l’an- 
tecedente ridotta  allo  stesso  denominatore,  si  troverà  per 
i risultamcnti  della  differenza  dei  numeratori  1,  — 1,  -+-1, 
— 1 ec.  come  abbiamo  dalle  uguaglianze  ultime  (§.  83.); 
dunque 

B A 1 C B 1 D C 1 

B'  A'  A'B'  ’ C'  ~B'  B'C'  ’ D'  CT"  C'D7  CC’ 


Digitized  by  Google 


nelle  quali  i denominatori  A'fi' , B'C' , CD'  ec.  andando 
crescendo,  le  differenze  fra  le  frazioni  decresceranno  con- 
tinuamente. 

Sia  poi,  se  è possibile,  la  frazione  compresa  , per 
C D 

es.  fra  e jjr,  ed  il  denominatore  n sia  minore  di  C' , 

e di  D'.  La  differenza  fra  e — ossia  — - dovrà 

C n nL 

C D 

essere  minore  della  differenza  fra  — , e =-7  cioè  minore 

di  -rrj-;  , ed  a più  forte  ragione  dovrà  essere  minore  di 
li  13 

se  si  supponga  n più  piccolo  di  D'  ; ma  ciò  non 
nL 

può  essere.,  perchè  la  differenza  C'm  — Cn  non  può  essere 

zero  altrimenti  — <=»  contro  l’ipotesi;  essendo  dun- 

que  questa  differenza  sussistente,  cd  intera,  almeno  sarà  1, 

e perciò  la  frazione  ^ non  potrà  essere  minore 

nL. 

1 D f/i 

di  — -7-.  Similmente  la  differenza  fra  ^ ed  — , cioè 
nC  D n 

Dn  — D'm  . , „ , C 

^ dovrà  essere  minore  della  differenza  tra  — , 

nu  t 

c ^7  o di  , ed  a più  forte  ragione  dovrà  essere  mi- 

1)  CD 


nore  di  — — , se  n è minore  di  C : ma  col  discorso  an- 
ni/ 

, Dn  — D'm 

tecedente  si  prova,  che — , — non  può  essere  minore 

perché  Dn  — D m almeno  sarà  uno:  dunque  è vera 

la  proprietà  enunciata  , che  una  frazione  — non  può  cs- 

n 
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sere  compresa  fra  due  frazioni  dedotte  consecutive,  quando 
si  supponga  ii  suo  denominatore  n minore  dei  denomina- 
tori di  queste. 

85.  Terza  proprietà’.  Le  successive  frazioni  dedotte  sono 
alternativamente  minori , e maggiori  della  frazione  continua  j 
ed  indefinitamente  gli  si  vanno  accostando. 

Sia  X il  valore  della  frazione  continua,  ed  a sia  l’in- 
tero a lei  prossimamente  inferiore,  cosicché  X — a sia  una 

frazione  : allora  = X'  sarà  una  frazione  mista, 

X — a 

quindi  esprimendo  per  b l’intero  prossimamente  inferiore 

ad  X',  X'  — b sarà  ancora  una  frazione,  ed  ■ «=s  X" 

sarà  una  frazione  mista,  di  cui  diremo  c l’intero  prossi- 
mamente inferiore,  e cosi  di  seguito.  Ora  dall  uguaglianza 


X — a 


: X'  ricaveremo  X — a= ^7,  edX—a-t-^-. 


Similmente  da  7—  = X'”  ricavandosi  X'e=4-t-  ^r, 

X — 0 A. 


sostituendo  questo  valore  in  quello  di  X,  sarà 

X = a-t-J 

b + t 

X"; 


ove  ponendo  invece  di  X"  il  suo  valore  c -f-  —pr  rica- 


vato da  — — ^X^sarà  X=1  -t-J 


b -+-  1 
c + t 

3r 


ec.  ec. 
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Da  questa  avremo  le  frazioni  dedotte 


aX'-f- 
X 


X = 


(ab  -+-  1)  X"  ■+■  a 
bX"  1 


‘•49 


[( ab  •+■  1 )c  4-  a~\  X'"  •+•  ab  ■+■ 1 
J “ (èc_t-  i)X"'-4-A 
ec.  ec. 


nelle  quali  ponendo  A,  A',  B,  B'  cc.  invece  de’loro  va- 
lori, sarà 

v AX'  -f- 1 

A'X' 


BX"-*-  A 
B'X"  + A' 

CX"-t-B 
“ CX"  -+-  B 
ec.  ec. 

e da  queste 


X 


B 1 

B B'(B'X"  -+-  A') 


A.G. 


ec.  ec. 


1 

C'(Clr  4-  B') 


4 
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Da  queste  si  ricava  , che  le  successive  frazioni  dedotte 

T • i rv  i s sono  alternativamente  minori,  c mag- 
A'  B G D 

giori  della  frazione  continua  X,  perchè  nella  prima  ugua- 
glianza si  deve  aggiungere  ad  onde  avere  X, 

1 B 

c nella  seconda  si  deve  togliere  — da  —, 

B(ua  4-  A)  Jo 

per  avere  X , e così  di  seguito.  Ora  è facile  il  vedere  , 

che  questo  differenze  fra  le  frazioni  dedotte,  e la  continua 

vanno  indefinitamente  decrescendo. 

Infatti  essendo  X'>6  , X"  >c,  X'">d  ec.  sarà  X'>B, 

B'X"  ■+•  A^B'c  -t-  A>C' , C'X"  -+-  B XTd  -t-  B/>D'  ec.: 

dunque  la  prima  differenza  — ^rr  sarà  minore  di  — ~ 

A X AB, 

perchè  nclli  denominatori  hanno  di  comune  A',  ma  X'  nel 

primo  denominatore  è maggiore  di  B',  come  si  è stabilito. 

Allo  stesso  modo  la  seconda  differenza  — ; — — - è 

B (ffX  -+-  A ) 

minore  di  ) 7,  perchè  i denominatori  hanno  di  corau- 
BG 

ne  B' , ma  nel  primo  vi  è B'X1'  -4-  A'  >*  C'  : dunque  le 
frazioni  dedotte  successive  differiscono  dal  valore  della 
frazione  continua  di  quantità , che  sono  respcttivanicnte 


minori  di 


1 

VC 


CD 


ec.  , ma  queste  vanno 


sempre  diminuendo , perchè  ognuno  dei  denominatori  di 
queste  frazioni  avendo  un  fattore  comune  all’antecedente 
denominatore  ha  l’altro  maggiore,  dunque  pur  continua- 
mente  diminuiscono  le  differenze  fra  le  successivo  frazioni 
dedotte,  e la  frazione  continua. 

Essendo  le  frazioni  ~ , — ; , ec.alternativamcn- 
ABC 

te  minori,  e maggiori  della  frazione  continua,  questa  sarà 
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compresa  fra  due  di  quelle  frazioni.  E siccome  abbiamo 
veduto,  che  fra  due  frazioni  consecutivo  non  può  essere 
contenuta  alcuna  frazione,  che  abbia  il  denominatore  mi- 
nore di  ciascuno  di  quelli  delle  due  frazioni,  ne  segue,  che 

ognuna  delle  frazioni  — , ec.  esprimerà  il  va- 

A B L 


lore  di  X più  accuratamente  di  qualunque  frazione  con 
denominatore  minore,  o con  termini  piu  piccoli.  Da  ciò 
può  risolversi  il  problema  seguente  : data  una  frazione  di 
termini  molto  grandi , trovare  le  frazioni  espresse  in  numeri 
minori,  le  quali  si  avvicinino  tanto  al  valore  della  frazione 
data , che  non  sia  possibile  d‘  uccostarvisi  di  più  senza  ado- 
perare frazioni  di  termini  maggiori. 

Si  riduca  la  frazione  proposta  in  frazione  continua  , 


c da  essa  si  determinino  le  frazioni  dedotte 


B 


A' 


’ B'  ’ C'  CC' 


l'ultima  delle  quali  sarà  la  frazione  proposta,  e sarà  sciol- 
to il  problema,  perchè  ciascuna  di  queste  frazioni  espri- 
merà piu  accuratamente  il  valore  della  proposta  di  qua- 
lunque altra  frazione  formata  di  termini  più  semplici. 

86.  Quarta  proprietà-’.  L'errore  che  si  commette  nelfas- 
sumere  una  frazione  qualunque  dedotta  invece  della  proposta 
o della  frazione  continua  è sempre  minore  di  una  frazione 
che  abbia  per  numeratore  l’unità  e per  denominatore  il  pro- 
dotto dei  denominatori  dell' attuale  frazione , e della  frazione 
seguente  : è minore  di  una  frazione , che  abbia  per  numera- 
tore l’unità,  e per  denominatore  il  prodotto  del  denominatore 
attuale  nella  somma  dei  denominatori  attuale , e della  frazione 
antecedente;  e,  con  meno  prossimità,  è minore  di  una  frazio- 


ne, che  abbia  per  numeratore  l’unità } e per  denominatore  il 
quadrato  del  denominatore  della  frazione  attuale. 

Infatti  si  è veduto  (§.  84.),  che  la  differenza  fra  due 
frazioni  consecutive  dedotte  ò una  frazione  , che  ha  per 
numeratore  1'  unità  , c per  denominatore  il  prodotto  dei 
denominatori  delle  due  dette  frazioni.  Per  esempio  abbiamo 
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trovato,  che  la  differenza  fra  ~ , c é , perché 

L » Bli 


C B 

C'  B' 


1 

w 


: ma  si  è veduto  (§.  85.),  che  la  pro- 


posta frazione,  o la  frazione  continua  è compresa  fra  duo 
frazioni  dedotte  consecutive , perché  di  una  di  queste  ò 
maggiore,  c dell’altra  è minore  : dunque  la  differenza  fra  la 
proposta , e qualunque  frazione  dedotta  è minore  della 
frazione,  che  ha  per  numeratore  l’unità,  e per  denomina- 
tore il  prodotto  dei  denominatori  1’  uno  dell’  attuale  fra- 
zione dedotta,  e l’altro  della  seguente.  Inoltre  abbiamo  ve- 
duto (§.  85.),  che  le  differenze  fra  le  frazioni  dedotte,  e la 

proposta  sono  Sucee.,i..menlef;5^;^  . 

cc.  Ora  X'',  X"'  ec.  sono  (§.  85.)  frazioni  miste,  dunque 
sono  maggiori  di  1 : dunque  le  dette  differenze  sono  mi- 

BU"  di  B-tB  +A)  ’ “•  ’ pcrcl,é  ì0  ,|“cs,e  " 

sono  resi  minori  i loro  denominatori  col  fare  X"=- 1 , X"'=  1 : 

dunque  veramente  le  differenze  per  cs.  fra  — , e la  pro- 


C 1 

posta,  fra  —,  c la  proposta  sono  minori  di  — — 7,  di 

G A) 


; — — , ossia  la  differenza  fra  qualunque  frazione  de- 
G (G  4-  B ) 

dotta,  e la  proposta  é sempre  minore  di  una  frazione,  il 
di  cui  numeratore  è l'unità,  ed  il  denominatore  il  prodotto 
del  denominatore  attuale  nella  somma  di  questo  denomi- 
natore, e del  denominatore  dell’antecedente  frazione. 


Se  poi  nelle  Trioni 

scurano  le  quantità  A* , B'  si  avranno  frazioni  più  forti 

Jr  , T^r  , c quindi  la  delta  differenza  fra  una  frazione 

B 1 Ca 
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qualunque  dedotta,  e la  proposta  sarà  a più  forte  ragione 
minore,  comechò  con  meno  vicinanza,  di  una  frazione,  il 
di  cni  numeratore  è l’unità,  ed  il  denominatore  è il  qua- 
drato del  denominatore  delia  frazione  attuale. 

87.  Diamo  qualche  applicazione.  Se  il  diametro  è 1,  la 
circonferenza  è 3,  141 592.  Si  riduca  questa  a frazione  con- 
tinua, c si  troveranno  i denominatori  7,  15,  1,  25  cc.,  e 
da  questi  si  troveranno  le  frazioni  convergenti  verso  il  vero 

, 3 22  333  355  9208  , , 

valore  — , — , , , ec.  le  quali  alter- 

\ J 7 4 /tu  7 440  7 Ort04  * 


nativamente  saranno  minori,  e maggiori  della  frazione  data, 
ed  esprimeranno  più  da  vicino  il  suo  valore  di  qualunque 
altra  frazione  con  termini  più  piccoli. 

22 

88.  La  frazione  dedotta  — é quella  fissata  da  Archi- 

mede  , il  quale  ha  stabilito  , che  la  circonferenza  sta  al 
22 

diametro  nel  rapporto  —,  ossia  22  a 7. 

Adriano  Mezio  nella  nostra  serie  delle  frazioni  dedotte 

355 

ha  fissato  la  quarta  yjy  pel  rapporto  della  circonferenza 
al  diametro. 

Nel  (§.  85.)  abbiamo  veduto,  che  delle  frazioni  dedotte 

ABC  il  u , 

--r-  > 57“  > ec’  *IaeHe  c“e  sono  ,n  P°st°  Pan  sono  mag- 


giori della  frazione  continua,  o della  proposta  frazione,  e 
quelle  ebe  sono  in  posto  dispari  sono  minori  : dunque  i 
due  detti  rapporti  di  Archimede,  e di  Mezio  della  circon- 
ferenza al  diametro,  che  nella  serie  delle  frazioni  dedotte 
sono  in  posto  pari,  sono  ambedue  maggiori  del  rapporto 
dato  in  decimali,  e che  abbiamo  sviluppato  in  frazione  con- 
tinua. Gol  metodo  dato  nel  (§.86.)  si  può  apprezzare  di 
quanto  questi  due  rapporti  differiscano  dal  dato.  Prendendo 
per  es.  il  secondo,  la  sua  difTcrenz^dal  dato  preso  in  tutta 
la  sua  estensione,  perchè  il  decimale  è indefinito,  è minore 
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di  — , che  è minore  di  0,00001:  ma  il  dato  ran- 

113x2931  1 

porto  3,14159  differisce  dal  vero  valore  di  meno  di  0,00001, 

perché  il  valore  decimale  che  verrebbe  appresso  a questo 

355 

rapporto  non  può  dare  0,00001,  dunque  la  frazione  ^ ^ ' 

differisce  dal  rapporto  dato  quasi  di  tanto,  di  quanto  questo 
differisce  dal  vero  rapporto  fra  la  circonferenza,  ed  il  dia- 
metro ; ed  intanto  questo  rapporto  è espresso  in  termini 

355 

più  piccoli  colle  frazione  — — che  colla  3,141592. 

89.  Le  frazioni  continue  servono  anche  a risolvere  il 
problema  del  calendario.  Sapendosi , che  l’anno  astronomico 
supera  il  civile  di  ore  5,  minuti  48 j secondi  50,  2,  vedere 
l’intercalazione,  o aggiunta  in  giorni , che  ad  ogni  periodo  di 
anni  da  determinarsi  si  deve  farej  onde  sia  corretta  l’annua 
trascuranza  delle  dette  ore  5 , minuti  48  ec. 

A questo  fine  si  stabilirà  la  proporzione 

5°  48'  50",  2:1"=  24°  : x ; 

che  vuol  dire  : se  in  un  anno  abbiamo  di  aumento  dell'an- 
no astronomico  sopra  il  civile  di  5°  48'  50  ',  2,  dopo  quanti 
anni  avremo  l'aumento  d'un  giorno  ? Da  questa  proporzione 
si  ricaverà 

24 

X~  5,  813944  ’ 

avendo  ridotto  a decimali  di  ore  li  48"  50",  2. 

Riducendo  a frazione  continua  questa  frazione,  o l’cqui- 
24000000 


valente 


5813944 


x = 4-f-  1 

T 


T cc> 
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4 29  33  161  516 

T ’ T ’ ¥ ’ ”¥T  ’ 725 


Queste  frazioni  ci  dicono,  che  un  giorno  si  deve  aggiun- 
gere dopo  4 anni  : un  giorno  si  deve  aggiungere  dopo 
29 

— di  anno,  o al  settimo  di  29  anni,  e che  perciò  si  deb- 


bono aggiungere  7 giorni  in  29  anni  : si  deve  aggiungere 
nn  giorno  all’ottavo  di  33,  e perciò  8 giorni  in  33  anni; 
e l'ultima  frazione  ci  dice,  che  si  debbono  intercalare  125 
giorni  in  516  anni.  E ciò  è sì  prossimo  al  vero,  che  in  un 
intervallo  sì  lungo  si  produce  l’errore  piccolissimo  di  17". 
Facendo  ora  la  proporzione  516  : 125  = 400  : x;  cioè  se 
125  giorni  si  debbono  intercalare  in  anni  516:  quanti 
giorni  si  dovranno  intercalare  in  400  anni.  Si  troverà  96,9, 
o prossimamente  97  giorni.  E questa  ò l’intercalazione  adot- 
tata nella  riforma  gregoriana  del  calendario  contenuta  nella 
semplicissima  regola.  Dividete  i numeri  di  anni  in  quaternari 
di  annij  ed  in  quaternarii  di  secoli.  Nei  quaternarii  di  anni 
si  fa  faggiunta  di  un  giorno  nel  febbrajo  del  quarto  anno: 
niuna  aggiunta  si  fa  al  primo , al  secondo,  ed  al  terzo  anno , 
e ciò  secondo  la  riforma  di  Giulio  Cesare.  Nei  quaternarii 
poi  di  secoli  il  primo j il  secondo,  il  terzo  secolo  non  si  fanno 
bisestili  come  dovrebbero  essere,  se  in  essi  si  ritiene  la  divisione 
quaternaria  di  armi;  il  quarto  secolo  poi  è bisestile.  Ritenendo 
questa  regola  si  vede,  che  in  400  anni  entrano  100  qua- 
ternari di  anni,  e però  vi  dovrebbero  essere  100  bisestili: 
ma  nei  detti  400  anni  entrandovi  4 secoli,  de’quali  il  pri- 
mo, secondo,  terzo  non  debbono  essere  bisestili,  in  ultimo 
non  si  aggiungono  100  giorni  ma  97,  come  si  ò trovato. 
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GAZO 

DEI  PROBLEMI  ESPRESSI  DA’  SIMBOLI  GENERICI, 
E SOLUZIONI  DELLE  EQUAZIONI  CON  UN 
NUMERO  QUALUNQUE  o’iNCOGNITE. 


«ÌSI8J» 


90.  Abbiamo  veduto  (§.  89.)  cosa  è esprimere  in  equa- 
zione i problemi,  nei  quali  vi  è una  sola  incognita,  e co- 
me (§.  81.)  si  risolva  l’equazione.  Ora  nei  problemi  vi  può 
essere  più  d’una  incognita,  e che  diano  più  d’una  equazio- 
ne; e questi  problemi,  e liquazioni  esprimenti  possono  es- 
sere dati  colla  indeterminazione  delle  quantità  cognite,  c 
perciò  espresse  colle  lettere.  Per  applicazione  della  nostra 
aritmetica  generale  ci  occuperemo  di  cotali  problemi  , ed 
equazioni. 

£ cominciando  da  queste  : qualora  contengono  una  sola 
incognita,  si  dicono  risolute  (§.  81.)  quando  l’incognita  ò 
isolata  in  un  membro,  e tutte  le  cognite  sono  trasporta- 
te nell’altro.  Si  ò veduto  poi,  che  si  debbono  trasportare 
nell’altro  membro  colle  operazioni  contrarie  a quelle,  che 
le  collegano  nel  primo  membro.  Quantunque  la  dimostra- 
zione di  questo  metodo  sia  così  generale,  che  valga  anche 
quando  nelle  equazioni  invece  dei  numeri  vi  siano  le  let- 
tere, perché  queste  sono  numeri  qualunque,  pure  vogliamo 
dame  un'altra  dimostrazione. 

91.  Si  avverta,  che  nella  nostra  aritmetica  generale  ri- 
tenendosi, che  le  quantità  incognite  siano  espresse  colle  ul- 
time lettere  dell’alfabeto  x , y ec.,  le  cognite  si  esprimono 
colle  altre  lettere. 


92.  Sia  dopo  ciò  l’  equazione 


£=r,  nella  quale 


si  debba  isolare  la  x.  A questo  fine  si  fissi  l’assioma.  Se 
a due  quantità  uguali  si  aggiunga  una  stessa  quantità  ver- 
ranno risuliamenti  uguali  : si  aggiunga  dunque  la  quantità  d 
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ai  due  membri  deila  nostra  equazione,  ed  avremo 


ax 


-+■  c — rf  -j-  d=  r ■+•  d , 


nella  quale  dal  primo  membro  togliendo  — d ■+■  d sarà 


ax 

— - _i_  c «=  r 4-  d. 


Si  stabilisca  l’altro  assioma.  Se  da  due  quantità  uguali  si 
tolga  una  stessa  quantità,  i residui  saranno  uguali:  dunque 
dai  due  membri  dell’equazione  antecedente  si  tolga  c,  ed 
avremo 

or  , ax 

— -t-c  — c = r -t-  a — c,  ossia  -.—r-t-d — c. 

0 b 

Si  fissi  anche  il  terzo  assioma.  Se  due  quantità  uguali  si 
moltiplichino  per  una  stessa  quantità ji  prodotti  saranno  uguali : 
si  moltiplichi  dunque  1’  equazione  antecedente  per  b , ed 
avremo 

abx  . ' 

—j-—c=z(r-àrd — c)b  , ossia  riducendo  ax  =>  (r-\-d — c)b. 


Finalmente  posto  il  quarto  assioma.,  che  dividendo  due  quan- 
tità uguali  per  una  terza , « quoti  sono  uguali,  si  divida  la 
nostra  equazione  per  a,  ed  avremo 


or  (r  -+-  d — c)b 
a a 


ossia  x 


(r  -4-  d — c)b 
a 


Confrontando  questa  colia  data  equazione  si  vedrà,  che  in 
questa  l’incognita  è isolata,  e che  si  è cosi  ottenuta  dalla 
proposta  equazione  col  trasportare  le  quantità  cognite  dal 
primo  nel  secondo  membro  colle  operazioni  contrarie. 
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93.  Siano  ora  le  due  equazioni  con  due  incognite 

ax  4-  by  =>  c , a x ■+■  b'y  = c'  . 

11  metodo  per  trovare  i valori  delle  due  incognite  £ di  ri- 
durre le  due  equazioni  ad  una  sola  con  una  sola  incogni- 
ta, ciò,  che  si  ottiene  col  V eliminare,  come  si  dico,  un  in- 
cognita : perchò,  avendosi  cosi  una  equazione  con  una  sola 
incognita,  col  metodo  antecedente  (§.  92.)  si  potrà  trovare 
il  suo  valore,  il  quale  si  sostituirà  in  una  delle  date  equa- 
zioni, e così  avendo  questa  una  sola  incognita , si  risol- 
verà per  trovare  il  suo  valore. 

94.  Per  eliminare  un'incognita  nelle  due  date  equazioni 
si  farà  sì,  che  essa  abbia  uno  stesso  coefficiente  in  ambedue 
l’equazioni.,  e se  avrà  anche  Io  stesso  segno,  sottraendo  una 
equazione  dall’altra,  questa  incognita  sparirà;  e se  abbia 
diversi  segni  sparirà  colla  somma  delle  due  equazioni. 
L’incognita  poi  da  eliminarsi  acquisterà  lo  stesso  coefficien- 
te se  ciascuna  delle  due  equazioni  si  moltiplichi  pel  coef- 
ficiente, che  ha  la  detta  incognita  nell’altra  equazione.  ' 

Così  volendosi  eliminare  la  x,  si  moltiplicherà  la  prima 
equazione  per  a,  c la  seconda  per  a,  ed  avremo 

aax  -+-  a by  =>  a’c  , aa'x  -+-  ab' y = ac'. 

Avendo  la  x Io  stesso  segno  in  ambedue  l’cquazioni  si  tol- 
ga la  seconda  dalla  prima,  e sarà 

a'by  — ab  y ==  a c — • ac  . 

Se  l’cquazioni  fossero  state 

— ax  -t-  by  =s  c , ax  b'y  = c, 
da  esse  si  sarebbe  ottenuto 

— aax  4-  aby  = a'c,  aa'x  4-  ab'y  = ac. 


Digitized  by  Google 


59 

c per  togliere  la  x si  sarebbe  dovuto  fare  la  somma  del- 
le due  equazioni,  e si  sarebbe  ottenuto 

dby  “t-  ab  y = a c + oc . 

Ritornando  al  primo  caso,  l’equazione  risultante  dall’elimi- 
nazione si  pud  porre  sotto  la  forma 

/ * 

CL  C - £g£ 

(ab  — ab')  y ■=  ac  — oc' , ed  y — -^7  • 


Per  trovare  il  valore  di  x si  sostituisca  questo  di  y in 
una  delle  equazioni  date  per  es.  in  a.r-t-iy=c  ed  avremo 


oc' 

ai' 


e,  ed 


ax  = c 


a'bc  — abe' 
ab  — aV~ 


a'bc  — ab'c  — a'bc  -4-  abe' 
a'b  - ab' 


abe'  — ab'c 
db — ai' 


» 


ed 


be'  — i'c 
X db  — ai' 


95.  Se  si  avessero  tre  equazioni  con  tre  incognite,  se 
ne  eliminerebbe  una  così.  Si  farebbe  acquistare  a que- 
sta lo  stesso  coefficiente  in  tutte  e tre  l’equazioni , e ciò 
moltiplicando  ciascuna  equazione  pel  prodotto  dei  coeffi- 
cienti, che  ha  la  detta  incognita  nelle  altre  due  equazioni  : 
quindi  si  toglierebbe  dalla  prima  equazione  risultante  la 
seconda,  e dalla  seconda  la  terza,  e così  si  avrebbero  due 
equazioni  con  due  incognite,  che  trattate,  come  si  è detto 
nel  caso  antecedente,  si  ridurrebbero  ad  una  equazione  con 
una  incognita  , dalla  quale  si  ricaverebbe  il  suo  valore. 
Sostituito  questo  in  una  delle  due  equazioni  ottenute  con 
due  incognite,  si  troverebbe  l’altra  : finalmente  sostituiti  i 
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valori  delle  due  dette  incognite  in  Una  delie  tre  date  equa- 
zioni, si  troverebbe  quello  della  terza. 

96.  Si  avvertirà,  come  nel  caso  di  due  equazioni  con  due 
incognite,  che  se  l’incognita  da  eliminarsi  ha  segni  diversi 
in  due  equazioni,  dopo  averla  ridotta  ad  avere  lo  stesso 
coefficiente,  non  si  sottrarrà  una  equazione  dall’altra,  ma 
si  aggiungeranno  le  due.  Ecco  l’esempio 


ax  •+•  by  -+•  cz  = d 
dx  -t-  b'y  -J ~c'z=d 
a x -k-b'y  •+•  c"i  = d" 

da  questa  per  la  regola  data  avremo 

aaa  x-\-  aa  by  aa  cz  = aa  d, 

8aax  + aaùy  + aaci  = aa(t 
aad'x  -+-  ad  b'y  -+-  adc'z  = aa'd", 

nelle  quali  sottraendo  la  seconda  dalla  prima , e la  terza 
dalla  seconda  avremo 

(a'a'b  — adb')y  -t-  (aVc  — aa'c'jz  = dd’d  — aa'd 
(ad'b'  — adb" )y  -\-(ad'c  — adc)z  = aa'd — add"  : 

da  queste  eliminato  y avremo 

[(ode  — ad’c)(ad'b' — adb')—[adc — ad  c")  (a  'db— ad'b  )]*= 
(add — ad’d)(ad'b' — adb") — (aa'd' — add"){a'd'b — ad'b'), 
dalla  quale  si  ricava  il  valore  di  z. 
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97.  Dopo  ciò  si  conosce  il  metodo  per  trovare  i valori  di 
quattro  incognite  in  quattro  equazioni.  Se  ne  elimina  una, 
e ciò  col  fargli  acquistare  lo  stesso  coefficiente  moltipli- 
cando ciascuna  equazione  pel  prodotto  dei  coefficienti,  che 
la  detta  incognita  ha  nelle  altre  equazioni,  e poi  togliendo 
dalla  prima  la  seconda,  dalla  seconda  la  terza,  e dalla  terza 
la  quarta.  Si  avranno  così  tre  equazioni  con  tre  incognite, 
che  si  tratteranno  come  nel  caso  antecedente  (§.96.),  o come 
le  quattro  equazioni  con  quattro  incognite,  e si  otterranno 
due  quazioni  con  due  incognite,  e poi  una  equazione  con 
una  incognita,  che  ci  farà  conoscere  il  suo  valore.  Questo 
poi  si  sostituirà  in  una  delle  due  equazioni  con  due  in- 
cognite, e si  troverà  l’altra.  I valori  di  queste  due  si  so- 
stituiranno in  una  delle  tre  equazioni  con  tre  incognite , 
e si  troverà  la  terza;  finalmente  i valori  di  queste  tre  si 
sostituiranno  in  una  delle  quattro  date  equazioni,  e si  tro- 
verà la  quarta.  Lo  stesso  metodo  deve  tenersi  per  un  nu- 
mero qualunque  d'mcognitc  in  altrettante  equazioni. 

98.  Potrebbe  darsi  il  caso,  che  avendosi  più  equazioni 
con  altrettante  incognite  niuna  si  trovasse  in  tutte,  ciò,  che 
richiede  il  metodo  dato  basato  sulla  eliminazione  di  una  in- 
cognita da  tutte  le  date  equazioni.  Ma  si  porrà  l’incognita 
nelle  equazioni  ove  manca  con  coefficienti,  che  nelli  risul- 
tamenti  del  metodo  dato  si  supporranno  nulli.  Se  per  esem- 
pio si  avessero  l’equazioni 

ax  cz  = d 
a'x  -i-  b'y  ==>  <1 
b"y- +-  c"  z = Ì'. 

In  queste  si  vede , che  niuna  incognita  si  trova  in  tutte 
l’equaziooi  : ma  volendo  eliminare  la  x si  scriva  nella  terza 
a'x,  e si  avranno  l’equazioni 
ax  -4-  et 
a'x  •+>  b'y  = 
alx-\r  b y4*  c'z  =*  <Ì' 
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dalie  quali  si  avranno  le  tre 


/ ii  . / » * //• 

aaa  x -i-  aa  cz  = a a a 

• n . oi*  // 1/  1 

oflax  + flflftyaflfla 

aa'd'x -4-  aa'b'y  -+-  aa'd'x  = aa'd"  . 

Da  queste  poi,  per  le  regole  date,  si  avranno,  sottraendo 
dalla  prima  la  seconda,  e dalla  seconda  la  terza  equazione, 

dcCcx  — aa'b'y  = dd’d — aa"d' 

— aa'c'x  -+-  (ad'b'  — adb")y  = a a " di  — addi' 

dividendo  la  prima  equazione  per  a",  e facendo  nella  se- 
conda a"  o avremo 


a ex  — ab'y  — ad  — ad 

/ H /»*  / *// 

— aac  x — aao  y = — aaa, 

e dividendo  la  seconda  per  — ad  avremo  le  due 
a' ex  — ab'y  = a'd  — ad' 
ex  -+-  b"y  = d"  . 

le  quali  due  equazioni  col  metodo  dato  si  riducono  ad 
una  equazione  con  una  incognita  , dalla  quale  si  troverà 
il  valore  di  questa  incognita,  c quindi  delle  altre. 

99.  Da  tutto  ciò  si  ricava,  che  qualunque  sia  il  numero 
delle  incognite , e comunque  siano  poste  nell’  equazioni , 
purché  queste  siano  tante  quante  sono  le  incognite  stesse, 
sempre  col  metodo  dell’  eliminazione  si  potranno  ridurre 
ad  una  equazione  con  una  sola  incognita , della  quale  si 
troverà  il  suo  valore.  Questo  si  sostituirà  in  una  delle  due 
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equazioni  eoa  due  incognite,  e si  troverà  l’altra.  Questi 
due  valori  di  due  incognite  si  sostituiranno  in  una  dello 
tre  equazioni  con  tre  incognite,  e si  troverà  il  valore  della 
terza  , e così  di  seguito  finché  si  giungerà  ad  una  delle 
equazioni  proposte,  dove,  sostituendo  i valori  trovali  di 
tutte  le  incognite  meno  una,  si  troverà  il  valore  di  questa. 

100.  Se  poi  avvenisse,  che  si  avessero  più  incognite  che 
equazioni,  colle  eliminazioni  successive  delle  diverse  inco- 
gnite si  giungerebbe  ad  una  equazione  con  più  d’una  in- 
cognita senza  poter  procedere  a togliere  altra  incognita. 
Per  esempio  se  si  avessero  quattro  incognite  con  tre  equa- 
zioni , se  ne  diminuirebbe  una,  c si  avrebbero  tre  inco- 
gnite con  due  equazioni.  Eliminando  tra  questo  un’  altra 
incognita  si  avrebbe  una  equazione  con  due  incognite,  e 
qui  ci  dovremmo  arrestare , perché  non  si  avrebbe  altra 
equazione  per  eliminare  una  delle  due  incognite. 

Ora  quando  si  ha  una  equazione  con  più  d'una  inco- 
gnita, a questa  equazione  si  può  soddisfare  con  indefiniti 
valori  delle  incognite,  perchè  dati  a piacere  dei  valori  a 
tutte  Tincognite  meno  una,  risolvendo  l’equazione  per  que- 
sta j si  troverebbe  il  valore  da  soddisfare  all’  equazione. 
Se  per  es.  fosse  2x  — 3y  •+-  5z  = 1 , 

e se  si  ponesse  y = 3 s = 4 

si  avrebbe  2x  — 9 -j-  20  = 1 , 2x  = — 10,  x= — 5, 

ed  i valori  x «=  — 5,  y •=  3 , z = 4 colli  arbitrarii  di 
y o di  z soddisfano  all’equazione  data. 

Il  problema,  che  dà  più  incognite,  che  equazioni,  si 
dice  problema  indeterminato,  perchè  le  sue  incognite  possono 
avere  indefiniti  valori. 

101.  Se  avvenisse,  che  si  avessero  più  equazioni  che  in- 
cognite, allora,  separate  tante  equazioni  quante  sono  le  inco- 
gnite,si  risolverebbero  col  metodo  dato,  e si  avrebbero  i va- 
lori di  tutte  le  incognite.  Ciò  ottenuto  se  questi  valori 
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soddisfano  alle  altre  equazioni,  che  si  sono  lasciate,  il  pro- 
blema si  dirà  ridondante  di  condizioni,  o problema  più  che 
determinato.  Se  poi  i valori  trovati  delle  incognite  non  sod- 
disfano ad  alcuna,  o a tutte  l’equazioni  tralasciate,  si  dirà, 
che  A problema  è assurdo , perchè  involve  condizioni  fra 
loro  opposte. 

1 02.  Affinché  dunque  un  problema  sia  determinato , cioè  dia 
per  V incognite  valori  /issi,  e soddisfacenti  al  problema,  i ne- 
cessario, che  dia  tante  equazioni,  quante  sono  le  incognite,  e 
che  perciò  dia  tante  condizioni,  quante  sono  le  incognite  stesse. 

103.  Oltre  il  metodo  di  eliminazione  per  ridurre  l’equa- 
zioui  date  ad  una  sola  con  una  sola  incognita  vi  sono  al- 
tri due  metodi,  l'uno  detto  metodo  di  sostituzione,  e l’altro 
metodo  di  uguaglianza. 

Il  primo  consiste  nel  ricavare  da  una  deile  date  equa- 
zioni il  valore  d’una  incognita  dato  per  mezzo  delle  altre, 
e sostituirlo  invece  della  detta  incognita  nelle  altre  equa- 
zioni; così  si  ha  una  equazione  di  meno  ed  una  incognita 
di  meno.  Si  risolve  una  di  queste  per  una  incognita,  ed 
il  valore  ricavalo  si  sostituisce  nelle  altre  equazioni , ai 
toglie  cosi  un'altra  equazione,  ed  un’altra  incognita,  ed 
andando  così  innanzi  si  giungerà  ad  una  sola  equazione 
con  una  sola  incognita,  della  quale  trovato  il  valore  si  so- 
stituirà neU'cquazionc  con  due  incognite,  c si  troverà  l’al- 
tra. I valori  di  queste  due  si  sostituiranno  nella  equazione 
con  tre  incognite,  c si  troverà  la  terza,  e cosi  di  seguito. 

104.  Il  metodo  dell’uguaglianza  è questo.  Si  trova  il 
valore  di  una  stessa  incognita  in  tutte  le  date  equazioni, 
od  uguagliaudo  il  primo  valore  al  secondo,  il  secondo  al 
terzo  , il  terzo  al  quarto  cc.  ò chiaro , che  si  avrà  una 
equazione  di  meno,  ed  una  incognita  di  meno.  Dalle  equa- 
zioni risultanti  si  troverà  il  valore  di  una  stessa  incogni- 
ta, ed  uguagliandoli  fra  loro,  come  nel  caso  antecedente,  si 
avrà  una  equazione  di  meno,  ed  una  incognita  di  meno, 
e cosi  innanzi  lino  ad  aversi  una  equazione  con  una  in- 
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cognita.  Questi  due  metodi  di  sostituzione,  e di  uguaglianza 
suppongono,  che  tutte  le  incognite  si  trovino  in  tutte  l*e- 
quazioni. 

1 05.  Ciò  non  ostante  il  metodo  di  sostituzione  può  ser- 
vire quando  anche  niuna  delle  incognite  si  trovi  in  tutte 
l’equazioni,  purché  si  scelgano  acconcie  sostituzioni,  onde 
poter  giungere  ad  avere  equazioni  con  altrettante  incogni- 
te, e che  tutte  si  trovino  in  tutte  l’equazioni. 

Per  dare  un  esempio  siano  l’equazioni 

2x  •+-  3y  ss  1 , 3y  — * = 4 , 5 z -+-  2u=2,-— -x  -+-2z  «=•—  1 


Se  dalla  prima  si  ricava  il  valore  di  x in  y,  e si  sosti- 
tuisce nella  quarta  avremo  un’equazione  fra  y e s come 
la  seconda,  onde  per  mezzo  di  queste  due  si  troveranno 
i valori  di  queste  due  incognite,  colli  quali  facilmente  si 
troveranno  i valori  delle  altre. 

Dalla  prima  dunque  si  ha 

1 ~ 3*  . :.■«  - 
2 

quindi  la  quarta  diventa 

3u  — 1 • 

• — ^ ■+•  2z  = — 1 , o 3 y-+-  4 x = — 1 . 


Ricavando  da  queste.,  c dall’equazione  seconda  superiore 
l’csprcssioni  del  valore  di  y,  sarà 


1 -Ma  4-t-z 

— ’ y=s-r 


c quindi 


4-+-s 

3 


1-+-  4 z 


x = — 1 — 4z  , 5 s ■==  — 5, 


4+s  4 — f 

, »=  — = — 


* : 


t . *) 

I 


A.G. 
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Con  questi  si  troveranno  subito  i valori  delle  altre  inco- 
gnite. 

106.  Il  metodo  dato  per  risolvere  un  numero  qualun- 
que d'equazioni  con  ugual  numero  d'incognite  qualche  volta 
può  essere  semplificato  a causa  di  opportuna  forma  delle 
equazioni.  Ne  daremo  un  esempio,  che  qualche  volta  po- 
trà essere  posto  iu  uso , corno  si  farà  in  seguito  in  qual- 
che problema. 

Siano  l’cquazioni 


ax  -4-  % 4-  z 4-  » -t-  ec.)  = c 

a'y  -4-  b'(x  + i+«  + cc)  = c 

n'z -+■  b"{x  4*  y u-f-  cc.)^=c, 

à"u-\-b''l(x  + y+r  + ec.)=C"' 
cc.  ec. 


Si  ponga  x4-y-f-2-f*u*4-ec*  =w»  le  nostre  equazioni 
divculeranno 

ax  4-  b(m  — x)  = e 
ay  4-  b'(m  —y)  = c 
a"*4-6"(m  — *)«  c"  "■ 


a'"w+-6"(tn-~u)  = c" 
ec. 

dalle  quali  ricavando  i valori  delle  incognite  x,  y cc. 
avremo 

c — bm  c — b'm 


x 


a — b 


/ 

a 


b' 


c"  — b"m  é"  — b"'m 

7'  — b"  * “ “ am  — b"'m 


c si  vede,  _chc  le  incognite  saranno  trovate  quando  si  co- 
noscerà la  m.  Ora  questa  si  avrà,  se  l’espressioui  trovate 
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delle  incognite  si  sostituiscano  in  una  delle  date  equazioni 
per  es.  nella  prima,  perchè  avremo 


a[c  — bm) 
a — b 


+ 


che  risoluta  per  m ci  darà  il  suo  valore. 

107.  Si  riprendano  le  soluzioni  (§.  94.) 

be'  — b'c  de  — oc' 

* db  — ab'  ' ^ db  — ab' 


delle  due  equazioni  ax  •+■  by  = c , dx  •+-  b'y  = c , ed  in 
esse  si  supponga  zero  il  denominatore  comune  db  — ab' 
senza  chè  sia  zero  alcuno  dei  numeratori:  avremo  db-ab' ~o. 


e quindi  a = 


ad 
b ' 


Si  sostituisca  questo  valoro  di  d nella 


seconda  delle  duo  date  equazioni,  cd  avremo 


*-  >+•  b'y  — c , ab’x  •+•  b by  =■  c'b , ax  -+•  by  =*  — , 
b & 

ora  abbiamo  la  prima  equazione  ax  •+-  by  = c , dunque 


C~  =>  c , cb  = b’c , be'  — b'c  = o : 
b 

ma  ciò  non  può  essere,  perchè  per  ipotesi  ninno  dei  due 
numeratori  delle  incognite  è zero  : dunque  se  a b — ab' 
è solamente  zero  nei  valori  delle  incognite,  o se  queste  si 
presentano  sotto  la  forma 

be'  — b'c  de  — de 


il  problema  non  può  essere  soddisfatto,  ossia  il  problema 
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presenta  condizioni  contraddittorie  : dunque  la  soluzione 
espressa  da  una  quantità  divisa  per  zero  è simbolo  dì as- 
surdità. Se  poi  è zero  anche  il  numeratore  bc  — b'e , al- 
lora si  verifica  la  condizione  ~ =>  c,  e le  due  equazioni 

0 

diventano  una  sola  ac  -4-  by  = c,  alla  quale  soddisfano 
infiniti  valori  di  a?,  e di  y (§.100.),  ossia  l’equazione  è inde- 
terminata: dunque  una  soluzione,  o valore  dell’incognita,  che 

si  presenta  sotto  la  forma  di  — - è simbolo  <f  indeterminazione. 

£ da  notarsi,  che  anche  il  valore  di  y si  presenta  sotto 

la  forma  di  - . Infatti  se  ab  — ab'  = o , bc  — b'c  = o 
0 

preso  da  questa  il  valore  di  4 = e sostituito  nell’ 


antecedente,  sarà 


a'b'c  ac 

— — ■ —ab  =o,  — — a=o,  a c — ac  - 
c c 


che  è il  numeratore  di  y. 

1 08.  Non  sempre  però  che  una  quantità  diventa  zero 
diviso  per  zero  per  valori,  che  si  diano  alle  lettere,  o per 
una  ipotesi  particolare  sulle  lettere,  la  quantità  è intrin- 
secamente tale  , e perciò  rappresenta  l’ indeterminazione 
dell’incognita,  quando  esprima  il  suo  valore;  perchè  può 
avvenire  ciò  da  che  la  frazione  abbia  in  quella  ipotesi  un 
fattore  comune  al  numeratore,  ed  al  denominatore,  che  si 
annulli.  Sia  per  esempio  l’equazione  a3-+-b*x=.b3-+-a*x  : 

a3  — b3  . 

risoluta  ci  dà  x aa  . Ora  se  in  questa  si  diano 

— 6» 

ad  a , e b valori  uguali  , o se  si  faccia  a = b avremo 

x = — ; intanto  i due  suoi  termini  a3  — b3  , a*  — b * 

hanno  un  fattore  comune  a — b , il  quale  si  trova  cercando 
fra  a3  — b3 , ed  a* — b*  il  commi  divisore;  quindi  il 
nostro  risullamento  si  potrà  esprimere  con 

(a*  -+-  nb  -f-  b*){a  — è) 

JC  ? — * , i 

(a  -+-  b)(a  — /•>  ’ 
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e piu  semplicemente  con 


a1  -+•  aì>  A* 


dove  fatto  a = J sarà 


a -4-  b 


3 a 


1 09.  Perciò  prima  di  fissare  che  una  quantità  sia  intrinse- 

0 

carnute  — per  valori  particolari  delle  lettere , si  dovrà  cercare 

H massimo  comune  divisore  fra  i due  termini  della  frazione , 
e te  non  ne  abbia , o ne  abbia  uno,  che  per  la  data  ipotesi  non 
si  annullij  si  conchiuderà  , che  il  dato  valore  è intrinseca- 
mente zero  diviso  per  zero  : e se  esso  sia  il  valore  dell ' in- 
cognito., si  dovrà  conchiudere,  che  questa  é indeterminata.  Se 
poi  i due  termini  della  frazione  abbiano  un  fattore  comune, 
che  nella  data  ipotesi  vada  a zero,  questo  si  toglierà,  ed  il 
vero  valore  sarà  quello , che  sorgerà  dall" introdurre  la  detta 
ipotesi  nella  frazione  risultante. 

1 10.  Ciò  si  conferma  anche  nei  casi  concreti  dei  problemi. 
Si  snpponga,  che  da  due  luogki  distanti  di  d allo  stesso  istante 
partano  due  corrieri  diretti  verso  lo  stesso  luogo  fuori  della 
detta  distanza.  Supponiamo , che  quello  che  i indietro  faccia 
miglia  m in  un  ora,  e l’altro  miglia  m:  si  domanda  ove  il 
primo  raggiungerà  il  secondo. 

Sia  x la  distanza  fra  il  ponto  di  partenza  del  secondo, 
ed  il  punto  d’incontro;  il  viaggio  del  primo  per  l’incontro 
sarà  d- h x.  Ora  questi  percorrendo  miglia  m in  un  ora, 
tante  volti?  la  m entrerà  nel  viaggio  d -+-  x,  c tante  oro 

(/,  |r  t • • • 

impiegherà  : dunque ò il  tempo,  che  impiega  il  cor- 

m 

x 

riero  indietro  per  arrivare  al  punto  d’ incontro  ; ed  — 7 
sarà  il  tempo  dell’  altro.  Ora  questi  due  tempi  debbono 
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essere  uguali,  perchè  per  ipotesi  partono  allo  stesso  istante, 
ed  allo  stesso  istante  s’incontreranno:  dunque 

m m 


di  qui 


md  -4-  m'x  = mx  } mx  — m’x  = md  , 

, - -,  md 

x(m  — m)  = md  , x , , 

m — m 


Secondo  l’ipotesi  del  problema,  deve  essere  m^>m  , per- 
chè quello  indietro  nello  stesso  tempo  deve  percorrere  più 
miglia  m delle  miglia  m del  secondo,  onde  raggiungerlo. 

Se  fosse  m = m'  si  troverebbe  x = ma  in  que- 


sto caso  quello  indietro  non  potrebbe  giammai  raggiun- 
gere quello  innanzi,  dunque  veramente  T espressione  ~ 


o una  quantità  divisa  per  zero  è simbolo  di  assurdità  del 
problema. 

Se  oltre  m = m fosse  d = 0 sarebbe  x «=>  -jj-.  Nella 


nostra  ipotesi  i due  corrieri  partendo  dallo  stesso  luogo 
colla  stessa  celerità  sarebbero  sempre  insieme.,  ossia  x,  che 
dà  l’incontro,  avrebbe  infiniti  valori  : dunque  veramente 


1’  espressione  — dJuna  incognita  è simbolo  d’indetermi- 


nazione del  problema. 

1 1 1.  Se  poi  fosse  m<m'  la  quantità  x= — r sa  re  fi- 

rn — m 

bc  negativa,  perchè  di  denominatore  negativo.  Nella  no- 
stra ipotesi  il  corriere  innanzi,  avendo  più  velocità  di  quello 
indietro,  bisognerebbe,  che  per  incontrarsi,  il  primo  vol- 
gesse indietro  il  suo  cammino  verso  il  corriere  indietro, 
e quindi  la  x prendesse  un  senso  opposto  al  primo:  dunque 
il  segno  negativo  dei  valore  dell’incognita  indica che  si  deve 
prendere  in  senso  contrario  : cosicché,  se  per  es.  esprimesse 
crediti  nel  problema,  dovrebbe  esprimere  debiti;  se  una 
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posizione,  esprimerebbe  una  posizione  contraria,  e così  si 
rettificherebbe  ii  problema. 

Sia  anche  il  problema.  Un  padre  ha  di  età  anni  a , ed 
U suo  figlio  anni  b , si  domanda  dopo  quanti  anni  il  figlio 
avrà  l’mma  parte  dell’età  del  padre. 

Se  x esprima  il  numero  degli  anni  domandali  , dopo 
questi  il  padre  avrà  anni  a-\~x  , cd  il  figlio  anni  A-nr: 

CL~\~*dC 

dunque  per  la  condizione  del  problema  b *4-  x = — - , 

,.  . . , a—mb 

di  qui  mb  mx  =(i+r,  cd  x =»  . 

m — 1 

Si  supponga  ora  m =>  4 , a = 45  , b <=  1 5,  sarà 


Questo  valore  negativo  di  x ci  dice  , che  non  dopo  gli 
anni  attuali  45,  e 15  del  padre,  e del  figlio  l’età  di  que- 
sto sarà  il  quarto  dell’età  del  padre,  ma  5 anni  prima.  In- 
fatti se  si  propone  il  problema.  Avendo  attualmente  un  pa- 
dre 45  annij  ed  il  figlio  1 5,  si  domanda  quando  il  figlio  ha 
avuto  il  quarto  dell’età  del  padre  , l’equazione  esprimente 

4 5 oc 

il  problema  sarà  15  — x — -,  la  quale  risoluta 

ci  dà  x 5,  risultamento  positivo,  perchè  si  accorda  col 
senso  del  problema. 

Dopo  ciò  diamo  per  esercizio  dei  problemi  espressi  con 
simboli  generali. 

Un  padre , che  ha  tre  figliuoli  ordina  nel  suo  testamento , 
che  la  sua  eredità  sia  divisa  cosi.  Il  primo  deve  avere  una 
somma  a più  t’nma  parte  di  ciò,  che  resta  : il  secondo  una 
somma  2 a più  Pnma  parte  di  ciò,  che  resta : finalmente  il  terzo 
deve  avere  una  somma  3 a più  l'nma  parte  di  ciò,  che  resta  tolte 
le  altre  due  parti , ed  il  3 a.  Così  l’eredità  è interamente  divisa,  e 
nulla  rimane.  Determinare  l’eredità , e ciò,  che  tocca  a ciascuno. 

112.  Sia  x l’eredità.  Al  primo  toccherà 
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/ 


i 


a 4- 


x—a  an-\-x — a 


Per  formare  la  parte  del  secondo  da  x si  tolga  2a,  cd 

a«4-x — a nx  — 3an — x •+■  a , , 

, avremo : dunque  la  porzione 

n n 

del  secondo  sarà 


2a 


fix  — 3 un  — r-t-  a 2 an*  4-  nr  — 3an  — x-h-a. 

,o 


Togliendo  ora  le  due  parti,  e 3a  da  x,  avremo 

n*x  — 6an*  — 2nx  4-  4an  4-  x — a 
n1 

c la  porzione  del  terzo  sarà 

3an3  4-  n*x  — 6 an*  — 2n  r4-  4«n  4-  x — a 
^ * 

Ora  colle  distribuzioni  delle  tre  parti  F eredità  si  trova 
consumata  : dunque  togliendo  da  x le  tre  parti  il  residuo 
sarà  zero.  Facendo  questa  sottrazione  troveremo 

n3x — 6onJ — 3«*x4-1  Oa»s4-3nr — 5an — £4-o=o,  d’onde 
a(6n3  — 10n»  4-  5n  — - 1) 
n3 — 3n’ 4-3n — 1 " . 

Questo  risultamento  si  poteva  trovare  con  più  speditezza 
facendo  questa  riflessione.  Si  dice.,  ebe  quando  pei  terzo 
figlio  si  prende  il  3a,  e V nma  parte  di  ciò,  che  rimane, 
nulla  vi  rimane;  è dunque  necessario,  che  questo,  che  vi 
rimane,  sia  zero,  altrimenti  vi  rimarrebbe  questo  resto  me- 
no la  sua  nma  parte  , o la  sua  nma  parte  ripetuta  n — 1 
volte.  Ma  l’ultimo  residuo  ò stato 


n'x  — 6an*  — 2nx  4-  4an  4-  x — a 
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dunque  ti  porrà  questo  uguale  a zero,  e si  troverà 

* < ' 

a(6n*  — 4n-+- 1 ) 

X i=3  ■ • 

# »*  — 2n  ■+■  1 


Si  vedrà,  che  questo  valore  s’accorda  coll’antecedente  cer- 
cando in  questo  il  massimo  divisore  nelle  due  quantità 
6 n3  — 1 0n1  5n  — 1 , n3  — 3n*  -f-  3*  — 1 , e divi- 
dendo per  questo  divisore  queste  stesse  quantità.  Per  eser- 
cizio risolviamo  in  un’altra  maniera  il  dato  problema. 

Si  esprimano  per  r,  r,  r"  i tre  residui  dei  quali  parla 
il  problema;  è evidente,  che  le  parti  dei  tre  figli  saranno 

r r'  /' 

a H , la  — , 3a  -+-  — . 

a n n 

Ora  per  la  ragione  addotta  r"  deve  essere  zero  altrimenti 
vi  rimarrebbe 


Per  questa  ragione  toccando  al  secondo  2a,  e l’n"0  parte 
del  resto  r vi  rimarrà  per  la  porzione  del  terzo 


t'  x' 


ma  il  terzo  deve  avere  3a,  o con  ciò  si  deve  prendere 
tutto  ciò  che  é rimasto  : dunque 


A 


3a  , 


3an 
n — 1 


dunque  la  porzione  2a  h del  secondo  sarà 


2 a-f 


3 an 


n — 1 


o 2a 


3a 
n— 1 


2an  -+-  a 
n — 1 


\ 
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Similmente  toccando  al  primo  a più  1’  nma  parte  del 
resto  r rimarrà 

r (n  — 1) 

r — — , o r 

n n« 

Questo  resto  dovendo  dare  le  parti  degli  altri  due  avremo 

(n  — 1 1 2 an  -t-  a 5an  — 2a 

J L r «=  3 a J — 


dunque 


n — 1 n — 1 
5a«*  — 2an 


(n~1)> 
dunque  la  porziono  del  primo 


r 5an  — 2o  an*  -J-  3on — a 

a ■+• — e=  a -+-  ; — e=a  ; 

n (» — I)1  n*  — 2n-t- 1 

dunque  la  somma  delle  tre  parti , o il  capitale  lasciato 
sarà 

2an  -+■  a an 1 -H  3an  — a 

3 a -+* h 


n — 1 


n*  — 2n  -+-  1 


o finalmente 


a(6n*  4»  -t*  t) 

(n-1)* 


Un  tale  morendo  vuol  ripartire  il  suo  capitale  fra  » suoi 
figli  così.  Il  primo  deve  avere  una  somma  a , e Vnma  parte 
di  ciàj  che  resta.  Il  secondo  2 a più  V nma  parte  di  dò,  che 
resta  togliendo  dall’eredità  la  prima  parte  e 2a.  Il  terso  deve 
avere  3 a,  e l’nma  parte  di  ciò,  che  resta  tolte  dalf  eredità  le 
due  parti,  e 3o.  Con  questo  tutte  le  parti  riescono  uguali.  Si 
vuol  sapere  la  porzione  di  ciascunOj  l’eredità  lasciata,  ed  tl 
numero  de’ figli. 

1 1 3.  Sia  x l’eredità,  sarà  x — a il  residuo  dell’eredità 
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toltogli  a : dunque  la  porzione  del  primo  sarà 

, , r 

x — a an-\-x — a , . 

a H o (a)  . 

n n 


Togliendo  da  x questa  porzione  e 2a  avremo  il  residuo 
tur  — 3an  — x — a 

: dunque  toccherà  al  secondo 


a 2an»  4-  nx  — 3on — x-\ -a 

— o (b) 

' n» 


Ora  queste  due  porzioni  debbono  essere  uguali , perchè 
dice  il  problema,  che  sono  uguali  le  porzioni  di  tutti,  dun- 
que formando  l’equazione  con  (a),  c (b),  e risolvendola  si 
troverà  x = an»  — 2 an  -+-  a.  Questa  sarà  1’  eredità.  Se 
questo  valore  si  sostituisca  nella  porzione  del  primo  (a) 
si  troverà,  che  il  suo  valore  è a(n-  1),  e io  stesso  ri- 
sultamcnto  si  troverà  facendo  la  detta  sostituzione  di  x 
nel  l’espressione  della  porzione  del  secondo.  Finalmente  di- 
videndo il  capitale  an» — 2an  4-  a per  a{n — 1),  cioè  per 
una  delle  porzioni  uguali  delti  figli,  avremo,  che  n — 1 espri- 
merà il  numero  di  queste  porzioni,  o dei  figli. 

Per  esercizio  si  farà  vedere,  che  la  porzione  del  terzo, 
e del  quarto  sono  uguali  a quella  del  primo,  e del  secondo. 

Sia  anche  il  problema.  Una  eredità  b si  deve  dividere  in 
tre  parti  talij  che  la  prima  superi  la  seconda  d,i  a,  e la  se- 
conda superi  la  terza  di  a'. 

114.  Sia  x la  prima  parte;  sarà  x — a,  la  seconda,  e la 
terza  sarà  x — a — a : ora  queste  tre  parti  debbono 

dare  6 : dunque  3x  — 2a  — d = 4,  ed  x=— - . 

Se  b si  dovesse  dividere  in  quattro  parli  tali,  che  la 
prima  superasse  la  seconda  di  a,  la  seconda  superasse  la 
terza  di  a , c la  terza  superasse  la  quarta  di  a"  si  tro- 

. . b + 3a  —4—  2a-+-  a 

vcrebbe  x . 

4 
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Se  si  volesse  spellare  la  b in  5 parti  colle  differenze 
a,  a,  a"  a"  fra  la  prima  e la  seconda,  fra  la  seconda  c 
la  terza  ec.  si  troverebbe 


b -4—  4 a •+*  3a  -4-  la'  -4-  a ' 


Per  lo  spezzamento  di  b in  sei  parti  si  troverebbe 

b -+-  5o  -4-  4a  -f-  3a"  -4-  2a1'*  -H  a*T 
x = g 

Osservando  questi  diversi  casi  si  può  dedurre,  che  se  b 
si  volesse  spezzare  in  m parti  colle  differenze  a,  a",  a"  ec. 
si  avrebbe  generalmente 

5-4-  (m-1  )a-4-(m-2)d'-4-(m-3  )a^...(rn-n)aCt“1)...-4-2g(”-3l-4-a!m-,> 


In  questo  espressioni,  come  in  altre  analoghe,  gli  esponenti 
chiusi  fra  parentesi  indicano  i numeri  degli  accenti. 

115.  Se  da  una  quantità  li  sottrae  la  sua  metà  cresciuta 
di  a si  avrà  b.  QuaVè  questa  quantità  ? 

Sarà  x a = b,  ed  x «=>  26  -1-  2o. 


So  dopo  l’operazione  antecedente  si  toglie  la  metà  del  ri- 
sultamcnto  più  a!  per  avere  b , avremo , che  dal  risulta- 
le — 2a  . x — 2a  , , 

mento si  deve  togliere  ed  a per 

aver  b ; sarà  dunque 


c quindi 


x — 2a  — 4a 

4 

x = \b  -4-  2a  -4“  da'  . 
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Se  si  voglia  proseguire  l’operazione  allo  stesso  modo 
si  troverà 

x — 2 a — Aa — 80''  , , „ , „ . , _ ,, 

— = A j cd  x = 8A  -4-  2a  4-  4a  4-  8a  . 

8 

Se  si  osservino  i risultamenti  avuti  si  vedrà,  che  essen- 
do m le  sottrazioni,  che  si  vogliono  fare,  sarà 

x = Tmb  4-  2a  •+-  2Jo'  4-  2V  -4-  2 Aa" ....  4-  2'"oi— «). 

Per  essere  convinti  di  ciò  basta  riflettere,  che  4=2.2= 
2»,  8 = 2.  2.  2 = 33  , 16  = 2.  2.  2.  2.  = 2«  , e cosi  di 
seguito. 

1 1 6.  Se  la  sottrazione  non  fosse  della  metà  di  ciò,  che  ò 

rimasto.,  ma  della  sua  parte  nma,  il  problema  sarà  reso  più 

generale.  Ecco  il  processo  delfoperazione. 

cc  oc 

Si  deve  togliere — ed  a da  x,  avremo  x — — — a, 
n n 

ossia  (n  1 ^ } e questo  uguagliato  a A ci  darà 

n 

nb  4-  na 

' x = . 

n—  1 

Prendendo  la  parte  nma  di  questo  residuo,  e togliendola 

insieme  con  a dal  residuo  stesso  avremo  il  nuovo  residuo 

( n — 1 )*x  — n(i*  — 1 )a  — 

— — — ■ , 

na 

che  fatto  uguale  a A,  e risoluta  l’equazione  sarà 

n»A  -h  n(n  — 1)a  -4-  n'a' 
x e=  . 

Se  si  continui  l’operazione  troveremo 

n*A-t-n(n  -1|’a  + n*(n  — 1 )a'  -4-  nV' 

(n  — 1 )3 

n4A-4-n(« — 1 )3a4-n*(» — 1 )4a'-+-«3(» — 1 )a',-4-n'*a", 

(n  — 1)4 


x =3 


I 
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Osservando  questi  risullamcnti  si  stabilirà,  che,  essendo  m 
il  numero  delle  sottrazioni,  potremo  porre  per  x 

n*<b-i-n(n— 1 1 )“-Jo'-f-n3(n— 1 )—3a"-H?e . 

X= 

Se  n c=  2 ritroveremo 

x = 2mA  2«  -t-  2*a'  ■+-  23ar  ec. 

So  no  3 avremo 

3“6  3.2n-*a  -+-  3*.2"-*a  -4-  33  2 "-3«"  ec- 


ESERCIZI  PER  LA  RISOLUZIONE  DI  EQUAZIONI 
E DI  PROBLEMI  DI  PIÙ  d’l’NA  INCOGNITA. 


W 

(II) 


4x  5t/  2x  — v ^ 4 

- =*—!/,  — ^ — 4-2y=  -p  x=— , y * 


40 


y(2x-y)-4-3z=2y-6,  -y  (*/— t-3)-+-  — -(y — *)=  2r— 8 
a;  = 6,  y ea  1 2. 


1 • 
T 


(III)  y{4x-t-2y)=6— y(5y-3x),  y (8y-1 0)=-i  (5x-»-3y)  -t-5 

x = 3 , y = 5 . 

(IV)  (H-5)(y-t-7)=(a>H)(y— 9)+1l2,  2z-4-10=3y-h1  , 

x t=  3,  y e=s  5. 

8 8 

(V)  2a(y— •3i)=i(2« — x),  ay=l>x',  x=j«  , V =■  y 4 ■ 
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(VI)  (a1 — AJ)(3x-H5y)=(4a-A)2aA,  a*x 


ab*e 


a-t-6 


79, 

4-(<M-A4-c)Aye 


A’x-H(<H-2A)aA;  x 


(vii)  1 


x y 
x 


,T  — *’ 


ab 

a — A 
1 


ab 

a4-A 


a -H  A — c’ 


a + c — A 


» * 


A -He — a 


(Vili) 


x 5y 


4 1 3 112  1 

=7+-,  _h-_h._==  10-H— , 
z 5 3x  2y  2 6 


-H  — = 16  ■ 


1 1 
x~  t-»  y= 


5x  2y  z 10  2 

(IX)  xy  = a(x-Hy),  xz  =»  A(x  4-  a),  yz  « c(y  4*  a)  , 
2aAc  2abc  2 aie 


1 1 

P T 


x> 


(X) 


! -■  — — . y - — ? - ^ 2 — — , 

oc+Ac-oA  oA-4-Ac-ac  aA4-ac-Ae 

4 • • • i ‘ 

« 4-  ax  -H  a’y  -H  a3a  -H  o4  = 0 

u 4-  Ax  4-  AJy  4*  A3z  4-  A4  = 0 
m 4-  ex  4-  c*y  4-  c3x  4-  e*  <=  0 
u 4-  dx  4-  d3 y 4“  4.  d4  = 0 

u=ahcd , x= — (aAc-f-aAd-HK;ci-HAc£f),y=aA4-flC'Ho(/+Ac-HA(A+-c<i 


a=s-(a+A  + c + 4 


(XI) 


ar"4-x'"4-*"4 


> . . . . Xf")  «o  flf 


i'+/  + z'"4- a»  = « 

x'4-^4-^'4- xW  = o"' 


a:'_*.*"-Hx"H . *!»•->)  = at") 
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af=  ^ — ^a'+a*- al”) — (m  — 2 )aj 

zf  c=»  ^ -*  ^a'+a/y-t-a/  ’'  ■ • • • + a ”) — (m  — 2)a"^ 
*'"*=3 ^ (a-\-d' -\-ó"r  ....  4-  ai*)—  (m  — 2)a"^ 

a»= — ^^a'-H»'-H»,/'  a< (m — 2)aM^ 


Tre  persone j che  hanno  insieme  paoli  480,  si  pongono  al 
giunco.  Nella  prima  partita  la  prima  perde  la  metà  del  suo 
denaro j che  è vinta  in  uguali  porzioni  dalla  secondaj  e dalla 
terza.  Nel  secondo  giuoco  perde  la  seconda  un  terso  del  de- 
naro che  httj  che  si  ripartisce  ugualmente  fra  la  prima,  e la 
tersa.  Finalmente  nel  terzo  giuoco  la  tersa  perde  80  paoli , che 
sono  vinti  in  uguali  porzioni  dalla  prima , e dalla  seconda. 
Contando  alla  fine  ciascuno  il  suo  denaro,  si  trovano  aver  lo 
stesso.  Quanto  aveva  ciascuno  al  principiai 

Risposta.  Il  primo  aveva  paoli  180,  il  secondo  135, 
cd  il  terzo  165.  *•* 

A,  e B possono  fare  insieme  un  certo  lavoro  in  8 gior- 
ni. A j e C lo  possono  fare  in  9 giorni  ; e lì  e C in  10. 
Si  domanda  in  quanti  giorni  ciascuno  potrebbe  da  se  solo  fare 

lo  stesso  lavoro. 

\ 

34 

Risposta.  Il  primo  in  giorni  1 4 — ; il  secondo  in  gior- 

23  7 

ni  17  — ; ed  il  terzo  in  giorni  23  — . 

41*  6 31 

Un  tale  mescolò  insieme  due  specie  di  vino  in  tal  quan- 
tità, che  la  prima  fu  tripla  della  seconda , e la  mescolanza 
valeva  56  bujocclu  il  boccale ■ Ma  se  ne  avesse  mescolalo  tali 
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quantità  , che  la  seconda  fosse  stuta  — della  prima  avrebbe 

dovuto  vendere  la  nuova  mescolanza  60  bajocchi  a boccale. 
Si  domanda  il  prezzo  di  ciascun  vino. 

Risposta.  II  prezzo  del  primo  ò 48  bajocchi  il  boc- 
cale, e del  sccoudo  è 80. 

Tre  persone  avendo  giuncato  tre  partite , successivamente 
tutte  perdettero,  e colla  perdita  di  ciascuna  si  raddoppiava  il 
denaro  delle  altre  due.  Ora  al  termine  del  giuoco  tutte  si  tro- 
vavano con  8 paoli.  Si  domanda  quanto  aveva  ciascuna  al 
principio  delle  partile. 

Risposta.  Quello  che  perdette  nella  prima  partita  aveva 
13  paoli,  quella  che  perdette  nel  secondo  aveva  paoli  7, 
e quella  della  terza  aveva  paoli  4. 

Si  hanno  masse  formate  di  differenti  metalli  insieme  fusi. 
La  prima  in  una  libbra  contiene  7 once  (T  argento , 3 on- 
ce di  rame  , e 6 once  di  stagno.  La  seconda  massa  in  una 
libbra  contiene  12  once  cF  argento,  3 once  di  rame , ed  una 
di  stagno.  La  terza  massa  in  una  libbra  contiene  4 once  d’ar- 
gento, 7 di  rame , e 5 di  stagno.  Si  domanda  quanto  si  deve 
prendere  delle  tre  masse,  onde  fare  una  quarta  del  peso  d"una 

3 1 

libbra , che  contenga  8 once  d’  argento , 3 — di  rame,  4 — 

4 4 

di  stagno. 

Risposta.  8 once  della  prima,  5 della  seconda,  c 3 della 
terza.  N.  B.  Si  è supposta  la  libbra  francese  di  1 6 once. 

Tu  tale  ha  un  capitale  a frutto.  I n altro  ha  un  capitale 
maggiore  del  primo  di  scud!  1 0000,  e che  gli  frutta  uno  di 
più  per  cento  del  primo,  di  che  ha  un  frutto  maggiore  di  800 
scudi.  Un  terzo,  che  ha  1 5000  scudi  più  del  primo  , e che 
fa  fruttare  il  suo  capitale  d’un  2 di  piu  per  1 00  del  primo , 
ne  trae  un  fruttato  maggiore  di  scudi  1 500.  Si  domanda  il 
capitale  delle  tre  persone,  e le  ragioni  dei  loro  frutti  al  1 00. 
Risposta.  I capitali  sono  30000,  40000,  45000.  Le  ra- 

4 5 6 

«ioni  dei  frutti  al  100  sono  — , - — - , — — . 

® 100  100  100 

A. li.  6 
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f!n  tale  ha  a frutto  un  capitale  di  scudi  30000  : ma  deve 
una  somma  di  scudi  20000,  di  cui  paga  i frutti  di  un  altra 
ragione  al  1 00.  L'intrresse  poi  che  egli  ritrae  sorpassa  quello 
che  paga  di  800  scudi.  Un’altro  ha  a frutto  scudi  35000  alla 
seconda  ragione  del  1 00:  ma  deve  21000,  di  cui  paga  i frutti 
alla  prima  ragione  del  1 00.  Ora  l'interesse , che  questi  ricava 
supera  quello  che  paga  di  scudi  310.  Si  domandano  le  due 
ragioni  dei  fruiti  al  100. 

Risposta.  La  prima  è 0.  06,  la  seconda  é 0.  05. 

I credili  di  1 persone  sommati  a 6 a 6 sono  994,  1036, 
840,  910,  896,  952,  882.  Qual  credito  ha  ciascuna  ? 

Risposta.  Il  credilo  di  una  è x = 91,  di  qui  quelli 
delle  altre. 

Aj  e B hanno  somme  di  danaro  talij  che  se  respettiva- 
mente  guadagnassero  «,  b , A sarebbe  ricco  m volle  B : ma 
se  i loro  guadagni  fossero  c,  e d la  somma  di  A sarebbe  n 
volte  quella  di  B.  Si  domanda  il  danaro  di  ciascuno. 

Risposta.  H danaro  di  A è 

m{nd  — c)  — h(mb  — a ) 
m — « 

Quello  di  B 6 

(nd  — c)  — [mb — a) 
m — n 


Aj  e B possono  fare  un  lavoro  in  m giorni;  A,  e C lo 
possono  fare  in  giorni  n;  B,  e C in  p giorni.  In  qual  tem- 
po questo  lavoro  può  esser  fatto  da  ciascuno , ed  in  quale  da 
tutti  insieme. 


2 mnp 

Risposta.  Il  tempo  di  A è — 


quello  di  B è 


2 mnp 


mp  -f-  np  — mn 


mn  np  — mp 

..  , _ 2 mnp 

il  tempo  di  G o : 

mn  -+■  mp  — np 

2 mnp 


il  tempo  di  lutti  insieme  è 


mn  -t-  mp  -4-  pn 
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Trovare  una  frazione  tale,  che  se  il  suo  numeratore  sia 
aumentato  di  1 , ed  il  suo  denominatore  diminuito  di  I , il  ri- 

4 

svitalo  sia  — : ma  se  il  numeratore  sia  diminuito,  ed  il  de- 

5 

nominatore  aumentato  di  1 la  frazione  sia  £. 


Risposta.  La  frazione  è — . 

1 1 

Trovare  il  denaro  di  sei  persone  A,  lì,  C,  D,  E,  F con 
queste  condizioni,  che  A,  e B hanno  insieme  a ; C,  e D han- 
no b‘,  la  somma  di  E ed  F è c.\  A ha  m volte  il  danaro  di 
C ; quello  di  D i n volte  il  danaro  di  E,-  e la  somma  di  F 
é p volte  quella  di  B. 

Si  risolverà  con  una  sola  incognita. 

Un  tale  lascia  una  somma  da  dividersi  fra  quattro  suoi 
servi  così,  che  il  primo  abbia  la  metà  della  somma  delle  por- 
iioni degli  altri  tre  : il  secondo  abbia  il  terzo  della  somma  ite- 
gli altri  tre:  il  terzo  abbia  il  quarto  della  somma  degli  altri 
tre.  Ora  fatta  la  partizione  si  trova , che  la  parte  del  primo 
supera  di  14  scudi  quella  del  quarto.  Cosa  ebbe  ciascuno ? 

Risposta.  11  primo  ebbo  40  scudi  : di  qui  gli  altri. 

Quattro  persone  spesero  20  scudi  in  una  ricreazione.  Ber 

pagare  il  debito  la  prima  si  offri  di  pagarne  la  secon- 


da —,  la  terza  —,  la  quarta  — : quando  però  la  somma 
4 5 .6 

fu  raccolta  si  vide  non  bastare  per  pagare  il  debito.  Si  doman- 
dano le  parti  del  debito,  che  veramente  debbano  pagare  le  quat- 
tro persone,  onde  ritenendo  la  detta  ragione  delle  parti  il  de- 
bito sia  pagato  ? 

1 15 

Risposta.  La  prima  scudi  7 —,  la  seconda  5 — , la 
r 57  57 


terza  4 — , la  quarta  3 — . 

57  1 57 

Trovare  dieci  numeri  tali,  che  il  primo  più  dieci  colte  la  somma 

3 

degli  altri  dia  82—.  Il  secondo  più  9 volte  la  somma  degli  <d- 
8 
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tri  dia  70  — . Due  volte  il  terzo  più  8 volte  la  somma  de- 
16 

gli  altri  dia  68.  Tre  volte  il  quarto  più  7 volte  la  somma 
degli  altri  dia  60  -+-  — Quattro  volte  il  quinto  più  6 volte 

la  somma  degli  altri  dia  48  -j-.  Cinque  volle  il  sesto  più  5 


volte  la  somma  degli  altri  dia  43  — . Sei  volte  il  settimo,  e 

16 

7 

4 volte  la  somma  degli  altri  dia  34  — . Sette  volte  Voltavo 

8 

più  tre  volle  la  somma  degli  altri  dia  27  — . Otto  volte  il 

16 


nono  più  due  volte  la  somma  degli  altri  dia  20  — . Final- 

8 

mente  nove  volte  il  decimo  più  la  somma  degli  altri  dia  1 6 
Risposta.  I numeri  sono 


1 

2 


Unu  lepre  ha  fatti  b passi  quando  un  cane  si  muove  per 

p 

raggiungerla.  Il  passo  del  cane  è — del  passo  della  lepre  ; 

essendo  questa  una  frazione  mista  : ma  mentre  il  cane  fa  m 
passi  la  lepre  ne  fa  a ■+■  m.  Cerco  dopo  quanti  passi  il  cane 
raggiungerà  la  lepre. 

Risposta.  Dopo  passi  x = -.  Ricavare 

mp — (a  *+-  m)q 

da  questa  equazione  i casi  d’assurdità,  d’indeterminazio- 
ne , c di  correzione  del  problema  a causa  del  seguo  ne- 
gativo. 

oca* 
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CAPÒ  SSST© 

DEI  PROBLEM I INDETERMINATI. 

■>i328J« 

117.  Si  è veduto  (§.  100.),  che  quando  un  problema 
assegna  condizioni,  e perciò  dà  equazioni  di  numero  minore 
delle  incognite,  il  problema  é indeterminato,  perchè  si  può 
soddisfare  con  un  numero  indefinito  di  valori  delle  inco- 
gnite. Nulladimeno  se  il  problema  richiegga,  che  i valori 
delle  incognite  siano  interi  , e positivi , come  se  si  do- 
mandassero numeri  di  uomini,  di  monete  cc.,  il  numero  dei 
volori  delle  incognite  può  essere  limitato,  e qualche  volta 
anche  determinato.  Nel  primo  caso  il  problema  si  dice  pro- 
blema semideterminato  } nell’altro  sarà  problema  determinalo. 

1 18.  Sia  per  es.  il  problema.  Una  unione  di  uomini,  e ra- 
gazzi ha  fatto  un  pranzo , pel  quale  hanno  speso  testoni  24.  Es- 
sendo toccato  a ciascun  ragazzo  il  pagare  un  testone,  ed  a 
ciascun  uomo  3 testonij  si  domanda  il  numero  degli  uni,  e 
degli  altri. 

Sia  x il  numero  degli  uomini,  ed  y quello  dei  ragazzi, 
sarà  l’equazione  esprimete  il  problema  3r  y = 24  , 
dalla  quale  si  ottiene  y — 24  — 3x  = 3(8  — x).  Qui  è 
evidente,  che  pel  numero  x degli  uomini  si  deve  prendere 
un  numero  positivo,  intero.,  e non  zero,  perchè  il  proble- 
ma dice,  che  nella  unione  vi  erano  gli  uomini.  Ora  affin- 
chè 8 — x non  venga  negativo  è evidente.,  che  per  x si 
debbono  prendere  tutti  i numeri  da  1 fino  a 7 inclusive, 
e non  x = 8,  altrimenti  verrebbe  zero  il  numero  dei  ra- 
gazzi contro  l’asserzione  del  problema  ; dunque  questo  ha 
sette  soluzioni,  che  si  troverebbero  sostituendo  nell’equa- 
zione superiore  i sette  valori  di  x , c trovando  i corri- 
spondenti di  y.  Questo  dunque  sarà  problema  somidetcr- 
rainato. 
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1 1 9.  Sia  anche  il  problema.  Con  monete  da  due  , e da 
otto  paoli  in  quanti  modi  si  possono  fare  12  paoli  ? 

L’equazione  esprimente  il  problema  sarà  2 r-+-8y=1 2, 
ed  x -+-  4y  = 6,  d’onde  x = 6 — 4y  = 2(3  — 2y).  Qui  si 
vede.,  che  per  y si  deve  prendere  1,  e che  non  vi  è al- 
tro valore  : onde  il  problema  ha  una  sola  soluzione , e 
quindi  é determinato. 

1 20.  Se  poi  si  dicesse,  Un  certo  numero  di  uomini  dovendo 
ricevere  30  paoli  per  ciascuno , e dovendo  pagare  3 paoli  per 
ognuno  dei  loro  servi  ricevono  insieme  paoli  369;  si  vuol  sa- 
pere il  numero  degli  uni , e degli  altri. 

L’equazione  del  problema  sarebbe  30x  — 3y  = 369  , 
o 10x — y =>  123,  ed  y=10r — 123.  In  questa  si  pos- 
sono prendere  per  r tutti  i numeri  interi,  che  soddisfano 

123 

alla  condizione  10x>  123,  o -,  o x>12,  3: 

quindi  dando  ad  x tutti  i numeri  superiori  a 12,  3 co- 
minciando cioè  da  i « 12  , il  problema  é soddisfatto: 
quindi  il  problema  ha  un  numero  indefinito  di  soluzioni. 

Dovendoci  occupare  dei  problemi  indeterminati  per  ve- 
dere quando  sono  almeno  semideterniinati  cercheremo  in 
questi  tutte  le  soluzioni  intere,  c positive.  Per  far  ciA  do- 
vendo mostrare  come  si  posson<r  assegnare  queste  solu- 
zioni nelle  equazioni  , che  nel  roro  numero  siano  infe- 
riori al  numero  delle  incognite,  prima  ammetteremo  il  ca- 
so, che  il  numero  delle  equazioni  sia  inferiore  di  una  unità 
al  numero  delle  incognite,  e poi  diremo  come  ci  dobbiamo 
regolare,  quando  il  numero  delle  equazioni  essendo  infe- 
riore a quello  delle  incognite,  sia  qualunque. 

li  fondamento  di  questi  metodi  essendo  il  metodo  di 
trovare  le  soluzioni  in  numeri  interi  dell’  equazione  con 
due  incognite  ci  occuperemo  di  questa,  primo  stabilendo 
su  di  essa  alcuni  teoremi,  e poi  dando  il  detto  metodo. 

121.  È evidente,  che  l’equazione  or-t-éy— c è quella,  che 
esprime  generalmente  tutte  l’cquazioni  con  due  incognite. 
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In  questa  b,  e e si  supporranno  di  segni  qualunque;  si  ri- 
terrà però,  che  a sia  positiva,  perchè  se  fosse  negativa  si 
ridurrebbe  a positiva  col  cambiare  i segni  a tutti  i ter- 
mini dell’equazione.  Ciò  si  può  fare,  perchè  l'equazione 
è l’espressione  dell’uguaglianza  di  due  grandezze;  or  que- 
ste sono  uguali  sia  che  siano  ambedue  positive,  o che  si 
facciano  ambedue  negative,  e viceversa;  lo  che  è dire,  che 
due  quantità  sono  uguali  anche  se  si  prendano  con  segni 
contrarii.  Dopo  ciò  ecco  i teoremi. 

1 22.  I.  Affinchè  ("equazione  ax-i-by—c  si  possa  risolvere  in 
numeri  interi  é necessario  che  a , b siano  numeri  primi  fra  loro. 
Supponiamo  infatti  che  a,  b abbiano  un  divisore  comune. 
O questo  c comune  anche  a c , e togliendolo  dall’  equa- 
zione, i due  detti  coefficienti  delPincognitc  diventeranno 
primi  fra  loro;  o questo  divisore  comune  non  è comune 
a c,  e dividendo  per  questo  l’equazione,  il  secondo  mem- 
bro darebbe  una  frazione^  c quindi  con  valori  interi  delle 
due  incognite  non  si  potrebbe  soddisfare  alla  della  equa- 
zione. 

123.  II.  Se  Vj  e v sono  due  valori  interi , e positivi  delle 
incognite, che  soddisfano  aW equazione , tutti  gli  altri  valori  interi 
soddisfacenti  saranno  espressi  dalle  uguaglianze  x ~ c — bt, 
y *=  e'  -4-  a/,  o dalle  altre  x «=»  v -\-bt  , y — v — at,  nelle 
quali  la  t esprime  qualunque  numero  intero.  Infatti  essendo 
e, e e'i  valori  delle  incognite  avremo  l’equazione  ao-\-bv‘=.c, 
sottraendo  questa  dalla  proposta  ax  -t-  bg  --  c avremo 


b(y—v) 


a(x — ®)-t - b(y — v ) = 0,  dalla  quale  x — ve 

i» 

Ora  x — v deve  essere  un  intero,  dunque  un  intero  deve 
bly  — v'\ 

essere  : ma  a è primo  con  b , dunque  devo 

essere  divisibile  per  a l’altro  fattore  y — v (§.  48.)  Po- 


niamo dnnque 


y—v 


t , e sarà  x 


v = — bt  , o 


x — v — bt  , cd  y = t > al  i c poiché  t può  essere 
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negative,  potremo  porre  eziandio  x = e -f-  bt,  y—v  — bt. 
Si  vede  poi  , che  l’ espressioni  delle  incognite  x—v — bt, 
y = v'  -+-  al  soddisfano  alla  proposta,  perchè  moltiplicata 
la  prima  per  a , c la  seconda  per  />,  ed  aggiunti  i risulta- 
menti  abbiamo  ax  -t-  by  = av  -f-  bv,  ossia  ax  by  = r, 
essendo  per  ipotesi  av  -f-  bv  =»  c.  Si  vedrà  facilmente , 
che  anche  le  due  altre  espressioni  x — v-h-bl,  y «=  e — at 
soddisfano  alla  proposta,  e ciò  usando  il  metodo  antece- 
dente. 

1 24.  Se  nelle  prime,  c nelle  seconde  espressioni  delle 

incognite  si  supponga  t = 0,  1,  2,  3,  4, = — 1 , 

— 2 , — 3,  — 4.  . . . avremo 


x = c , v — b , v — 2 b , v — 3 b,  v — 4 b . . . . 

y = «' , e •+-  n , o'-t-  2o  , e'  -+-  34  , 4é 

ed 

x =>  r + b , v -4-  2b  , t>  + 3A , r + 44  ■ . . . 
y = t>'  — a , v — 2a  , v — 3a  , v' — 4a  . . . . 


Quindi  i valori  delle  due  incognite  costituiscono  due 
serie  di  termini,  che  cominciando  dai  loro  valori  partico- 
lari v,  v',  Tuna  successivamente  decresce,  cosicché  la  dif- 
ferenza fra  termine  e termine  è b\  l’altra  successivamente 
cresce  colla  differenza  a fra  due  termini  consecutivi,  c vi- 
ceversa. 


1 25.  III.  Fissato  a positivo,  conte  si  i detto , qualora  per 
T incognite  si  vogliano  numeri  interi , e positivi,  questi  saranno  di 
numero  limitato  quando  b sia  positivo;  saranno  indefiniti , quan- 
do b sia  negativo,  e c positivo,  o negativo.  Infatti  dall’equa- 


zione ax  -f-  by  = c si  ricava  x = 


b positivo,  c é negativo  il  problema  non  si  può  risolvere  in 
numeri  interi  e positivi,  perchè  non  si  può  rendere  positiva 
l 'espressione — c — by  coll’y  positivo.  Se  poi  c è positivo, 
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onde  x sia  positivo  deve  essere  by<£c,  cd  dunque 

ad  y non  si  potranno  dare  che  tutti  i numeri  interi  posi- 

. . C 
(ivi  al  di  sotto  di  — . 

0 

. c-fiy 

Se  poi  sia  b negativo  avremo  ax — by=Cj  x—  — — . 

Se  c sarà  positivo,  si  potranno  dare  ad  y tutti  i numeri 

positivi  cominciando  da  uno.  Se  poi  c sarà  negativo,  onde 

£ 

sia  x positivo  dovrà  essere  by^>c,  ed  ; dunque  si  po- 


tranno dare  ad  y tutti  i numeri  interi  al  di  sopra  di 


dunque  in  ambedue  questi  casi  di  c il  numero  delie  so- 
luzioni 6 indefinito. 

126.  Ritornando  al  caso  di  b positivo, possiamo  assegnare 
tutti  i valori  delle  incognite  dalle  loro  espressioni  gene- 
rali x = v — bt , y = v ■+•  at  quando  si  conosca  un  lor 
valore  v , v.  Infatti  affinchè  i detti  valori  delle  incognite 
siano  positivi  per  la  prima,  e seconda  equazione  dovrà  es- 
sere v — èf>0,  o v'-+-aO>0\  quindi  t>  e<<-^,  e 

b 


per  la  seconda  inuguaglianza  *> . Ciò  è chiaro,  perchè 

a 

avendosi  v — ££>0  rimarrà  la  stessa  inuguaglianza  aggiun- 
gendo bt  ad  ambedue  i suoi  membri  bt,  di  che  avremo  v^>btt 

oi(<c,e  quindi  t < —.Similmente  avendosi  u'-t-a/>0 

b 


questa  sussisterà  anche  se  da  ambedue  i membri  si  tolga 

v 

at,  con  che  avremo  t > .Dunque  tutti  i valori  che 

a 

si  potranno  dare  a t saranno  tutti  gl’  interi  maggiori  di 

v ....  t>  _ ..... 

, e minori  d»  — . Se  queste  condizioni  si  potranno 

a b 

conciliare  insieme,  conosceremo  tutti  i successivi  valori 
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di  f,  e quindi  tatti  i corrispondenti  di  x,  e di  y ; se  poi 

non  si  accorderanno,  ciò  vorrà  dire,  che  il  problema  non 

potrà  avere  soluzioni,  che  s'accordino  colla  condizione,  che 

le  incognite  siano  intere,  e positive. 

_ v , v av  -+-  b'v'  c 

Se  si  sottragga  — — da  — avremo ; ==>  — : 

ab  ab  ab 


se  dunque  q sia  il  quoto  di  — sarà  q 4-  1 il  più  gran 

ab 

numero  di  soluzioni  , che  potrà  avere  il  problema  pro- 
posto. 

1 27.  Stabilite  queste  verità  generali  andiamo  a vedere 
come  di  fatto  si  possono  trovare  i valori  delle  incognite  in- 
teri, e positivi  per  li  problemi,  che  danno  una  equazione 
con  due  incognite.  In  ciò  assegneremo  due  metodi;  l’uno 
ci  mostrerà  come  si  possano  determinare  ('espressioni  v—bt , 
e'-t-af  delle  due  incognite;  l’altro  più  spedilo  ci  farà  vedere 
come  subito  si  possa  determinare  un  valore  t>,  v'  delle  due 
incognite,  perchè  essendosi  dimostrate  a priori  l’espressioni 
generali  x = v — bt , y — v'  -+-  al  col  dello  valore  subito 
si  potranno  trovare  tutti  gli  altri  per  mezzo  di  queste 
espressioni. 

128.  Sia  il  problema.  Una  quantità  di  uomini , e di  donne 
hanno  tpeso  in  una  locanda  scudi  1 000.  Ciascuno  degli  uo- 
mini ha  tpeso  scudi  1 9,  e ciascuna  delle  donne  scudi  13 .Si 
domanda  il  numero  degli  uni,  e delle  altre. 

L’cquazioue  che  esprime  il  problema  è 1 9 >-4-1 3y=1 000: 
di  qui 


1000—  1 9r 
13 


,76— x-H 


12  — 6* 

Ti 


■1 6 — x-4-G 


(2-r) 
13  ' 


. , 6(2  — r)  , 

La  y deve  essere  un  intero  , dunque  — — — deve  da- 

re un  intero:  ma  6,  e 13  sono  primi  fra  loro,  dunque 
(§.  48.)  2 — x deve  essere  diviso  esattamente  da  13.  Si 
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dica  y il  quoto  sarà 
2 — x 

— -j-  = y , x=2  —13 q , 

e sostituendo  questo  valore  di  x in  quello  di  y sarà 
y = 74  ■+•  19 y. 

Affinché  x,  ed  y siano  positivi  dovrà  essere  (§.  126.) 


74  2 

»>-' il ’ * *<«• 


La  seconda  condizione  ci  dice,  che  q non  può  avere  nu- 

74  17 

mero  intero  positivo.  L’altra  q > — - g>  0 7 > — 3 — — 

ci  dice,  che  si  può  fare  y=0,  ye= — 1,  y= — 2,  y=— 3. 
Con  questi  si  troveranno  li  quattro  valori  delie  incognite, 

x = 2,  y = 74  ; x = 15,  j/  = 55  ; 
y = 28,  y = 36  ; y=4l,  y=17. 

129.  Cerco  un  numero,  che  si  divida  esattamente  per  5., 
e che  diviso  per  7 dia  3 di  residuo. 

Per  la  prima  ipotesi  il  numero  sarà  5x,  c per  la  se- 
conda sarà  7y  -+•  3 : dunque  5x  = 7y  -t - 3.  Di  qui 


X =3  


’y 


2y  -f*  3 


Si  ponga  ■ 3 ■ = y , ove  q è un  intero,  sarà 


2y 


„ 5?  — 3 „ q — 1 

5?  > y= 2 = 2y  — 1 4-  — 


Sia 


y-1 


y,  e di  qui  y=2y'-M.  Sostituendo  questo 
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valore  in  y,  e qoello  di  y in  x,  sarà  ;re=7?'-+- 9,  y=5y'-+-f,. 
Si  vede  chiaro,  che  le  condizioni  per  q'  sono  7 ?'-+-  9>0, 

2 1 . 
5?'-+-6>0, dalle  quali  /> — 1 — -J  ?'  > — 1 g*-  Di 

qui  si  vede,  che  q'  può  avere  tulli  i numeri  cominciando 
da  — 1,  ed  andando  sempre  crescendo  d’una  unità. 

1 30.  Se  nell’operazione  antecedente  quando  si  è avuto 


x—y 


+ 


2y-l-3 

5 


si  fosse  posto  5 — 3 in  luogo  di  2,  si  sarebbe  avuto 


x = 2y  — 


3y  — 3 
5 


2y  — 3 


» 


e fatto  y — 1 = 5?  si  sarebbe  avuto  y = 5?  -+-  1,  c cosi 
si  sarebbe  risparmiata  un’altra  sostituzione. 

131.  Trovare  un  numero , che  diviso  per  39  dia  di  resi- 
duo 16,  e diviso  per  56  dia  di  residuo  27. 

L’equazione  sarà  39i  = 56y  -+-11;  dalla  quale 

56y  — t—  1 1 i 7y  ~t—  11 

X — — 1=3  ’4“  39 


1 7 1/  -f-  11  . 39?  — 1 1 . 5f— 11 

Si  ponga  — — =»  ? sara  y= 2y-+  — • 


Sia 


5?  — 11  , 17?'-+- 11  V-+-1  . 

=9  » 9=  — ? =3?  -*-2H ’ 


17  1 ’ J 5 

V-+-1  .«  , 5?"-i 

7 > 9 = — 5 


=2?"-+- 


— 1 


2?"'  -+-  1 ; 
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e tornando  indietro  colle  sostituzioni  si  troverà 

ar  =*  56?"'  -t-  253  , y = 39?"'  •+•  1 76. 

Operando  come  innanzi  si  troverà,  che  il  più  piccolo  va- 
lore di  ?'"  è — 4. 

1 32.  Se  nel  valore  primo  di  a:=»  — ^ ^ * - si  fosse 
posto  39  — 22  invece  di  17  si  sarebbe  avuto 


c fatto 


_ ..  22?- 11  _ 44  (2y  — 1) 

x — y — — = y — 11 — — , 

2y  — 1 


39 


39  * 39 

? si  sarebbe  avuto 


39?  ■ 


1 


19?. 


?-+-1 


e poi  con  ? = 2?' — 1 si  sarebbero  terminale  le  sostituzioni 
con  più  brevità. 

133.  Alcuni  guadagnano  17  paoli  per  ciascuno:  ma  cia- 
scuno dei  loro  figli  consuma  paoli  49  : intanto  si  sà,  che  il 
consumo  di  questi  supera  di  8 il  guadagno  di  quelli.  Si  do- 
manda il  numero  degli  uni,  e degli  altri. 

Esprimendo  per  x il  numero  degli  uomini,  e per  y 
quello  dei  Agli  sarà 


17x  — 49?  = — 8,  ed  x> 


49y  — 8 


17 


49y  2? 

ora  49  = 17.3  — 2;  dunque  3y  — Jj  > e 


x^Zy-  ==3?-2(-^til  . 

y 17  y 17 

Essendo  i numeri  2 c 17  primi  fra  loro  dovrà  essere  y-f-4 


Digitized  by  Google 


M 

divisibile  esattamente  per  17  : dunque  si  porrà  y-+-4=1 7<7, 
d’onde  y = 1 lq  — 4;  quindi  x = 49 q — 12.  In  questi 
valori  non  si  può  porre  q negativo,  nè  q = 0 , perché  si 
avrebbero  x , ed  y negativi  ; dunque  si  possono  dare  a q 
tutti  i numeri  interi  positivi  cominciando  da  1. 

Osservando  i ripieghi  usati  negli  antecedenti  problemi 
(§.  130,  132,  133.)  si  vedrà  quanto  s’accorci  l’operazione 
coll’  usarvi  nel  suo  corso  opportune  sostituzioni  ; per  le 
quali  però  non  si  possono  assegnare  regole  generali,  ma  il 
solo  uso,  e l’avvedutezza,  e sagacità  possono  suggerirle. 

1 34.  Si  è detto,  che  i coefficienti  delle  incognite  deb- 
bono essere  numeri  primi  fra  loro.  Se  non  fossero,  l’opera- 
zione lo  mostrerebbe,  perchè  si  vedrebbe,  che  niun  valore 
intero  dell’incognita,  dalla  quale  si  fanno  dipendere  i valori 
delle  incognite  del  problema,  si  potrebbe  dare  in  numeri 
interi. 

Sia  l’equazione  6x  -+■  21y  = 11  sarà 


_ 11  -21y 




1 — 3y 


+ 


5 — 3y 
6 


5 — 3y 
6 


?»  3y 


=5—6 q,  y =1  *+-— 2 q : 


dove  si  vede,  che  dovendo  la  q essere  intera  per  niun  suo 

2 

valore  si  può  togliere  la  frazione  — . 

Se  poi  il  fattore  comune  ai  due  coefficienti  delle  in- 
cognite, fosse  anche  comune  al  secondo  membro  cognito, 
questo  sparirebbe  nel  progresso  dell’operazione.  Cosi  aven- 
dosi 6x  lOy  *=.  12,  sarebbe 


x 


12  — lOy 
6 


dove  si  dovrebbe  fare  y = 3 q. 
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135.  Osservando  il  nostro  metodo  per  trovare  lutti  i va- 
lori interi  positivi  delle  dne  incognite  si  vedrà,  che  consiste 
nel  farle  dipendere  da  una  terza  incognita.  Che  l’espres- 
sioni  delle  due  incognite  per  mezzo  della  terza  si  com- 
pongono di  due  parti,  l'una  é tutta  cognita,  e l’altra  è la 
terza  incognita  con  coefficienti,  che  sono  i coefficienti  delle 
due  incognite  nell’equazione  data,  ma  fra  loro  scambiati, 
cosicché  nel  valore  di  x la  terza  incognita  ha  il  coeffi- 
ciente di  y , e nel  valore  di  y ha  il  coefficiente  di  x ; 
quiudi  le  dette  espressioni  delle  due  incognite  hanno  la  for- 
ma dimostrata  a priori  nel  (§.  123.) 

1 36.  Il  metodo  poi  per  trovare  le  dette  espressioni  con- 
siste nelf  isolare  l’incognita , per  es.  x , che  ha  il  coefficiente 
minore  nella  data  equazione.  Avendosi  così  nel  secondo  membro 
una  frazione,  da  questa  si  cava  l’intero,  se  si  può,  e la  nuo- 
va frazione  si  fa  uguale  ad  un  quoto  q,  perchè  questa  fra- 
zione deve  riuscire  uguale  ad  un  intero , onde  sia  intera  l’in- 
cognita isolata.  Si  tratta  la  nuova  equazione , come  l’antece- 
dente, trovando  l’incognita  y per  mezzo  di  q,  perché  essa  ha 
un  coefficiente  minore  del  coefficiente  di  q,  che  è il  residuo  della 
divisione,  mentre  la  q ha  per  coefficiente  il  divisore.  In  questa 
espressione  di  y si  caverà,  se  si  potrà,  la  parte  intera , e la  nuova 
frazione  dovendo  essere  un  intero,  onde  sia  tale  la  y,  si  farà 
uguale  a q , nuovo  intero.  Da  questa  nuova  equazione  si  ri- 
caverà il  valore  di  q,  perchè  essa  ha  il  coefficiente  minore  , 
che  è il  residuo  della  divisione,  mentre  che  il  coefficiente  di  q 
è il  divisore.  Si  và  innanzi  finché  una  incognita,  per  es.  q " , 
avrà  acquistalo  il  coefficiente  uno  , e che  sarà  data  per  mezzo 
di  q*v  , che  si  troverà  nel  secondo  membro.  Allora  tornando 
indietro,  la  q si  darà  in  qvr  , quindi  la  q'  si  darà  in  q iv  , 
poi  la  q parimenti  si  avrà  in  qly  • e finalmente  la  x , e la 
y si  avranno  nella  stessa  qly  . 

137.  Nelle  successive  equazioni  poi,  che  dà  il  nostro 
metodo,  sempre  si  giungerà  ad  avere  una  equazione  ove  una 
delle  due  incognite  avrà  uno  per  coefficiente.  Infatti  se  si 
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esamina  il  metodo  da  noi  nsato,  e testé  esposto,  si  vedrà, 
che  con  questo  si  usa  sn  i coefficienti  delle  incognite  pro- 
poste il  metodo  del  massimo  divisore,  ed  in  ogni  equa- 
zione, che  si  ottiene  l’incognita,  che  si  pone  nel  secondo 
membro,  e che  ha  un  accento  di  più  di  quello,  che  si  trova 
nel  primo , ha  per  coefficiente  il  divisore  della  divisióne 
fatta,  mentre  la  incognita  del  primo  membro  ha  per  coef- 
ficiente il  residuo.  Ora  i coefficienti  delle  due  incognito 
nella  proposta  sono  primi  fra  loro,  dunque  giungeremo  ad 
una  divisione,  che  ci  darà  uno  di  residuo,  e che  sarà  il 
coefficiente  della  incognita,  che  si  troverà  nel  primo  mem- 
bro dell’equazione  attuale. 

1 38.  Dal  metodo  esposto  si  può  dimostrare,  che  essendo 
x = mq  -4-  A , y = nq  -f-  B le  forme  dei  valori  delle  in- 
cognite del  problema,  il  coefficiente  di  q nel  valore  di  r 
deve  essere  il  coefficiente  di  y nella  proposta,  e viceversa 
il  coefficiente  di  q in  y deve  essere  quello  di  x nella  pro- 
posta, non  badando  ai  segni.  In  primo  luogo  m,  ed  n deb- 
bono essere  primi  fra  di  loro,  perchè  se  avessero  un  fat- 
tore comune,  onde  si  potesse  porre  m = m'r  , n = rir  , 
si  avrebbe  x <=>  m'rq  -+-  A , y = n'rq  B,  e si  potrebbe 

avere  x,  cd  y in  valori  interi  anche  poncudo  q =■  -y  , 

cioè  dando  a q un  valore  frazionario,  ciò  che  non  può  es- 
sere, come  si  ricava  dal  metodo  usato  più  d’una  volta  per 
trovare  l'esprcssioui  di  x,  e di  y in  una  terza  incognita. 

Dovendo  soddisfare  l’espressioni  date  di  x,  ed  y alla 
proposta  ax  -\~by  — c,  sarà  a(mq-h A)  -f-  4(«7-+-B)  =c  , o 
(a)  (am  -+-  in)  q -+-  aX  -f-  6B  = c.  Ma  facendo  q *=»  o nell’ 
espressioni  di  x<=--mq- t-A,  y^=mq-{-B  abbiamo  x=A,  y— B, 
dunque  A,  B saranno  valori  di  x,  e di  y , e per  conse- 
guenza soddisfacenti  all’equazione  ay  -4-  by  — c , dunque 
aA-t-iB—  c,  dunque  l'equazione  (a)  ci  darà  (am-+-èn)y  — o 

dalla  quale  si  ricava  am=  — bn  , ed  : ma  a 

’ o m 
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e A (sono  primi  fra  loro  : dunque  a = — n , A=m.  Infatti 

dalla  uguaglianza-?-  «= — — si  ha  a = — — : dunque 

Aro  in 

avendosi  il  quoto  a,  nb  si  divide  esattamente  per  m:  ma  m 
è primo  con  n:  dunque  (§.  48.)  m deve  dividere  esattamen- 
te b.  So  il  quoto  dì  b per  m è uno,  A=ro,  e quindi  a— — n, 

......  A 

come  si  vuole  : altrimenti  sarà  — =r,  ove  r è differente 


dall’unità  ; dunque  a =>  — nr  : di  qui  — = — n : dun- 

r 

que  a è divisibile  esattamente  per  r,  cioè  per  un  fattore 
di  A,  ciò  che  non  può  essere,  perchè  per  ipotesi  a,  e A 
sono  primi  fra  loro  : dunque  r=  1 , e perciò  a = — n, 
A «=  m. 

139.  Vogliamo  ora  esporre  l’altro  metodo  per  trovare 
tutte  le  soluzioni  intere  positive  d’una  equazione  con  due 
incognite.  Questo  è fondalo  sul  teorema  (§.  123.),  che  tro- 
vata una  soluzione  intera  x = v,  y = e,  le  altre  sono  da- 
te dall’cquazioni 

x «=»  v — At,  y = v'  -t-  ai . 

t . 

Per  mostrare  il  detto  metodo  sia  l’equazione  Wx-49y=-&. 

17 

Si  riduca  a frazione  continua  la  frazione  —,  e da  questa  si 


avranno  le  frazioni  dedotte  — , ~ 

1 2* 


1 8 17  C-  A 

— , — , — . Si  ó 

3 23  49 


dimostrato  ( §.  84.  ),  che  la  differenza  fra  una  delle  fra- 
zioni dedotte,  e rautccedeente  è sempre  l'unità  positiva,  se 
la  prima  frazione  è in  posto  pari,  negativa  se  è in  posto 
dispari,  questa  unità  divisa  pel  prodotto  dei  denominatori 

17 

delle  due  frazioni.  Ora  nel  uoslro  caso  la  frazione  — è 

49 

in  posto  dispari  : dunque  7^  — — — —7—. 

e 1 1 49  23  49.23 

Di  qui  17.23 — 49.8= — 1,  e moltiplicando  per  8 sarà 

à.g.  7 
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17.  184  — 4p.  64  =>  — 8.  Confrontando  questa  equazione 
colla  data  rjx — 49y  = — 8 si  vede,  che  una  soluzione 
, è x «=  1 84  , cd  y =>  64  , e quindi  i’espressioni  generali 
degli  altri  valori  interi  saranno 

ar  = 1 84  -+-  49< , y c=  64  1 7/ . 


140.  Per  dare  la  regola  generale  del  metodo  usato  si 
riprenda  l'equazione  <ix«+.Ay=c,  nella  quale  A,  e c abbia- 
no segni  qualunque.  Si  faccia  la  frazione  ~-t  e si  riduca  a 

b 

frazione  continua , da  questa  si  ricavino  tutte  le  frazioni  de- 
dotte, Vultima  delle  quali  sarà  — . Da  questa  si  sottraggala 

b 


frazione  antecedente,  che  supponiamo  espressa  da  — -, avremo 

n 

„ , , nn  — bm  1 

il  residuo  , questo  sarà  uguale  alla  frazione  rt  — . 

bt  i bfi 


Si  prenderà  il  positivo  se  Vultima  dedotta  — i in  posto  pari , 

A 


ed  il  negativo  se  è in  posto  dispari,  avremo  cosi  an — bm—ziz  1 . 
Si  moltiplichi  questa  equazione  per  c,  e sarà  anc — bmc  =±r  c. 

Si  faccia  sì  con  opportuna  mutazione  di  segni,  se  occorra , che 
il  secondo  membro  di  questa  equazione  , abbia  lo  stesso  se- 
gno, che  ha  c nella  proposta  ax  -+-by  —c.  Fatto  ciò  s'identi- 
fichi il  primo  membro  di  questa  equazione  col  primo  membro 
dell' antecedente  ottenuta,  facendo  la  x della  proposta  uguale 
a!  moltiplicatore  del  suo  coefficiente  nella  ottenuta , e lag  della 
proposta  uguale  al  moltiplicatore  del  suo  coefficiente  nella  ot- 
tenuta. Se  per  es.  nell' ottenuta  non  si  è fatto  cambiamento  di 
segno  si  dovrà  fare  x <=  ne  , y = — me.  Andando  poi  alV 
espressioni  generali  x = v — bt,  y = v -4-  at  invece  di  v , 
e v si  pongano  i valori  trovati  di  x,  e di  y , ed  invece  di 
a,  e di  b,  i coefficienti,  che  hanno  nella  proposta,  ed  avremo 
cosi  l' espressioni  generali  di  tutti  i valori  di  x,  e dì  y,  che  con 
numeri  interi  soddisfano  al  problema. 
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141.  Andiamo  ora  al  caso  dei  problemi  indeterminati,  cbe 
danno  più  d’una  equazione;  e supponiamo  prima,  che  il  nu- 
mero delle  equazioni  sia  d’una  unità  inferiore  a quella  delle 
incognite.  > 

Siano  le  due  equazioni  a tre  incognite 

2x  3y  z =»  1 4 

4x  -4-  5y  ■+■  6z  = 23 

nella  prima  delle  quali  la  x non  ha  coefficiente,  Io  che, 
come  vedremo,  6 caso  più  facile. 

Si  elimini  dalle  due  date  equazioni  questa,  ed  avremo 

8*  -t-  1 3y  = 61. 


Riducendo  a frazione  continua  — avremo  le  frazioni  de- 

1 J 

0 1 2 3 8 8 

dotte  — ,1,  — , — ,~,~r.I»a  frazione  — è in 

1 A ó D i ó 13 

8 3 1 

posto  pari  ; dunque  — — = ■ : di  qui 

13  5 13.5 

8.5  — 13.3=i1,  , . v 


moltiplicando  per  61  sarà 

8.  305  — 13.  183  = 61  ; 

dunque 

x es  305  , y = — 183  , 


e quindi 

*=  305—  13/,  y = — 183-4-8/. 

Sostituendo  queste  espressioni  nella  prima  equazione 

2x  -1-  3y  -f-  x = 1 4 sarà  x = — 47  -4-2/ 

Si  vede,  che  si  è fatto  bene  a prescegliere  per  l’elimina- 
zione fincognita,  che  non  ha  cocflicicnle  in  una  delle  due 
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equazioni,  perchè  si  è così  risparmiala  ima  moltiplicazio- 
ne, e perchè  trovate  l’espressioni  delle  due  altre  incognite 
nella  terza  <>,  colla  loro  sostituzione  si  é trovata  subito 
in  questa  terza  anche  l’incognita  eliminata. 

1 42.  Da  un  esempio  scgncntc  si  vedrà  come  si  debba 
proseguire  l’operazione  quando  l’incognita  eliminata  abbia 
un  cocllìcientc  in  ambedue  le  proposte  equazioni.  Siano 


2x  — 3y  -4-  4r  *=  20 
5.r  4-  2y  4-  3*  = 42 

eliminata  la  x sarà 

— 19y  4-  14s  = 16  , 


16  4-  19y 
14 


1 1/  -+- 


ÌL  . 


14 


c. 


2-f-5y  14^ — 2 0 4y— 2 

- 4 “?’S=  -K“2}+  — 


,2,+T^L-l)  : 


2?— 1=5/,  q= 


5/4-  1 
2 


-2? 


9'-+-1 


, o / = 2q" — 1; 


di  qui 


14/'  — 6,  z=  — 19/'— 7. 


Si  sostituiscano  queste  espressioni  nella  prima  delle  date 
equazioni  , e si  troverà  x=  15 — 17/'.  Si  vede,  che  que- 
ste tre  equazioni  non  si  possono  insieme  accordare  con 
valori  di  /'  onde  diano  positive  le  tre  incognite. 

143.  Siano  le  due  equazioni 


5x  4-  2y  — 4z  = — 3 

L [ 

8.r  4-  6y  4-  7z  = 4 1 . 

Eliminando  da  ambedue  y avremo  1x  — 19)s  = — 50. 
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Trattando  questa  col  primo  metodo  sarà  1 -+•  19 q' , 
s ~ 3 -h  7 q".  Portando  queste  due  espressioni  nella  pri- 
ma delle  proposte  sarà 

2y  67}"  = 4 , 

che  trattata  col  primo  metodo  darà 

y = 2 — 67 q"  , f = 2q" . 

Portando  questa  espressione  di  q°  nelle  espressioni  supe- 
riori di  x,  o di  y avremo  finalmente  le  tre  equazioni 

i=1+  38/"  , y = 2 — 67}"',  j = 3 + 14/". 

In  queste,  se  si  vogliano  x , y , * in  numeri  interi  e po- 
sitivi, non  può  essere  q"  intero  positivo,  perchè  la  y sa- 
rebbe negativa  ; non  può  essere  negativo,  perchè  riusci- 
rebbero x j e x negativi:  non  vi  è dunque  che  l’ipotesi 
di  q"'  = 0 • onde  ita)  , ye=2,  : = 3 sono  i soli  va- 
lori interi  e positivi  da  soddisfare  alle  date  equazioni. 

1 44.  Quando  dunque  si  abbiano  due  equazioni  con  tre  inco- 
gnite, se  una  non  ha  coefficiente , si  elimina  questa , e V equa- 
zione risultante  con  due  incognite  si  tratta  con  uno  dei  due 
metodi  dati , onde  trovare  le  loro  espressioni  in  un  altra  inco- 
gnita. Queste  si  sostituiscono  nell'equazione  data,  ore  la  terza 
incognita  non  ha  coefficiente,  e subito  si  trova  questa  ezian- 
dio nella  incognita,  dalla  quale  si  sono  fatte  dipendere  le  due 
altre. 

1 45.  Nel  caso  generale  dalle  due  proposte  si  eliminerà  una 
delle  incognite,  e dall’  equazione  risultante  con  due  incognite 
si  troveranno  le  loro  espressioni  in  una  terza,  per  es.  q;  que- 
ste si  sostituiranno  in  una  delle  proposte,  ed  avremo  una  equa- 
zione fra  q,  e la  incognita  eliminata  , e da  questa  con  uno 
dei  dati  metodi  si  troverà  la  incognita  e la  q in  una  q.  Que- 
sto valore  di  q si  sostituirà  nelle  espressioni  delle  due  prime 
incognite  proposte , e cosi  si  avranno  tutte  e tre  date  in  una 
quarta  q'. 
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146.  Se  si  avessero  tre  equazioni  con  quattro  incognite 
eliminatane  una  ti  avrebbero  tre  incognite  con  due  equazioni , 
che  trattate  col  metodo  antecedente  ci  darebbero  le  tre  inco- 
gnite espresse  in  una  quarta  q.  Queste  espressioni  si  sostitui- 
rebbero in  una  delle  date  equazionij  e se  ne  avrebbe  una  fra 
q,  e la  incognita  eliminata  : dalla  quale  coi  nostri  melodi  si 
avrebbe  Vincognita,  e la  q in  un’altra  q'  : questa  espressione 
di  q si  sostituirebbe  nelle  espressioni  delle  tre  incognite , e cosi 
le  quattro  incognite  sarebbero  espresse  per  una  stessa  q\  Si 
fisserebbero  poi  le  solite  condizioni,  onde  dai  valori  di  q sor- 
gessero per  le  incognite  valori  positioij  ed  interi. 

Si  vede  come  il  metodo  si  estende  a tutti  i casi,  nei 

quali  il  numero  delle  equazioni  sia  minore  di  una  unità 

di  quelle  delle  incognite. 

Si  domanda  di  rendere  intere  e positive  le  tre  frazioni 

1 3x  -+-  1 17*  — 2 19r  -+-  3 

10  ’ 7 * (T 


con  valori  interi  e positivi  della  x. 

Per  risolvere  il  problema  queste  frazioni  si  potreb- 
bero fare  uguali  a tre  espressioni  generali  d’interi  q,  q',  q 
con  questo  si  avrebbero  3 equazioni  con  quattro  incogni- 
te, che  si  tratterebbero  col  metodo  ora  dato,  e ciò  si  farà 
per  esercizio. 

Ecco  però  in  questo  caso  un  altro  metodo  da  usarsi 

• . li-  13j  -t-  1 3x-i-1 

in  casi  consimili.  Abbiamo =x-t ; si  pon- 

10  10  ’ 1 

3x  + 1 ... 

ga — =q , e trattata  questa  equazione  col  primo  me- 

todo si  troverà  x=10/-+-3.  Si  sostituisca  questa  espres- 
sione di  x nella  seconda  equazione , e si  avrà 


170/ -+-49  . „ 2q 

- , ossia  24^  •+■  7 •+•  — , 

c si  porrà —==/',  d’onde  q=Zq"-\-  ^-.Si  stabilisca 
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Di  qui  si  troverà  ?— 7?"'y  il  quale  sostituito  in  x=>10?'-t-3 
ci  dà  x *=  70?'"-*-  3.  Questa  espressione  di  x si  ponga 
1 9x  4-  3 

nella  terza  frazione  — ■,  e sarà 

tt  w 


1330?"'-*-  60 
6 


= 221?"-*-  10 


Si  ponga  q"  *=*  Zqw . Sostituito  questo  in  x = 70?" -4-  3 
sarà  x = 2l0?iv-*-3  ; e questo  sarà  il  valore  domandalo 
di  x da  rendere  intere  e positive  tutte  e tre  le  frazioni. 
Si  vede,  che  il  più  piccolo  valore  di  x è quando  ?«v  <=0, 
da  cui  x =3.  Si  vede  poi  che  per  ?»v  non  si  può  prendere 
valore  negativo;  si  possono  però  prendere  tutti  i numeri 
positivi. 

Daremo  un  esempio  pel  caso , che  il  numero  delie 
incognite  sia  maggiore  di  più  d'uno  al  numero  delle  equa- 
zioni. 

Sia  2x-*-3y-+-4z—  148  : avremo  2x-*-3y=148 — 4z. 
Si  faccia  148  — 4s=  c,  sarà 


c — y 

2x-f-3y— c,  x=  — y-» — , c — y <=  2?  , y = c —2?, 

** 

ed  x = 3?  — c ; o ponendo  il  valore  di  c 


x = 3?  -*-  4:  — 148,  y = 1 48  — 4 z — 2?. 

L’equazione  3y  «4-4*=l48  prova,  che  dovendo  esse- 

re tutte  le  incognite  positive,  se  niuna  è uguale  a zero,  deve 
essere  4z<l48  o s<37,  poniamo  dunque  z=i.  2, 3,4, 5, 6 
ec.  lino  a 36  nelle  espressioni  di  x , e di  y,  e vedremo 
quali  si  debbono  dare  a ?.  Per  esempio  facendo  z =>  4 sarà 

x = 3?  — 132,  y =3  1 32  — 2?  , 

dalle  quali  si  ricava  ? > 44  , ? < 66  : oude  per  x,  ed  y 
sorgeranno  21  valori  interi,  c positivi. 

-a**- 
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E5ERCIZJ  DEI  PROBLEMI  INDETERMINATI. 


Trenta  persone  fra  uomini , e donne,  e ragazzi  spendono 
50  scudi.  L’uomo  spende  3 scudi j la  donna  2 scudi  , ed  il 
ragazzo  uno  scudo.  Quante  persone  vi  sono  di  ciascuna  classe  ? 

Risposta.  Vi  sono  dieci  soluzioni,  una  delle  quali  è, 
che  gli  uomini  sono  2,  le  donne  16,  ed  i ragazzi  12. 

Un  tale  compra  100  capi  di  roba  di  tre  specie  per  100 
scudi,  per  ognuno  della  prima  specie  da  3$,  per  ognuno  della 


seconda  da  1 


1 

3 J 


e per  ognuno  della  terza  da  J scudo.  Quanti 


capi  comprò  in  ciascuna  specie  ? 

Risposta.  Se  comprò  della  prima  5,  10,  15,  comprò 
della  seconda  42,  24,  16,  c della  terza  53,  66.,  79. 

Un  tale  ha  tre  qualità  di  argento,  la  prima  in  un  marco jO 
peso  di  8 once,  contiene  7 once  d’ argento , la  seconda  5 J, 
la  tersa  4 J , volendo  fare  una  lega  di  30  marchi j che  in 
ogni  marco  contenga  6 once  di  argento,  si  vuol  sapere  quanti 
marchi  deve  prendere  delle  tre  qualità. 

Risposta.  Se  della  prima  prende  marchi  12,  14,  16, 
della  seconda  deve  prendere  marchi  15,  10  , 5,  e della 
terza  3,  6,  19. 

Uno  compra  1 00  capi  di  roba  per  1 00  scudi.  Spende  per 
ognuno  della  prima  specie  10  scudi j 5 scudi  per  ognuno  della 
seconda j 2 scudi  per  ognuno  della  terza j e | scudo  per  ognu- 
no della  quarta.  Si  domandano  gli  oggetti  di  ciascuna  specie. 

Risposta.  Vi  sono  10  soluzioni,  tra  le  quali  una  dice, 
che  se  vi  sono  per  la  prima  specie  capi  4}  4,  vi  saran- 
no per  la  seconda  1 , 2,  per  la  terza  5,  2,  c per  la  quarta 
capi  90,  92. 

Trovare  tre  numeri  tali,  che  se  si  moltiplica  il  primo  per 
3j  il  secondo  per  5,  ed  il  terzo  per  7,  la  somma  dei  prodotti 
sia  560.  Se  poi  il  primo  si  moltiplica  per  9 j il  secondo  per 
2"),  ed  il  terso  per  49  la  somma  dei  prodotti  sarà  2920. 

Risposta.  I numeri  sono  15,  82,  15,  ovvero  50,  40,  30. 
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È egli  possibile  di  fare  19  lire  con  monete  di  soldi  24, 
12,  6? 

Risposta.  Impossibile  ? , 

Un  tale  ha  dei  sacchetti  di  denaro.  Contandoli  a 3 a 3 
non  vi  è avanzo  : a 7 a 7 ne  avanza  uno  : a 1 0 a 1 0 ne 
avanzano  6.  1 sacchetti  sono  più  di  1 00  , e meno  di  300  ; 
se  ne  domanda  il  numero. 

Risposta.  Sono  246  sacchetti. 

Trovare  tutti  i valori  <T un  numero  che  soddisfino  a queste 
tre  condizioni ; che  U suo  triplo  diminuito  di  10  sia  divisibile 
esattamente  per  1;  che  preso  undici  volte  il  numero , ed  ag- 
giuntogli 8,  il  risultamento  diviso  per  1 7 dia  un  quoto  esatto; 
che  la  differenza  fra  sedici  volte  il  numero  e lJ unità  possa  di- 
vidersi esattamente  per  5. 

Risposta.  II  più  piccolo  valore  è 211. 

Trovare  due  frazioni , i di  cui  denominatori  siano  7 e 9, 

e la  loro  somma  uguale  a ^ . 

Risposta.  Se  si  dicano  x,  ed  y i numeratori  delle  due 
frazioni , per  valori  positivi  avremo  la  6oIa  soluzione 
x = 4 , y = 3.  Colla  differenza  delle  due  frazioni  avrc-, 
mo  soluzioni  indefinite  x=1 1 , y= — 6;  #=18,  y= — I5  ec. 

Sono  78  fra  uomini  e donne , che  fanno  un  certo  lavoro; 
ogni  uomo  riceve  5 paoli,  ed  ogni  donna  3.  Quanti  sono  gli 
unij  e le  altre  ? 

Risposta.  Il  problema  può  essere  risoluto  in  cinque 
modi,  ed  uno  è,  che  gli  uomini  sono  75,  le  donne  sono  3. 

Un  tale  ha  tre  pezze  di  panno  di  differenti  lunghezze.  Di- 
ce , che  ogni  canna  della  prima  pezza  vale  6 scudi , ogni 
canna  della  seconda  7 scudi , ed  ogni  canna  della  terza  4 
scudi  : ti  costo  poi  totale  delle  tre  pezze  è 1 22.  Per  ajuto  della 
soluzione  del  problema  soggiunge,  che  vi  vorrebbero  1 45  scudi 
se  ogni  canna  della  prima  pezza  valesse  1 1 scudi  ogni  canna, 
della  seconda  valesse  1 2,  e per  ogni  canna  della  terza  dovesse 
dare  6 scudi.  Si  domandano  le  canne  delle  tre  pezze. 

• > * 
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Risposta.  Vi  è una  sola  soluzione,  ed  è,  che  la  prima 
pezza  ha  9 canne,  la  seconda  8,  e la  terza  3. 

Con  monete  di  franchi  5 , 6,  20  ih  quanti  modi  ti  pos- 
tano pagare  franchi  187. 

Risposta.  Vi  sono  25  soluzioni,  ed  una  è,  che  si  pos- 
sono dare  3 monete  da  5,  2 da  6,  ed  8 da  20.  Un’altra 
è,  che  se  si  danno  3 da  20;  da  5 se  ne  dovranno  dare 
5,  11,  17,  23;  e da  6 si  dovranno  dare  monete  17,  12, 
7,  2. 

Si  vogliono  mescolare  tre  specie  di  vini  A,  B,  C.  A vale 
15  ioidi,  10  denari  a misura.  B 21  soldi , e 7 denari  a mi- 
tura.  C 22  soldi  e 1 0 denari  a misura.  Si  vuole , che  la  me- 
scolanza sia  di  misure  429,  ognuna  delle  quali  valga  1 6 sol- 
di, ed  8 denari.  Si  domandano  le  misure , che  si  debbono  pren- 
dere di  ciascuna  specie. 

Risposta.  Vi  sono  30  soluzioni:  una  è,  che  della  prima 
specie  si  possono  prendere  374  misure;  della  seconda  22; 
della  terza  33. 

In  quante  maniere  si  possono  prendere  quattro  specie  di 
vini , che  respettivamente  costino  paoli  1 6,  10,  8,  6 a boc- 
cale, per  fare  una  mescolanza  di  1 00  boccali , che  valga  1 2 
paoli  il  boccale. 

Risposta,  in  312  maniere. 

«AFA  SSffiaitt 

DELLE  PROPORZIONI,  E DELLE  PROGRESSIONI 
ARITMETICHE,  E GEOMETRICHE. 

-msm- 

147.  In  due  modi  si  possono  paragonare  due  quantità: 
0 vedendo  di  quanto  una  supera  l’altra,  o qual  multiplo 
sia  l’una  dall’altra.  Il  primo  paragone  dà  la  differenza  fra 
le  due  quantità,  c l’altro  il  quoto.  La  differenza  fra  due  quan- 
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tità  ti  dice  il  rapporto j o la  ragione  arilmttica  delle  quan- 
tità itene , ed  il  loro  quoto  ti  chiama  il  rapporto  o la  ragiono 
geometrica  delle  quantità.  Dunquo  il  rapporto  aritmetico  fra 

a e b é a — ò , ed  il  rapporto  geometrico  . 

0 


1 48.  L’uguaglianza  di  due  rapporti  dà  la  proporzione : quin- 
di la  proporzione  aritmetica  è l'uguaglianza  di  due  rap- 
porti aritmetici,  c la  proporzione  geometrica  é l’uguaglianza 
di  due  rapporti  geometrici. 

149.  Ciò  posto  se  o e b hanno  la  stessa  differenza  di 
c,  e d,  la  proporzione  aritmetica  sarà  espressa  da  a-b~c — d. 
Si  suole  però  esprimere  piuttosto  con  a . . b =•  c . . d. 

. . a c 

1 50.  La  proporzione  geometrica  si  esprime  con  — = — , 


o piuttosto  con  a:  b = c : d. 

Ambedue  queste  proporzioni  si  leggono  dicendo  a ita 
a b come  c Ha  a d : il  che  vuol  dire  nella  proporzione 
aritmetica,  che  la  differenza  fra  a e b è uguale  alla  di- 
stanza fra  c e d ; e nella  proporzione  geometrica,  che  il 
quoto  di  a diviso  per  b è uguale  al  quoto  di  c diviso  per  d. 

151.  Nella  proporzione  aritmetica  la  somma  degli  estremi 
è uguale  odia  somma  dei  medj. 
infatti  dall’uguaglianza 


a — b <=>  c — d si  ricava  a+d  = c + i. 


Nella  proporzione  geometrica  U prodotto  degli  estremi  è 
uguale  al  prodotto  dei  medj. 

Ciò  si  ricava  dall’uguaglianza 

— che  ci  dà  ad  <=  cb. 

b d 


Essendo  ambedue  Io  specie  di  proporzioni  vere  equazioni, 
colle  regole  di  queste  si  potrà  subito  trovare  un  termine, 
che  vi  sia  incognito. 


Digitized  by  Google 


108 

1 52.  Se  nella  proporzione  aritmetica  fosse  incognita  a, 
cioè  un  estremo,  si  avrebbe  subito  daU’uguaglianza 

s + Jc=;c  + rf,  a = c-+-  d — 6 ; 

e se  fosse  incognita  la  c,  cioè  un  medio  , si  avrebbe 

c = o -t-  b — d : 

dunque  un  estremo  è uguale  alla  somma  de ’ medj  diminuita 
delt"  altro  estremo  ; ed  un  medio  è uguale  alla  somma  degli 
estremi  diminuita  dell’altro  medio. 

1 53.  Dall’uguaglianza  ad  =cb  dedotta  dalla  proporzione 
geometrica  si  ricava 


cb  ad 


cioè  un  estremo  è uguale  al  prodotto  de’ medj  diviso  per  1’ul- 
tro  estremo  ; un  medio  è uguale  al  prodotto  degli  estremi  di- 
viso per  V altro  medio. 

1 54.  Se  in  una  proporzione  i due  termini  medj  sono 
uguali,  il  valore  comune  si  dico  medio  proporzionale  fra  gli 
estremi.  Siano  lo  due  proporzioni  a ..  6=4  ..  d;  a : b==b  : d , 
in  queste  la  6 è medio  proporzionale  fra  gli  estremi  a,  d : 
nella  prima  proporzione  è medio  proporzionale  aritmetico., 
e nella  seconda  è medio  proporzionale  geometrico. 

fl  "j  ■ d 

1 55.  Dalla  prima  proporzione  abbiamo  6=—^-:  dunque 

il  medio  proporzionale  aritmetico  è uguale  alla  semisomma  de- 
gli estremi. 

1 56.  Dalla  proporzione  geometrica  abbiamo  61  = ad: 
cioè  il  quadrato  del  medio  proporzionale  è uguale  al  pro- 
dotto degli  estremi.  Non  abbiamo  però  operazione  per  ot- 
tenere da  questo  prodotto  ad  il  medio  proporzionale  6 , 
come  l’abbiamo  avuto  nella  proporzione  aritmetica. 

Nella  proporzione  geometrica  si  sogliono  dimostrare  al- 
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cani  cambiamenti  nei  termini,  per  li  quali  però  la  propor- 
zione non  cessa. 

157.  Il  primo  è di  far  passare  in  ambedue  i rapporti  i 

conseguenti  per  antecedenti j e gli  antecedenti  per  conseguenti.  Ciò 

si  dice  invertere  i termini.  Si  abbia  la  proporzione  aj>—cidy 

si  potrà  fare  b:a=d:Cj  perchè  la  proporzione  esiste. 

a c b d 

Infatti  essendo  — = — sarà  ancora  — = — . 

b d a c ,!) 

158.  In  una  proponine  si  può  dire  V antecedente  della 
prima  ragione  sta  all' antecedente  della  secondaj  come  il  conse- 
guente della  prima  sta  al  conseguente  della  seconda.  Ciò  si 
dice  alternare  i termini.  Cosi  avendosi  a : b <=c  : d Si  può 


b z 

c ab 


fare  a i1  c «=  b : d . Infatti  avendosi  — = —,  dividendo 

b i i . . il 


ambedue  i membri  per  — avremo  — = — , che  dimostra 
la  nostra  proposizione. 

1 59.  In  una  proporzione  si  può  dire  antecedente  della  prima 
ragione  più  o meno  il  suo  conseguente  sta  al  conseguente j come 
t antecedente  della  seconda  ragione  più  o meno  il  suo  conseguente 
sta  a questo  conseguente.  Sia  la  proporzione  a : b <=>  c : d 

avremo  ~ Aggiungendo  c togliendo  l’unità  ad  am- 

b d 

bedue  i membri  sarà 


c 

1 


1 , ossia 

1 


s±J  cds  d 

■-  =3  

b d 


*1  • i • ^ ' ! 

dalla  quale  a±zb  : b=r±zd  : d,  che  dimostra  la  proposizione 
enunciata.  Se  nell’operazione  antecedente  si  fa  la  somma 
si  dice  comporre  la  proporzione  : se  si  fa  la  sottrazione  si 
dice  dividere  la  proporzione. 


160.  Se  l’uguaglianza  -^-=» si  cambia  in  — = — , 
b d a C 

e poi  ad  ambedue  i membri  si  aggiunga  e si  tolga  uno, 
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irta  d- he 


avremo = o - = : ossia  a:br±a=c:d=hc: 

a e irta  atre 

dunque  in  una  proporzione  si  può  fare  ancora.  Antecedente 
della  prima  ragione  sta  al  suo  conseguente  più  o meno  fan- 
tecedente j come  l’antecedente  della  seconda  ragione  sta  al  suo 
conseguente  più  o meno  lo  stesso  antecedente. 

161.  In  una  proporzione  geometrica  i due  termini  di 
un  rapporto  si  possono  moltiplicare,  e dividere  per  una 
stessa  quantità  senzadio  cambi  il  rapporto,  e quindi  la  pro- 
porzione, perchè  il  rapporto  è sempre  un  quoto,  e questo 
non  cambia  col  moltiplicare  e dividere  il  dividendo,  ed  il 
divisore  per  la  stessa  quantità. 

162.  Quando  in  una  proporzione  geometrica  due  quan- 
tità sono  fra  loro  come  i prodotti  di  più  altre  , le  due 
prime  si  dicono  in  ragione  composta  di  tutte  queste. 

Abbiamo  veduto  nell'aritmetica , che  essendo  C.  c 
due  capitali,  ed  F f i frutti,  che  danno  nei  tempi  T *,  ab- 
biamo la  proporzione  F :f  = CT  : et  : dunque  i frutti 
sono  come  i prodotti  dei  loro  capitali,  e dei  tempi , in 
cui  sono  tenuti  a frutto  : si  dirà  dunque.,  che  i frutti  so- 
no in  ragione  composta  dei  capitali,  e dei  tempi,  in  cui 
sono  tenuti  a frutto. 

163.  Dalla  nostra  proporzione  ricaviamo  F ct=~fCT.  Da 
questa  uguaglianza  possiamo  trovare  tante  proporzioni  per 
quante  uguaglianze  di  quoti  possiamo  da  essa  ricavare.  Di- 

. c C 

videndo  la  detta  uguaglianza  per  F tfT  abbiamo  — . 


Dividendo  per  Fc/C  sarà  — = 

J** 


_T 

P>‘ 


/T 

Da  queste  due  ugua- 


glianze di  quoti  avremo 

c :/T  = C : Ff  ; t .JV.e=  T : Fc 
ossia  alternando 


c : C =/T  : F / , t : T ==/C  : Fc. 
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Se  si  osserva  la  prima  di  queste  proporzioni  si  vede,  che 
nei  prodotti  fT  > Ff  i fattori /,  F corrispondono  di  luogo 
a e , C,  che  sono  nel  primo  rapporto,  ma  T,  t sono  inver- 
samente posti  ; perciò  si  dice,  che  i capitali  sono  in  ragio- 
ne composta  diretta  dei  frutti,  ed  inversa  dei  tempi,  in  cui  i 
capitali  sono  tenuti  a frutto.  Per  la  stessa  ragione  osser- 
vando la  seconda  proporzione  si  dirà,  che  i tempi,  in  cui 
sono  tenuti  a frutto  i capitali,  sono  in  ragione  composta 
diretta  dei  fruiti  ed  inversa  dei  capitali.  Nella  proporzio- 
ne poi  stabilita  F :f  = CT  : et  corrispondendo  di  luogo 
i capitali,  ed  i tempi  ai  loro  respettivi  frutti  posti  nella 
prima  ragione,  si  dirà,  che  i fratti  sono  in  ragione  compo- 
sta diretta  dei  loro  capitali,  e dei  tempi  in  cui  questi  so- 
no tenuti  a fruito.  , 

164.  Nella  proporzione  c : C==/T  : Ff  si  dividano  i 
due  termini  della  seconda  ragione  per  T<  avremo  \ ;; 


„ / F 
«;C=T  : r 


•1.1 


Sotto  questo  aspetto  si  vede  più  distinto,  che  ì capitali  so- 
no in  ragione  composta  diretta  dei  frutti,  ed  inversa  dei 
tempi , perchè  al  crescere  dei  frutti  crescono  i numera- 
tori, ed  al  crescere  dei  tempi  crescono  i donominatori  .* 
quindi  nel  primo  caso  crescendo  i due  termini  dei  secon- 
do rapporto,  e nel  secondo  questi  decrescendo , crescono 
e decrescono  per  lo  stesso  motivo  i due  termini  del  pri- 
mo rapporto. 

165.  Dalla  uguaglianza  F et  =;/€T  abbiamo  ricavato  la 
proporzione  c : C=fT  : F t.  Di  qui  potremo  dare  la  regola 
per  dedurre  una  proporzione  da  una  uguaglianza.  Si  dirà: 
Un  fattore  del  primo  membro  ita  ad  un  fattore  del  secondo 
membro  come  il  prodotto  di  tutti  gli  altri  fattori  del  secondo 
membro  sta  al  prodotto  di  tutti  i fattori  del  primo , eccetto  quello 
già  preso. 
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'•  Infatti  confrontando  la  superiore  uguaglianza  e propor- 
zione, si  ottiene  questa  da  quella  se  si  scrive;  e fattore 
del  primo  membro  sta  ad  C fattore  del  secondo  comc/T 
prodotto  di  tutti  gli  altri  fattori  del  secondo  membro  sta 
al  prodotto  di  tutti  i fattori  del  primo  tolto  e già  preso. 

166.  Nell’aritmetica  generale  si  suole  esprimere,  che 
una  quantità  è in  ragione  diretta,  o inversa  di  un’altra;  per 
esempio,  che  il  frutto  di  un  capitale  è in  ragione  diretta 
del  tempo  in  cui  lo  stesso  capitale  si  tiene  a frutto,  per- 
ché se  il  tempo  diventi  doppio,  triplo  ec.  o la  metà  , il 
terzo  ec.,  il  detto  capitale  dà  un  frutto  doppio,  triplo,  o 
la  metà,  il  terzo  ec.  del  fratto  primitivo:  dunque  il  quoto 
del  frutto,  e del  tempo  deve  essere  costante,  perchè  in  questo 
caso  come  cresce  e decresce  per  moltiplicazione  o divisione 
il  dividendo,  allo  stesso  modo  deve  crescere  e decrescere 
il  denominatore,  onde  il  loro  quoto  sia  lo  stesso.  Se  dun- 
que con  F , e T si  esprima  il  frutto  d’un  capitale  qua- 
lunque, ed  il  tempo  in  cui  questo  è tenuto  a frutto , ed 
indichi  r un  quoto,  o una  ragione  costante  fra  F c T , 

F 

F uguaglianza  — = r esprimerà  che  F è in  ragione  di- 
retta di  T. 

167.  Si  dice  ancora,  che  il  capitale  è in  ragione  inversa 
del  tempo  in  cui  é tenuto  a frutto  per  dare  un  frutto  de- 
terminato, perché  più  grande  si  rende  il  capitale  e meno 
tempo  deve  tenersi  a frutto,  onde  dare  il  frutto  fisso.  Ora 
se  fatto  il  prodotto  del  capitale  C pel  tempo  T , questo 
prodotto  si  fa  uguale  ad  un  valore  fisso  t>,  onde  sia  CT=t> 
si  vede,  che  se  per  esempio  si  triplica  C,  il  tempo  T deve 
diventare  un  terzo,  affinché  malgrado  questi  cambiamenti 
il  prodotto  CT  rimanga  di  valor  fisso  v. 

168.  Se  una  quantità  é in  ragione  composta  di  altre  quan- 
tità, diretta  delle  unc,  ed  inversa  delle  altre,  in  tal  caso 
si  moltiplicherà  la  prima  per  quelle  quantità,  colle  quali 
è in  ragione  inversa,  ed  il  prodotto  si  dividerà  per  le  altre 
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coile  quali  è in  ragione  diretta  , e tutto  il  risultamento 
si  farà  uguale  ad  uua  costante.  Sapendosi  per  es.,  che  il 
capitale  è in  ragione  composta  diretta  del  frutto,  ed  in- 


versa del  tempo,  in  cui  è tenuto  a frutto,  si  porrà 


CT 

T = 


essendo  v un  valore  costante,  mentre  cambiano  le  tre  quan- 
tità C,  T,  F in  guisa,  che  esso  rimanga  costante. 

Andiamo  alle  progressioni  aritmetiche,  e geometriche. 

1 69.  La  progressione  aritmetica , e geometrica  è una  serie 
di  termini j fra  ognuno  de1 quali , e l’antecedente  vi  t lo  stesso 
rapporto.  Se  il  rapporto  è aritmetico  , la  progressione  si 
dice  aritmetica,  se  è geometrico  si  dice  geometrica. 

170.  Nella  progressione  aritmetica  se  il  detto  rapporto  è 
positivo  si  dice  la  progressione  crescente ; se  è negativo  si  di- 
ce decrescente. 

Nella  progressione  geometrica  se  il  rapporto  comune  ai 
termini  è intero,  o frazione  mista,  la  progressione  si  dice  cre- 
scente j se  é frazione  si  dice  decrescente. 

1 7 1 . Sia  a il  primo  termine  della  progressione  aritme- 
tica formala  di  n termini,  avremo,  che 


a,  a±d,  az*z2d,  <n±:3(/,  a±id a±:(n — 2)d>  a=fc(n — 1 )d 

esprime  ambedue  le  progressioni  crescente,  e decrescente. 

172.  Se  la  progressione  geometrica  ha  per  primo  ter- 
mino a,  per  rapporto  y,  ed  è formata  di  n termini  sarà 
rappresentala  da 

a , aq  , aq3 , aq1  . . . . aq'“3 , aq : 

nella  quale  se  q sia  un  intero,  o frazione  mista  la  pro- 
gressione sarà  crescente,  se  sarà  frazione  la  progressione 
sarà  decrescente. 

Nelle  progressioni  aritmetiche,  c geometriche  cinque 
sono  le  quantità  delle  quali  alcune  date  si  sogliono  do- 
mandare le  altre  : cioè  il  primo } l’ultimo  termine  > la  ra- 
gionej la  somma  della  progressione j ed  il  numero  de' termini. 
AG.  8 
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Ora  per  ambedue  le  progressioni  si  può  stabilire  la  pro- 
posizione. 

173.  Nella  progressione  aritmetica , e geometrica  fra  le  cin- 
que dette  quantità  esistono  due  equazioni , e quindi  date  tre  di 
esse,  ti  possono  determinare  le  altre  due. 

Per  dimostrar  ciò  supponiamo,  che  nelle  due  progressioni 
si  conosca  il  primo  termine,  la  ragione,  ed  il  numero  de’tcr- 
mini,  necessariamente  vengono  l’ultimo  termine,  c la  som- 
ma della  progressione,  lufalti  se  nella  progressione  aritme- 
tica al  primo  termine  successivamente  si  aggiunga  la  dif- 
ferenza, c nella  progressione  geometrica  il  primo  termine 
si  moltiplichi  successivamente  per  la  ragione  finché  si  com- 
pia il  numero  dato  determini,  avremo  il  primo,  il  secon- 
do, il  terzo  termine  cc.  fino  all’ultimo  termine,  c quindi 
si  avrà  anche  la  somma  della  progressione.  È poi  evidente, 
che  se  al  primo  termine  si  sarà  aggiunta  la  ragione  arit- 
metica tante  volte  quanto  è il  numero  de’  termini  dimi- 
nuito d'una  unità  si  avrà  l’ultimo  termine.  Nella  progres- 
sione geometrica  poi  l’ultimo  termine  si  avrà,  se  il  primo 
si  moltiplichi  per  la  ragione  ripetuta  come  fattore  il  nu- 
mero determini  diminuito  d’una  unità  : nell’uno  c nell’al- 
tro caso  la  ragione  della  progressione  nell’ultimo  termine 
si  ripete  pel  numero  determini  meno  uno,  perché  nel  pri- 
mo termine  non  si  pone  questa  ragione:  dunque  nell’una, 
e nell’altra  progressione  si  ottiene  la  somma  delia  progres- 
sione, e l'ultimo  termine  quando  si  abbia  il  primo,  la  ra- 
gione, ed  il  numero  determini.  Da  ciò  si  ricava,  che  per 
trovare  queste  due  incognite  si  debbono  avere  due  equa- 
zioni, nelle  quali  vi  debbono  essere  collegatc  le  cinque 
quantità  primo,  ultimo  termine,  numero  de' termini,  ra- 
gione, e somma  della  progressione,  colle  quali  equazioni 
poi  date  tre  delle  dette  quantità  si  possono  trovare  lo 
altre  due. 

174.  Nella  progressione  aritmetica  sia  a il  primo  ter- 
mine, u l’ultimo,  d la  ragione,  n il  numero  de’ termini. 
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ed  * la  somma,  avremo , per  ciò  che  si  è dello,  per  l’ul- 
timo termine  l’equazione 

«=>a+(n  — 1 )d 

175.  Per  la  somma  della  progressione  sommando  la  pro- 
gressione (§.  171 .)  sarà 

s=a-HJ-t-d-4-o-t-2d-4-cn-3d — 2)d-HH-\«—  1 )rf 

e sommando  la  serie  rovesciata  sarà 


s=o-t-(n— 1 )d-t-u-t-(n — 2)d  ....-l-a-+-3d-f-a-1-2d-1-a-4-</-t-a. 

* 

Se  si  sommano  queste  diie  uguaglianze  sommando  nei  se- 
condi membri  il  termine  superiore  col  termine  inferiore 
corrispondente  per  es.  a con  a -t- (n  — 1)d  ; a+ii  con 
a ■+•  (n  — 2)d  , e cosi  fino  agli  ultimi  a ■+■  (n  — 2)rf  con 
o-l-  d;  o-+-  (n  — 1)d  con  a,  troveremo  tutte  queste  som- 
me uguali  a 2a-t-{« — 1 )</,  cioè  alla  somma  del  primo 
coH'utlimo  termine,  c queste  somme  saranno  di  numero  n, 


dunque  2s  = (a  -1-  u)n  , ed 


t 


(a  -+-  u) 


n 

2' 


176.  Quindi  le  due  cquazioui  domaudate  per  la  pro- 
gressione aritmetica  sono 


u = a ■+•  (« — 1)d  (a) 


S = (o  -+-  u)  y (b) 


177.  Nella  progressione  geometrica  sarà  evidentemente 
u=aqn~l.  Per  avere  l’altra  equazione  si  sommi  la  progressio- 
ne (§.  172.)  sarà 

s = a -i-  aq  -+-  aq1  -h  aq3  . . . . aq -t-  aq'-1  , 
e moltiplicandola  per  q sarà 

qs  t=  aq  -+-  aq1  + aq3  - 1-  aq-*  ....  aq "~l  -4-  aqn. 

Si  sottragga  dalla  soconda  la  prima  uguaglianza,  e si  av- 
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verta,  che  del  secondo  membro  della  prima  rimane  a,  e del 
secondo  membro  della  seconda  rimane  aqn,  sarà  dunqno 

qs  — t «a  aq*  — a , o s(q  — 1)  *=  a(qn  — 1) 


ed 


)• 


178.  Questa  equazione  si  può  trovare  iu  una  maniera 
più  diretta,  se  si  stabilisca  l’uguaglianza 


Questa  si  prova  moltiplicando  il  secondo  membro  per  a — b 
e mostrando,  che  il  risultamento  è a*  — b*.  Si  può  an- 
che provare  coll’  analogia  mostrando,  che  come  abbiamo 


a’-t-oA+A*, 


ol  — H 
a — b 


a3  ■+■  a,b  -1-  ab 1 -f-  è3 


a5_  £5 

-*=al>-i-a36-+-aiò*-i-ab3-h  b*  , 

a — b 


' così  esiste  l’uguaglianza  stabilita  (M). 

Se  in  questa  uguaglianza  (M)  si  pone 


4=1  , ed  a=q  sarà  ? : 

q — 1 


Ora  abbiamo 


* e=3  a •+■  aq  -f-  aq*  aq3  , . . nn*~2 


a(l  -\-q-+>q'  -+•  q3 


aq"-*  «f-  aqn~l  > 

qn->  + q»-x). 


ponendo  dunque  invece  della  quantità  fra  parentesi  il  suo 
qit — 1 a{q*  — 1) 

valore , sara  s =>  « 


7-1 


q — 1 
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1 79.  Dopo  ciò  per  le  progressioni  geometriche  abbiamo 
^equazioni 

(A)  u=oq’'-1-,  (B)  s = 9 _ 11—  ) . 

Per  mezzo  dell’  equazioni  (a)  , (A)  (§.  176.)  per  le 
progressioni  aritmetiche,  e delle  (A),  (B)  (§.  179.)  per  le 
geometriche  si  possono  risolvere  tutti  i problemi,  nei  quali 
date  tre  delle  cinque  quantità,  che  vi  entrano,  si  doman- 
dano le  altre  due. 

1 80.  Se  per  esempio  si  dicesse  fra  a,  ed  u inserite  m 
termini  in  progressione  aritmetica;  è evidente,  che  per  risol- 
vere il  problema,  si  dovrebbe  trovare  la  differenza  d.  A 
ciò  vale  l'equazione  u=s  a ■+■  (n — 1)  d,  dalla  quale  ab- 
biamo d =»  - — - . 

n — 1 

Nel  nostro  caso  il  numero  determini  è m ■+•  2;  dan- 
ti— a 

que  fatto  n — m 2 sarà  d = . Ora  se  questa  dif— 

m-H 

ferenza  snccessivamente  si  aggiunga  al  primo  termine  a fin- 
ché si  ottenga  u,  avremo  i termini  domandati  in  progres- 
sione aritmetica. 

181.  Se  si  volesse  risolvere  lo  stesso  problema  nella 
progressione  geometrica,  e tra  a, ed  u si  volessero  m termini 
in  questa  progressione,  si  dovrebbe  prendere  l’equazione 
« = aqn~l , e postovi  n=»m-+-  2,  si  dovrebbe  dall’equa- 
zione aqm +l  = m,  o da  <jm+l  — — ricavare  il  valore  di  q : 

a 

ma  ciò  non  si  può  fare,  perchè  non  si  sa  passare  dal  va- 
lore di  una  quantità  coll’esponente ?'"'H  a quello  delia  quan- 
tità semplice  q. 

182.  Cosi  ancora  se  si  domandasse  il  numero  deter- 
mini in  una  progressione  aritmetica,  della  quale  si  cono- 
sce il  primo  termine  a,  la  differenza  d , e la  somma  s , 
dalle  due  equazioni  (a),  (b)  {§.  176.)  si  dovrebbe  eliminare 
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i • ii  (2a  — d ) 2* 

la  u,  e si  troverebbe  n5  -+-  - — — - n — — , equazio- 

d d 

ae,  «he  non  si  sa  risolvere  a causa  che  n ha  l'esponente  2. 

183.  Si  abbia  — =— = — — ^ ec.,  cioè  una  serie  di 
b d J h 


....  , a -4-  c -J-  e -f-  g ec.  e 

rapporti  uguali;  dico,  che  sara  - =—  , 

b -+•  d-+-f  -+-  h ec.  J 

cioè  ih  una  serie  di  rapporti  uguali,  la  somma  dei  numera- 
tori dei  rapporti  divisa  per  la  somma  dei  denominatori  è uguale 
ad  uno  qualunque  dei  rapporti.  Infatti  dicendo  r il  valore 
dei  dati  rapporti  sarà  a=br  , c=dr , e —fr , g=hr  ec.. 
e sommando  a •+•  c -+-  e -+-  y ec.  = (6  •+■  d -+- f -f-A  cc.)r, 
o-t-eH-*-f-p-+-ec.  a c e 

6 + d -+-/■+■  h-+-cc.==r  ec* 

184.  Se  b = c , d «=  e , f = g ec.  avremo 


c e 

= — = — ec. 


a b d f 

b~~  d “ f""  h CC‘  ’ 


e le  quantità  a,  b , d,f  cc.  saranno  in  progressione  geo- 
metrica, perché  fra  i termini  vi  è la  stessa  ragione  : dun- 
que in  questo  caso  il  teorema  antecedente  darà 

a >+-  A -f-  </  -+-  /”  ec.  a 

b ■+•  d -+-  f -+•  A ec.  b 

Se  si  osserva  il  numeratore,  si  vedrà,  che  è la  somma  di 
tutti  i termini  della  progressione  meno  l'ultimo  termine, 
e che  il  denominatore  è la  somma  di  tutti  i termini  me- 
no il  primo  : dunque  nella  progressione  geometrica  avre- 
mo il  teorema.  La  somma  di  tutti  » termini  meno  V ultimo 
sta  alla  somma  di  tutti  i termini  meno  il  primo,  come  un  ter- 
mine qualunque  al  suo  seguente  ; come  per  esempio  il  primo 
termine  della  progressione  al  secondo. 

185.  Essendo  s la  somma  della  progressione,  a il  primo 
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termine,  u l’ultimo,  q la  ragione,  e perciò  aq  il  secondo 
termine  , avremo  la  proporzione  s — u : s — a = a : aq; 
di  qui  saq  — aqu  = sa  — a2  , saq  — sa  = aqu  — a1 , 


, qu—a  , , 

cd  s=s  : ma  u = aqn~'  , dunque 

q—  1 


S =S 


a 


(r  — •») 
q— i 


» 


come  abbiamo  avuto  con  due  altre  dimostrazioni. 


ESERCIZI  DELLE  PROGRESSIOKI  ARITMETICHE. 
OÌSI8?* 


2 7 4 1 

II  sesto  termine  della  progressione  — , — , — ec.  i — 

O 1 J <}  f 

e la  somma  di  6 termini  è 1. 

n • ,15  4 ni 

Il  termine  nm°  di  — , — , — ec.  i — — , e la 

3 6 3 2 6 


somma  di  n termini  è 


12 


n* 

T 


Il  termine  nm°  della  serie 


n — 1 
n 


n— 2 


n 


zero  , 


e la  somma  di  n termini  è 


n — 1 

T" 


n — 3 

ec. 

n 


è 


r j.  . . , ,,  . a — b 3a-25 

La  somma  di  n termini  della  progressione  — — , ■ - - ec. 

< (™_  1 (Wi)» JjS-j  . 

Se  »7  primo  termine  è n%  — n-t-  1 , e la  differenza  è 2, 
provate , cAc  /a  somma  di  n termini  è n3. 

S»  ha  un  numero  p di  progressioni  aritmetiche,  che  tutte 
cominciano  con  1,  « le  differenze  delle  quali  sono  1 , 2,  3 ...p; 
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dimostrare , che  la  somma  de  loro  «♦»'  termini  è 


a [ (n— 1)p»-4-(«-4-1)p]. 

èssendo  i,  s",  s" ...  s'P)  le  somme  di  p progressioni  arii- 
netiche  tutte  di  numero  n di  termini j che  cominciano  con  1 , 
2,  3 ec.  e che  hanno  per  differenze  1,3,5  ec.  provare  l'ugua- 
glianza 

s -4-  s -+- 1" éP)  — | np  (np  + 1 ). 


Se  i termini  pm°,  qmn  di  una  progressione  sono  P,  Q , 

, . . .<?(/>—  1)  — P(q—  1) 

provare , che  il  primo  termine  e , e 


che  la  somma  di  n termini  è 


1 

2 


n /Q(2p  — » — I ) — **(2?  ~ ” ~~  •*  ) \ 
” V P — 1 t 


Determinare  la  relazione  fra  a,  b,  c in  guisa , che  siano 
i termini  pmo  , qm° , r”10  di  una  progressione  aritmetica. 

Risposta,  (q  — r)  a -4-  (r  — p)  b -4-  (p  — q)c  = 0. 

Se  la  somma  di  m medj  aritmetici  fra  1 , e 19  è alla 
somma  degli  m — 2 primi  termini  di  questi  come  5 : 3,  pro- 
vare, che  il  loro  numero  i 8. 

Vi  sono  m medj  aritmetici  fra  1 « 31,  ed  il  settimo  sta 
all ’ (m — 1 )m°  come  5 sta  a 9;  dimostrate , che  il  loro  numero 
i 14. 

In  una  progressione  aritmetica  se  il  termine  (p-V-q)m°=m , 
e quello  (p  — q)m0=n,  allora  il  termine  pm°  è | (m-4-n),  ed 


il  qr”  é uguale  ad  m — ^ ( m — « 


Se  «!*) , j(»+«)  , *!n+1)  ec.  indicano  la  somma  di  «,  n-4-1, 
n -4-  2 ec.  termini  di  una  progressione  aritmetica  , provate, 
che  *(n)  -4-  si.n+l)  -j-  ec.  fino  ad  n termini  è 


= n (3n  — 1)  ^ -4-  n (*  “ 1)  (7  « — 2)  * 
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Se  /',  /"te.  *(»")  sono  ìe  somme  di  n termini  di  2 n 
progressioni  aritmetiche , » di  cui  primi  termini  siano  gli  stes- 
sij e le  ragioni  delle  progressioni  sono  d,  2 d,  3 d ec.  ...  2 nd, 

avremo 

(s"  -f-  «ir ...  -*-,(»*))  — (*'  -f.  ...-j-s1"-1;  )=>  | ns(n — 1 )d. 

Provate , che  a a"  -f -a"a"  ...  — l— afn_I)  aln)  può  essere  sem- 
pre espressa  con  finiti  termini  quando  a' , a" , o'''  sono  in 
progressione  aritmetica. 

Se  *H  indica  la  somma  di  m termini  di  una  progressione 
aritmetica,  avremo  *1“)*  = | fl(f»  — • 1)  si1")  — n(n  — 

Se  *»  indica  la  somma  di  n termini  in  una  progressione 
aritmetica  provate 

(?  — r)  -4-  (r  — p)prs['lm)  -4-  (p  — q)  pqs(rm ) = 0 . 

■mm- 

ESERCIZI  PER  LE  PROGRESSIONI  GEOMETRICHE. 

•WS» 


1 1 3 3*->  , 

Il  termine  nm0  di 1 — — H — — ec.  e — — -,  e la  som- 

3 2 4 2‘-‘ 

1 / 3"  — 2“  v 


..  . . 1 / 3"  — 2“  v 

ma  di  n termini  e — ^ — J 


12  4.  2"-' 

Il  termine  nm°  della  serie  — — — -4-—;  ec.  è =±r  — • « 

5 15  40 

, ,.  ...  1 / 3-^  2»  x 

e <a  somma  di  n termini  e — ^ — j • 

, 112  3 

La  somma  della  serie  indefinita  — , — , — ec.  e — • 

N.  B.  Quando  si  dice  serie  indefinita ^ e questa  sia  decre- 
scente, s’intende,  che  l’ultimo  termine  si  può  considerare  zero. 
Se  i crescente,  l’ultimo  supera  così  tutti  gli  altri,  che  questi  si 
possono  trascurare. 

3 2 9 

La  somma  di  — , — 1 , ec.,  indefinita  serie  . 

111  1 

La  somma  dell’ indefinita  2 +■  — , — , — ec.  i 3-H—  . 
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La  somma  delia  serie  indefinita  1,  — 2x,  2x*,  — 2x3  ec. 

1 — x 

1 -t-x 

Dimostrate , che  in  una  qualunque  progressione  geometrica 
formata  <L un  numero  dispari  di  termini,  la  somma  dei  qua- 
drati di  tutti  i termini  i uguale  alla  somma  di  tutti  i termini 
moltiplicata  per  l'eccesso  dei  termini  dispari  sopra  i pari. 

Provate,  che  in  qualunque  progressione  geometrica  la  som- 
ma del  primo , e dell'ultimo  termine  è maggiore  della  somma 
di  qualunque  altro  pajo  di  termini  equidistanti  dagli  estremi. 

Fate  vedere , che  in  una  qualunque  progressione  geometrica 
di  un  numero  pari  di  termini  la  somma  dei  termini  dispari 
i alla  somma  dei  pari  come  1 : r. 

Se  s , s"  , s"  ... . »(")  sono  le  somme  di  un  numero  n 
di  progressioni  geometriche,  i primi  termini  delle  quali  siano 
a,  la,  Za  ... . na,  si  ha 


n(»H-  1)  /r* — 1 1 

2 WT, 


Se  a,  b,  c,  d ec.  sono  n quantità  tn  progressione  geome- 
„ 1 1 1 

trica  : allora — , , ec.  sono  tn  progres - 

a 1 — è2  è2 — c2  c*—d 2 

sione  geometrica,  e la  somma  di  n termini  sarà 


1 0a»  — £« 

A2!"-1)  (a2  — ó2)2  ’ 

Se  vi  sono  n quantità  in  progressione  geometrica,  che  ha 
r per  ragione  de’ termini,  ed  *'”)  indica  la  somma  de' suoi  m 
primi  termini,  provate,  che  la  somma  de'loro  prodotti  presi 

f 

a due  a due  è *5")  *!"“>)  . 

r-M 

Se  s i la  somma  di  n termini  di  una  progressione  geo- 
metrica, i di  cui  primi  termini  sono  fi1),  ed f W...fin) 
indicano  le  somme  dei  primi  due  , tre,  quattro  ec.  termini. 
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(,  +/W)+  (H-/0))  •+■  ec.  =.  ^(«(r"-2)-H^  (^-1  ))• 

(y*  y-*  \ 

— — — i ec.  /ino  ad  n termini, 

X X / 

ed  S indica  Za  somma  indefinita , sarà  s : S=.rI* — yM 

Se  SO)  rappresenta  la  somma  di  una  indefinita  progressione 

geometrica , SO)  Za  somma  de"  termini  moltiplicati  una  volta 

in  se  stessi  , S>3)  Za  somma  determini  moltiplicati  due  volte 

, 1 1 1 

in  se  stessi j e cosi  di  seguito  sarà— — H — rfccc. 

SI1)  SO;  o3) 

1 r 

alV  indefinito  = — . 

aq=1  r 

Se  SO)  , SO) , Si3) . . • SO)  sono  le  somme  din  indefinite 

progressioni  geometriche,  il  primo  termine  delle  quali  essendo  1 , 

, . . 111  1 
le  ragioni  sono  — , — , -r-  . . . — sarà 
* r r*  r3  r« 

111  1 r“  — 1 

sòr  **“  “SÌT"*"  S^r  "■  ■*“  sol  w=,n~  r"(r  — 1)  ’ 

Se  SO)  , SO),  SI3)  ec.  indicano  le  somme  d" un  indefinito 
numero  d’indefinite  progressioni  geometriche,  i di  cui  primi  ter- 
mini sono  a,  a’ , a3  ec.  e le  ragioni  r,  2r,  3r,  ec.  sarà 

111  a(1  — r)—  1 

Si')  + SÒT+  SÓT  “f’  = (a—  1)>  ‘ 


Se  a,  6,  c,  d sono  in  progressione  geometrica , provate , 
che  (a-+*3 b -f-  3c-+-d)6c  «=  (ò— 1-c)3  , e cÀe  (a-f-i-f-c-(-d),= 
(a  ■+■  6)*  -+•  (c  d)J-+-  2(6  -+•  c)*. 

/Z  termine  nm°  di  2,  6,  14,  30  ec.  è 2*+l— 2,  e Za  som- 
ma di  n termini  è 2"+J  — (2n  -1-  4). 

/Z  termine  nm°  di  4,  10,  28,82  ec.  è 31*— Hi  » e la  som- 

, 1 ^ 3 

ma  di  n termini  è — 3’,+I  -4-n—  — . 

2 2 
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Il  termine  nm0  della  progressione  3,  6,  1 1,  20  ee.i  2*-f-n, 
e la  somma  di  n termini  i 2’*+l  -+-  \ (n*  ■+•  n — 4). 

Se  S i la  somma , ed  Si1)  la  somma  dei  quadrati  dei  ter- 
mini di  ma  progressione  indefinita  di  termini  sarà 
2 SSW  . S»  — SM 

n,  ■ — éd  I*  essa  — — — ■ — « 

5» -4- SI»)  S»H-S(») 
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1.  Dal f espressioni  generali  delle  quantità  nell’Aritmetica 
generale  si  sono  vedute  sorgere  quantità  cogli  esponenti, 
perchè  nell’arilractica  dei  numeri  cotali  quantità  non  s’in- 
contrano. Infatti  si  dice  a3  , è 4 ec.  non  si  dice  23,  34  ec., 
perchè  23  essendo  2. 2-  2 si  scrive  piuttosto  il  suo  valore 
più  chiaro  8;  ed  invece  di  34  si  dice  81. 

2-  Nella  teoria  delle  progressioni  aritmetiche  , ed  iu 
quella  delle  proporzioni,  e progressioni  geometriche  sono 
occorsi  dei  problemi,  nei  quali  era  necessario  di  passare 
dai  valori  delle  quantità  cogli  esponenti  a quelli  delle  sem- 
plici quantità.  Cosi  essendo  a,  d due  quantità,  se  si  voleva 
il  loro  medio  proporzionale  geometrico,  si  doveva  risolvere 
l’equazione  b*—ad,  nella  quale  dal  valore  di  6*  si  doveva 
passare  al  valore  di  b : si  richiedeva  dunque  una  opera- 
zione per  ricavare  tal  valore  da  bd, 

3.  Essendosi  poi  proposto  il  problema  {A.G.$.182.)di  tro- 
vare nella  progressione  aritmetica  il  numero  determini  co- 
gnita la  differenza,  il  primo  termine,  e la  somma,  per  l’equa- 
zione destinata  alla  soluzione  del  problema  si  è avuto 

(2  a-—d)  2 s 

n>  H — n = — , 


della  quale  si  doveva  ricavare  il  valore  di  n:  ma  ciò  non 
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sì  potè  fare , perché  non  si  conoscerà  il  metodo  di  pas- 
sare dal  valore  del  quadrato  della  quantità  n al  valore 
della  quantità  semplice. 

4.  Finalmente  nelle  progressioni  geometriche  dato  il  pro- 
blema, trovare  fra  a ed  u un  numero  n — 2 di  termini,  si  do- 
veva per  mezzo  deH’equazione  (A.G.§.177 .)u=aqn-'  ricavare 

u , u 

il  valore  di  q da  qn-l=*  — ; cioè  conoscendosi  il  valore  — 

a a 

della  quantità  q coll’esponente  n — 1 si  doveva  da  que- 
sto ricavare  il  valore  della  semplice  q. 

5.  Ecco  dunque  la  necessità  di  un  trattato,  nel  quale 
si  diano  i metodi  per  passare  dai  valori  delle  quantità  co- 
gli esponenti  a quelli  delle  quantità  semplici.  Ciò  richiede, 
che  prima  si  dimostrino  le  proprietà  , e si  diano  metodi 
di  operazioni  riguardanti  le  quantità  coll’esponente.  Que- 
sto trattalo  delie  quantità  cogli  esponenti,  e dei  melodi, 
onde  passare  dai  loro  valori  a quelli  delle  quantità  sem- 
plici sarà  chiamalo  da  noi  Algebra.  Da  ciò  si  vede,  che 
come  dai  bisogni  dell’Aritmetica  abbiamo  ricavato  l’Arit- 
metica generale,  cosi  da  quelli  dell'Aritmetica  generale  ri- 
caviamo l’Algebra. 

6.  E qui  sul  primo  stabiliremo,  che  la  ripetizione  d’una 
quantità  un  certo  numero  di  volle  come  fattore  si  chia- 
ma la  potenza  della  quantità , cd  il  numero  delle  volte,  che 
è ripetuta  si  chiama  il  grado  della  potenza.  La  quantità  poi 
si  dice  la  radice  della  potenza,  ed  è del  grado  stesso,  che  è la 
potenza.  Quindi  a3,  b5  saranno  le  potenze  di  a,  e di  b , 
perchè  vengono  dal  ripetere  a,  b come  fattori;  e saranno 
potenze  del  grado  terzo , e quinto , o potenza  tersa,  e quinta , 
perché  in  a3  la  a è ripetuta  tre  volte  come  fattore,  e b ia 
b 5 è ripetuto  cinque  volte.  Le  quaiililà  poi  a,  b sono  le 
radici  di  a3  , i5,  ed  a è la  radice  terza  di  o-\  e b la  ra- 
dice quinta  di  b 5. 

7.  Se  si  abbia  a8,  questa  sarà  la  potenza  ottava  di  a, 
la  potenza  quarta  di  a1,  e la  potenza  seconda  di  ai,  per- 
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ché  a ripetuta  otto  volte  come  fattore,  a*  ripetuta  quat- 
tro volte  come  fattore,  ed  a'<  ripetuta  due  volte  danno  a9. 
Reciprocamente  a sarà  la  radice  ottava  di  a9  ; a1  la  ra- 
dice quarta  di  a8;  ed  ai  la  radice  seconda  di  a8. 

8.  Per  esprimere,  che  a®  è In  potenza  quarta  di  a1,  e 
seconda  di  a'*  si  scrive  (a’)i  = a8,  (a4)*  = a8.  Si  dice  poi 
nel  primo  caso  elevare  a 1 alla  quarta  potenza  , e nel  se- 
condo elevare  a i alla  potenza  seconda. 

9.  Da  ciò  che  si  è dello  si  ricava,  che  elevare  una  quan- 
tità ad  una  data  potenza  i ripetere  le  quantità  come  fattore 
tante  volte  quanto  è il  grado , o il  numero  esprimente  la  po- 
tenza. Si  vede  poi,  che  in  questa  ripetizione  come  fattore, 
la  quantità  si  moltiplica  tante  volte  in  se  stessa  meno  una 
quanto  è il  grado  della  potenza.  Si  ripete  poi  una  volta 
di  meno,  del  grado  della  potenza,  o del  numero  delle  vol- 
le, che  è ripetuta  come  fattore,  perchè  nella  prima  mol- 
tiplicazione già  la  quantità  è ripetuta  due  volte. 

10.  Se  dunque  si  proponesse  di  elevare  a3  alla  quarta 
potenza , questa  quantità  si  dovrebbe  moltiplicare  in  se 
stessa  3 volte,  con  che  si  ripeterebbe  quattro  volte  come 
fattore,  e l’uguaglianza  (a3)4  = ali  enuncierebbe,  ed  ese- 
guirebbe l’innaizamento  di  a3  alla  quarta  potenza. 

11.  Per  esprimere  che  a*  è la  radice  quarta  di  a8 

4 

si  scrive  a8=a *.  Il  segno  si  legge  radice , il  numero 

4 posto  nell’apertura  del  segno  radicale  é il  grado  della 
radice,  c la  nostra  uguaglianza  si  legge  ; radice  quarta  di 

5 

a9  uguale  a1.  Cosi  [/~ a’0  «=*  ai  si  legge;  radice  quinta  di  a10 
uguale  ai.  Questo  fl4  è poi  la  radice  quinta  di  a20 , per- 
chè elevato  alla  quinta  potenza,  o moltiplicato  in  se  stesso 
quattro  volte  dà  a20. 

1 2.  Dunque  la  radice  di  una  quantità  di  un  dato  grado 
è quella j che  elevala  a questo  grado  dà  la  quantità  propo- 
sta, Cosi  ah  è la  radice  settima,  o del  grado  settimo  di  a'8, 
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perche  a'*  elevata  a questo  grado,  o moltiplicata  in  se  stessa 

7 

6 volte  dà  a*8;  quindi  si  scrive  a*8  = a1*.  Cosi  ancora 
2 è la  radice  quarta  di  16,  perchè  2 elevato  alla  quarta 
potenza,  o moltiplicato  in  se  stesso  3 volte  dà  16,  e si 

4 

scrive  i/"16  = 2.  Per  la  stessa  ragione  sarà 

3 4 

1/8=2,  1/81=3. 

DELLE  POTENZE  E RADICI  SECONDE. 

13.  La  potenza  seconda  di  una  quantità  si  dice  il  qua- 
drato della  quantità,  perchè  a1,  che  è la  seconda  potenza 
di  a,  6 stato  chiamato  (A.G.§.  53.)  il  quadrato  di  a:  quiudi 
o4,  a6,  a1*  saranno  i quadrati  di  a’,  a3,  a6. 

14.  Essendo  a1,  a3,  a6  le  radici  seconde  di  al,  a6,  a'* 
si  dicono  le  radici  quadrate  di  queste  quantità.  Ciò  si 
esprime  scrivendo  l /a,a  = a6  , j/a6  = a3 , [fa1*  = a*  ; 
ove  si  vede,  che  essendo  la  radice  seconda  non  si  scrive 
l’esponente  nell’apertura  della  radice , e ciò  per  conven- 
zione, e per  questa  ancora  si  legge  semplicemente,  radice 
di  a”,  senza  dire  radice  seconda  o quadrata  di  a11. 

15.  La  radice  quadrata  d’una  quantità  può  essere  posi- 
tiva, e negativa.  Infatti  elevando  lo  quantità  a — b,  e b — a 
alia  seconda  potenza  o moltiplicandole  in  se  stesse  danno 
lo  stesso  risullamento  a*  — 2 ab  -t-è»:  dunque 

l/(a’  — 2ai  -+-  b1)  = a — b 
l/(a*  — lab  -j-  i»)  =b  — a, 
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ove  si  avverta,  che  essendo  a2  — 2 ab  •+•  b2  un  polinomio 
si  chiude  fra  parentesi.  Si  scrive  ancora  [/ra*-i-2aò-+-b*. 
Ora  una  delle  due  a — b,b—a  è negativa  essendo  l’altra 
positiva  : dunque  esprimendo  la  positiva  con  c,  c la  quan- 
tità a2  — • 2 ab  b 2 positiva  con  A,  si  può  scrivere 

KA  = ±c; 

dunque  la  radice  seconda  di  ma  quantità  positiva  ha  doppio 
segno. 

1 6.  Se  si  domanda  la  radice  quadrata  di  una  quantità 
negativa,  questa  non  esiste,  perchè  questa  radice  non  è nè 
quantità  positiva,  nè  negativa,  essendosi  veduto,  che  ambe- 
due le  quantità  a — b,  b — a una  positiva,  e l’altra  ne- 
gativa moltiplicate  in  se  stesse  danno  lo  stesso  risultamcnto, 
che  deve  essere  positivo  a causa  che  una  delle  dette  quan- 
tità a — b , b — a è positiva.  Quindi  la  radice  di  una  quan- 
tità negativa  si  dice  radice  immaginaria. 

17.  Una  quantità  o positiva  o negativa  elevata  alla  se- 
conda potenza  dà  il  positivo,  ( :±:  b)2  = b2 . Ciò  risulta  dal 

fi-  15.). 

18.  Un  prodotto  di  più  fattori  si  eleva  alla  seconda  po~ 
tema  elevando  ciascun  fattore.  Cosi  ( abed )2  = o»  b 2 c2  d2  ; 
ciò  si  prova  moltiplicando  il  prodotto  abed  in  se  stesso  , 
con  che  ognun  fattore  si  ripete  due  volte. 

1 9.  Cosi  ancora  una  quantità  col  coefficiente  si  eleva  mol- 
tiplicando il  coefficiente  in  se  stesso.  Quindi  (5ab)2=s25a2b2; 
(7 aed)2  *=  49aa  cJ  d2.  Si  prova  ciò  moltiplicando  in  se  stessi 
5 ab,  laed. 

20.  Una  quantità  coll'esponente  si  eleva  al  quadrato  mol- 
tiplicando per  2 gli  esponenti  dei  fattori.  Cosi  (a2  43  c<)*  =s 
al  A6c8.  Ciò  si  prova  al  solito  moltiplicando  in  se  stesso 
a2  à3  ci. 

21.  Nell’estrazione  della  radice  quadrata  da  un  prodotto 
di  più  fattori j e che  abbia  coefficiente,  si  estrae  dal  coefficien- 
te j e da  ciascun  fattore.  Così  §/"  1 6 a2b2c2  = Aabc.  Infatti 
4 abe  moltiplicato  in  se  stesso  da  16 a2  b2  e2. 

a.g.  9 
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22.  V estrazione  della  radice  quadrata  da  una  quantità 
colf  esponente , si  effettua  dividendo  questo  esponente  per  2.  Co- 
si lSa$  b,2c20  = a2  b6  c'°,  perche  elevata  questa  alla  se- 
conda potenza  dà  b'1  c”. 

23.  Quando  la  radice  non  si  può  estrarre,  si  esprime 
col  segno  della  radice,  e questa  espressione  si  chiama  ra- 
dicale. Quindi  l/a,  l/a6c,  i/ a3,  l/a56d  sono  radicali;  sono 
anche  radicali  l/2,  [/~S  : quindi  il  radicale  è l'espressione 
d una  radictj  che  non  si  può  estrarre. 

24.  Il  radicale  l/ abe  può  esprimersi  per  J/ a.  \fb.  l/c; 
lo  che  si  esprime  dicendo.,  che  la  radice  <f  un  prodotto  i 
uguale  al  prodotto  delle  radici  dei  fattori. 

Infatti  il  prodotto  l/a,  \Z~b,  j/c  sarà  la  radice  di  abe 
se  elevalo  alla  seconda  potenza  dà  abe  : ma  elevando  il 
prodotto  i/o . l/6>  . l/c  si  deve  elevare  ciascun  fattore  , 
e la  seconda  potenza  elide  la  seconda  radice  : dunque  ab- 
biamo appunto  abe. 

25.  Da  ciò  si  ricava  il  metodo  di  portar  fuori  ciò  che 
si  può  da  un  radicale.  Infatti  sia  l/’a5.  Questo  é lo  stesso, 
che  lAal . a = i/aC  l/'a  pel  teorema  antecedente:  ma 
l /al  =•  a* , dunque  l/'a5  ==  a1  a.  Similmente 


l/a?  69  c* 1 «=  l/'a6  6®  c10.  abe  = j/a6  6®  c10  l/ abe  =■ 


Sia  anche 


a3  b'i  c5  l/ abe. 


1/ 1 8a3  = l / 9a*.2  a = 3al/2a. 


l/54 a1?  6,J  = j/9 a'6  b12  6 ab  = 3a®  6®  J/ 6 ab. 


26.  Di  qui  viene  la  regola  pratica  per  portar  fuori  un 
moltiplicatore,  che  è dentro  il  radicale.  Dividete  l'esponente 
del  moltiplicatore  per  t'esponente  due  della  radice , il  quoto  da- 
telo alla  quantità j che  aveva  l'esponente  totale , e portatelo  fuo- 
ri; il  residuo  1 datelo  alla  stessa  quantità } e lasciatela  a mol- 
tiplicare sotto  il  segno  della  radice.  Se  vi  è coefficiente  spez- 
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zatelo,  te  ti  può,  in  due  fattori , da  uno  de' quali  si  possa 
estrarre  la  radice  seconda  : allora  estraetela , e portatela  fuori 
del  tegno  radicale , e lasciate  l’altro  fattore  ad  essere  coeffi- 
ciente sotto  lo  stesso  segno. 

Sia  anche  [^(9 a5 27a?  — 54a9) . La  quantità  sotto 
il  vincolo  si  può  ridurre  a 9a*(o  + 3B3  — 6a5).  Si  estrag- 
ga ora  la  radice  dal  fattore  9 a* , ed  avremo 


1^(9 o5  -4-  21  al  — 54«9)  = 3aiyr(a-+-  3a3  — 6a5). 


27.  Non  si  può  dire  , che  una  quantità  si  moltiplica 
per  una  frazione  , perchè  moltiplicare  una  quantità  per 
un’  altra  ò ripetere  la  prima  tante  volte,  quante  sono  le 
unità  nella  seconda  : dunque  si  può  dire  ripetere  una  quan- 
tità due.,  tre,  quattro  ec.  volte;  ma  non  mai  ripeterla  una 
mezza  volta,  due  terze  volte,  cinque  ottave  volte.  Ora  in- 
nalzare una  quantità  alla  secouda  potenza  è moltiplicarla 
in  se  stessa  : dunque  una  frazione  non  si  può  innalzare 
alla  seconda  potenza,  perché  la  frazione  non  si  moltipli- 
ca in  se  stessa,  ma  si  bene  si  può  prendere  di  essa  una 


parte  espressa  da  se  stessa.  Così  avendosi--,  questa  non 


si  può  moltiplicare  iu  se  stessa,  perchè  il  — non  si  può 


prendere  due  terze  volle;  ma  solo  di  — si  possono  pren- 
dere le  due  terze  parli. 

28.  Facendo  però  questa  operazione  risultano  i qua- 

U d 

drali  dei  due  termini.  Cosi  presa  di  — la  frazione  — , 

6 b 


a» 


abbiamo  : dunque  di  una  frazione  non  si  può  avere 


il  quadrato  , ma  col  prendere  la  stessa  frazione  di  se 
stessa  si  ha  la  fraziona  dei  quadrali  de’  suoi  due  ter- 
mini. Viceversa  dunque  prendendo  le  radici  di  questi  due 
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termini  si  ottiene  la  frazione  di  termini  semplici.  Così 

estraendo  le  radici  dai  due  termini  a 3 , b3  dalla  frazione 

a»  a 

— - ritroviamo  — 
b3  b 


Estraendo  la  radice  dai  due  termini 


ot  A®  a3  6 8 , 

della  frazione  abbiamo  — — • cioè  dalla  frazione  di 

c*dla  [d  <P 

termini  quadrati  si  ha  la  frazione  di  termini  semplici. 

29.  Ora  occorre  spesso  di  fare  questo  passaggio  per 
trovare  il  valore  dell’incognita  elevala  alla  seconda  poten- 


za. Se  da  un  problema  risultasse  l’equazione  x3  =>  — si 


dovrebbe  trovare  il  valore  di  x.  Ora  questa  equazione  si 
può  rappresentare  con  bx 2 =*=  a , ed  estraendo  la  radice 
seconda  da  ambedue  i membri  sarà 


x[ fb 


[fa  j cd 


x = 


)Ca  . 

[/b  ’ 


cioè  se  è frazione  il  valore  del  quadrato  d’una  incognita, 
il  valore  dell’incognita  semplice  sarà  uguale  al  quoto  delle 
radici  dei  due  termini  della  detta  frazione. 

30.  Quantunque  non  vi  sia  quadrato  d’una  frazione  , 
ma  sì  bene  la  frazione  dei  quadrati  de’suoi  due  termini, 
che  proviene  dal  prendere  della  data  frazione  una  frazio- 
ne uguale  a se  stessa  ; pure  si  ritiene  l’ innalzamento  al 
quadrato  d’una  frazione,  e si  dice,  che  si  effettua  coll'in- 
nalzarc  al  quadrato  i suoi  due  termini  : quindi  negl'innal- 
zamenti  al  quadrato  delle  frazioni  si  scrive 

/ a y a 2 / 2 \3  4a6  / 3«4  y*  9o8 

Vi/  b3  ’ \ 3 òi  / 9 i8  ’ ' 5 A®  / 25 bi0 


Basta  però,  che  si  dia  il  vero  senso  a queste  operazioni , 
che  è di  prendere  di  una  frazione  una  frazione  a lei  ugua- 
le , c che  questa  operazione  dà  la  frazione  dei  quadrati 
dc’suoi  due  termini. 
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31.  Cosi  ancora  quantunque  dalle  frazioni  non  si  estrae 
radice,  ma  solo  si  ha  bisogno  di  passare  dalie  frazioni  dei 
quadrati  alle  frazioni  dei  termini  semplici , ed  a rigore 

Pur  ciò  s>  ritiene,  e si 


non  sia  vero,  che 


dice,  che  da  una  frazione  si  estrae  la  radice  cstraendola 
dai  suoi  due  termini.  Quindi 


=*  2aL . 1/ 
344  5 V 


a 

44®" 


|/o  i /a*  a 

W 5 V 24”  Ì724' 


32.  Quindi  ancora  si  ritiene  la  regola  superiore  ($-26.) 
per  portar  fuori  del  segno  della  radice  quel  che  si  può, quan- 
do anche  è frazione  la  quantità  sotto  il  segno  della  ra- 
dice; facendosi  la  detta  operazione  nel  numeratore,  c nel 
denominatore.  Così 


4a>.6a 

948.34 


4a*  6a 2a 

9ò8  ' 34  5=3  364 


33.  Abbiamo  (a  -+-  6)*  ■=  a2  •+■  2 ab  -+•  b2 , ciò  che  si 
verifica  moltiplicando  la  quantità  a -4-  6 in  se  stessa:  dun- 
que U quadrato  d'uri  binomio  contiene  tre  parti;  il  quadrato 
del  primo  termine , U doppio  prodotto  del  primo  termine  nel 
secondo,  ed  il  quadrato  del  secondo  termine. 

34.  Da  ciò  possiamo  avere  subito  il  metodo  di  elevare 
un  polinomio  qualunque  alla  seconda  potenza. 

Sia  il  polinomio  («  + i + c -t-d  + e)>  composto  di 
cinque  termini.  Si  consideri  a + 4 + c + d come  un  solo 
termine,  avremo  per  la  regola  antecedente  ($.  33.) 

(a-t-6-t-c-t-d-+-e),=(a-h4-HM-</),-(-2{a-+-òH-c+rf)e-4-«1  • 
Sviluppando  a -i-  4 c -t-  d col  considerare  il  trinomio 


Digitized  by  Google 


134 

a 4-  b -4-  e come  nn  solo  termine  sarà 

(a-t-i-f*c-+d-+-e),==(a-t-A-H')M-2(aH-A-4-c)<i-Hf*-t- 

2 ( a-t- * . 

Collo  stesso  metodo  sarà 

(a-+-4-H'-t-</-t-  *)’=  (o-t-A)*  -+-  2 (a  •+■  b)c  ■+■  c1  -f* 

2 ( d+5  •+<?)  d~\~d2— f-2  (a+5+c+rf}c"H  a. 

E finalmente 

(a+A-t-c-wi-t-e)*£=a1-t-2ai-t-5,-+-2(a-t-i)c-t-c*-4-2(a-t-A  +c)d 

-t-da-t-2(<H-fi-4-e-H/)e-t-ea. 

35.  Di  qui  si  può  dare  la  regola  generale  per  elevare  un 
polinomio  al  quadrato.  Questo  sarà  uguale  al  quadrato  del  pri- 
mo termine’,  più  due  volte  il  prodotto  del  primo  termine  nel 
secondo,  più  il  quadralo  del  secondo’,  più  due  volte  il  prodotto 
della  somma  dei  due  primi  termini  nel  terzo , più  il  quadrato 
del  terzo ; più  il  doppio  prodotto  della  somma  dei  tre  primi 
termini  nel  quarto,  più  il  quadrato  del  quarto ; più  il  doppio 
prodotto  della  somma  dei  primi  quattro  termini  nel  quinto  più 
il  quadrato  del  quinto , e cosi  di  seguito,  finché  siano  esau- 
riti tutti  i termini. 

36.  Se  poi  si  eseguiscano  i doppii  prodotti  si  vedrà , 
che  il  quadralo  di  un  polinomio  è la  somma  dei  quadrati  di 
tutti  i termini , più  la  somma  dei  prodotti  a due  a due  di  tutti 
i termini  del  polinomio  , tutti  moltiplicati  per  2. 

37.  Diamo  il  metodo  per  estrarre  la  radice  dai  poli- 
nomi. Questo  si  ricaverà  dal  metodo,  che  conosceremo  do- 
versi usare  per  ricavare  dal  polinomio  (§.  34.)  . 

a*  2 ab  -+-  b1  -+-  2(a  b)c  -f-  c*  + 2(a  -4-  b <+•  c)d 

+ d,+2((i+i+c  + (l)e  + eI 

la  sua  radice,  che  sappiamo  essere  a-i-A-4-c-t-rf-t-e. 
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Il  primo  termine  di  quel  polinomio  è a % se  da  que- 
sto estrarremo  la  radice,  otterremo  la  prima  radice  a.  Poi- 
ché questo  termine  a3  é ora  inutile  per  ottenere  la  prima 
radice,  di  questo  si  farà  il  quadralo,  e si  sottrarrà.  Dopo 
ciò  il  primo  termine  del  residuo  ò 2 ab  , cioè  il  doppio 
della  radice  a trovata  nell'altra  b,  che  cerco  : dunque  si 
faccia  il  doppio  della  radice  trovata,  e per  questo  si  di- 
vida quel  primo  termine  del  residuo;  il  quoto  sarà  la  se- 
conda radice.  I due  termini  2 ab  b 2 del  residuo  sono 

inutili,  perchè  non  contengono  che  le  due  radici  trovate. 
Ora  questi  sono  il  doppio  della  prima  radice  moltiplicato 
nella  seconda  , più  il  quadrato  della  seconda  : si  faccia 
dunque  questo  doppio  prodotto,  c quadrato,  c si  sottragga. 
Nel  nuovo  residuo  il  primo  termine  2(a  b)c  è il  dop- 
pio delle  due  radici  trovate  a,  b moltiplicalo  nella  terza 
radice  ; se  dunque  si  faccia  il  doppio  delle  due  ra- 
dici trovale  , c per  questo  si  divida  quel  primo  termine 
del  residuo,  avremo  la  terza  radice.  Ora  i due  termini 
2(a  -t-  b)c  -+-  c*  del  residuo  ci  sono  inutili,  perchè  si  è 
trovata  la  terza  radice  : questi  due  termini  sono  il  doppio 
prodotto  delle  due  prime  radici  nella  terza,  più  il  quadrato 
della  terza  ; si  faccia  dunque  questo  doppio  prodotto , e 
questo  quadrato,  ed  il  tutto  si  sottragga  dal  detto  residuo, 
e si  troverà , che  il  primo  termine  del  nuovo  residuo  è 
2(a  -4-  b -+-  c)d,  cioè  il  doppio  di  tutta  la  radice  trovata 
a-\-b  -t-c  nella  quarta  radice  d : dunque  se  fatto  il  dop- 
pio di  tutta  la  radice  trovata,  per  questo  si  divida  quel 
primo  termine  del  residuo,  il  quoto  sarà  la  quarta  radice. 
Di  nuovo  i due  termini  del  residuo  2(a  -4-  b c)  d-t-d* 
sono  inutili,  perchè  ora  si  conosce  la  quarta  radice:  que- 
sti sono  il  doppio  delle  tre  prime  radici  nella  quarta,  più 
il  quadrato  della  quarta  radice  : si  faccia  dunque  questo 
doppio  prodotto,  e questo  quadrato,  c tutto  si  sottragga 
dal  residuo  avuto.  Si  conosce  ora  come  si  debba  operare 
per  trovare  l'ultima  radice,  e come,  se  anche  più  oltre  si 
dovesse  portare  l’operazione. 
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38.  Ecco  il  prospetto  dell’operazione 

(A) 

— a1 

2ai-4-iM-2(a-+-%-t-  ce.  (B)  I 

2(z^-4— 

— — -f-ó 

2(a-f-A)e-t-c,-t-2(<n-4-4-c)dec.  2(o-+-4)-Hj 

2(a-f.*)c-f-c»  -+^ 

— “ 2(a-t-i-t-c)H-</ 

2(a-t-A-j-c)d-f-d,-|-ec-  “H* 

2(a-H/4-c)</-+-rfl  2(a-t-A-Hc-H/)-f-c 

— — -t -e 

2(a-+-i4-£--H/)c-t-e> 

2(a-t-4*4-c-t-d)e-t-«* 


In  questo  prospetto  si  vede,  che  ('operazione  si  dispone 
come  nella  divisione.  (A)  è il  polinomio  da  cui  si  estrae 
la  radice,  e (B)  è la  radice.  Sotto  questa  si  vanno  scri- 
vendo successivamente  i doppii  delle  radici  trovate  2a  , 
2 (a  -4 -4),  2(a  -f-  4-f-c)  ec.,  c quando  si  è avuta  l’altra  ra- 
dice colla  divisione  del  primo  termine  del  residuo  pel  dop- 
pio di  tutta  la  radice  trovala.,  essa  si  scrive  nel  luogo  della 
radice  , accanto  al  doppio  di  tutta  la  radice  antecedente, 
e sotto.  Cosi  il  -+-  4 si  è scritto  dopo  a nel  luogo  della  ra- 
dice, accanto  a 2a,  e sotto  2a  ■+•  b.  Quando  si  ò trovata 
la  terza  radice  c si  è scritta  accanto  alla  radice  trovata 
a -4-  b,  accanto  al  suo  doppio  2(a-t-4),  c sotto  2 (a-t-i)-t-c. 
Poi  si  è moltiplicato  2 a-t-4  per  b,  ed  il  prodotto  2a4-f-4* 
si  è sottratto,  perché  abbiamo  veduto,  che  si  doveva  sot- 
trarre dal  residuo  il  doppio  prodotto  della  prima  radice 
nella  seconda  , più  il  quadrato  della  seconda,  e 2 ab  -4-  4» 
è appunto  questa  somma,  cho  si  doveva  sottrarre. 

Così  ancora  si  é moltiplicato  2(a-t-4)  -+-  c per  c,  c si  è 
sottratto  il  prodotto  dal  secondo  residuo,  perchè  si  è detto. 
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che  si  doveva  sottrarre  it  doppio  prodotto  delle  due  ra- 
dici trovale  nella  terza,  più  il  quadrato  della  terza,  c tale 
é appunto  il  prodotto  2 (a  -4-  b)c-h  e\  che  si  è sottratto. 

Noi  poi  tanto  nel  polinomio,  tanto  nei  doppii  prodotti 
delle  radici  trovate  nel  decorso  dell’  operazione  abbiamo 
chiuso  fra  parentesi  dopo  il  2 le  dette  radici  per  chia- 
rezza del  metodo  dell’operazione,  e della  dimostrazione;  del 
resto  ciò  non  è necessario,  perchè  i quoti,  che  sono  le  ra- 
dici, vengono  allo  stesso  modo,  quando  il  polinomio  da  cui 
si  estrae  la  radice,  sia  ordinato  per  una  data  lettera.  È 
da  ricordarsi,  che  un  polinomio  è ordinato  per  una  lettera 
quando  si  sono  scritti  prima  tutti  i termini,  che  conten- 
gono questa  lettera;  e se  la  lettera  ha  esponenti  si  deb- 
bono scrivere  successivamente  i termini,  nei  quali  quelli 
vanno  successivamente  decrescendo. 

Si  debba  estrarre  la  radice  dal  polinomio 

9o6  — 1 2a5  -4-  1 0«4  — 4a3  -4-  a*. 

Ecco  il  prospetto  dell’operazione 

9a6 — 1 2a5-|-1 0a4 — 4a3-+-a* 

— 9a6 

— 1 2a5-t-1 0a4 — 4a3-i-a* 

— 12a5-*-4a* 


6ai — 4a3-4*o* 
6a1 — 4o3-4-«* 


|3a3 — 2a*-Ht 
6a3— 2a» 

— 2a* 

6a3 — 4a3-H* 

-H* 


Si  è estratta  la  radice  da  9a6,  e si  è scritto  3a3  nel  luogo 
della  radice;  si  è fatto  il  quadrato,  e si  é sottratto  dal  po- 
linomio proposto , e si  è scritto  il  residuo.  È stata  rad- 
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doppiata  la  radice  trovata,  e pel  risultamento  6a3  si  è di- 
viso il  primo  termine  — 1 2a5  della  radice;  il  quoto  — 2a* 
si  è scritto  al  posto  della  radice  , accanto  al  doppio , e 
sotto,  e 6a3  — 2a * si  è moltiplicato  per  — 2a*,  cd  il  pro- 
dotto si  è sottratto  dal  detto  residuo,  e con  ciò  si  ò avuto 
il  nuovo  residuo  6a'< — 4o3-t-a*.  É stala  raddoppiata  tutta 
la  radice  trovata  , c si  è avuto  6a3  — 4a* , ed  il  primo 
termine  Gai  del  residuo  si  è diviso  per  6a3 , il  quoto  a 
si  è scritto  al  solito  nel  posto  della  radice  , accanto  al 
doppio,  e sotto,  o moltiplicato  6a3  — 4o*  -+•  a per  a , e 
sottratto  il  prodotto  dall’ultimo  residuo,  si  è avuto  zero. 

Sia  anche  da  estrarsi  la  radice  da 

ai  4 _ 44*  _ 2 a 44  _ 1 

4<r—  b*~*~  ~aì  ^ 43  «r4‘ar  ' 

/ 

Ecco  il  prospetto  dell’operazione 

ai  4 t 44*  2a  44  , 1 
46  4^*"a4  "^ò3"- or"^^7 

_ai 

46 

4 44*  2a  44  1 

4*  ~*“ai  ~t~43  a3  + a* 

— 4 •+•  44* 

~*~b*  ~ai~ 

* 2 a 44  *1 

43  o3  ^a* 

2a — 44-+-  1 
— ò3 +03  ~ «* 


Si  vede,  che  si  è estratta  la  radice  da  e questa  si 


|4^ 



a*  a 

2a* 

24 

43 

a* 

24 

a* 

2o* 

44  1 

H 

43  a*  a 
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39.  Dopo  ciò  andiamo  a dare  il  metodo  per  estrarre  la 
radice  seconda  dai  numeri.  A questo  fine  stabiliamo  le  se- 
guenti proposizioni  : 

I.  Il  quadrato  di  un  numero  espresso  da  una  cifra  non 
può  avere  più  di  due  cifre  : perchè  il  9,  che  è il  maggior 
numero  d’una  cifra  dà  nel  quadrato  81. 

II.  Il  doppio  prodotto  delle  decine  nell’unità  non  può  es- 
sere minore  delle  decine.  Ciò  è chiarissimo. 


III.  Il  quadrato  delle  decine  non  può  essere  minore  delle 
centinnja ; perchè  il  1 0,  che  è il  più  piccolo  numero  delle 
decine,  nel  quadrato  dà  100. 

Poste  queste  verità  si  debba  estrarre  la  radice  dal  nu- 
mero 529.  Incomincio  a ragionare  così.  Questo  numero  ha 
più  di  due  cifre,  dunque  è il  quadrato  di  un  numero  di 
più  d’una  cifra  : dunque  questo  numero  contiene  decine, 
ed  unità  ; quindi  529  è il  quadrato  d’un  binomio,  che  ha 
per  primo  termine  le  decine  , e per  secondo  le  unità.  Ora 
quando  si  estraeva  la  radice  da  un  polinomio  s’incomin- 
ciava ad  estrarre  la  radice  dal  primo  termine  o*  che  era 
il  quadrato  della  prima  radice  : dunque  si  deve  comin- 
ciare nel  nostro  caso  ad  estrarre  la  radice  dalla  parte  del 
529,  che  contiene  il  quadrato  delle  decine:  ma  il  quadrato 
delie  decine  non  può  essere  minore  delle  cenlinaja:  dunque 
la  parte,  che  può  contenere  il  quadrato  delle  decine  è 5, 
che  sono  cinque  cenlinaja.  Si  separi  dunque  con  una  virgola 
la  parte  29,  che  non  fa  parte  delle  cenlinaja,  e si  estragga 
la  radice  da  5:  questa  prossimamente  è 2,  che  si  porrà  nel 
luogo  della  radice.  Come  nell'estrazione  della  radice  dal  po- 
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linomio  si  sottraeva  da  esso  il  quadrato  della  prima  radice 
a,  cosi  il  quadrato  di  questa  radice  2,  cioè  4 si  sottragga 
da  5;  si  avrà  il  residuo  1,  accanto  al  quale  si  cali  la  parte 
separata  29.  É evidente,  che  129  conterrà  il  doppio  della 
radice  trovata  2,  che  è numero  di  decine,  moltiplicato  nelle 
unità  incognite,  più  il  quadrato  di  queste  unità.  Per  tro- 
vare queste  unità  in  1 29  si  separi  la  parte,  che  contiene  il 
doppio  delle  decine  moltiplicato  nelle  unità,  perchè  divi- 
dendo questa  parte  pel  doppio  delle  decine  trovate  si 
avranno  le  unità.  Ora  il  doppio  prodotto  delle  decine  nelle 
unità  non  può  essere  inferiore  alle  decine;  dunque  questo 
doppio  prodotto  dovrà  trovarsi  in  12,  che  sono  dodici  de- 
cine. Si  separi  dunque  con  una  virgola  il  9,  che  non  fa 
parte  delle  decine.  Diviso  poi  1 2 per  4 doppio  delle  de- 
cine, si  avrà  3 , che  sono  le  unità  cercate.  Questa  cifra 
si  segni  nel  posto  della  radice,  accanto  al  doppio  4,  e sotto, 
come  si  è praticato  nell’  estrazione  della  radice  dal  poli- 
nomio, e poi  si  moltiplichi  43  per  3,  ed  il  prodotto  sot- 
tratto da  129  non  rimano  nulla  : dunque  la  radice  do- 
mandata è 23. 

Ecco  il  prospetto  deiroperazione 

5,29  |23_ 

4 43 

12,9  3 

129 

00  0 ' 

40.  Si  debba  estrarre  la  radice  da  20449.  Pongo  subito 
il  prospetto  dell’operazione 


2,04,49 

1 143 

1 

24  ’ 

10,4 

4 

9 6 

283 

84,9 

3 

84,9 

00  0 
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Il  numero  proposto  ha  più  di  due  cifre  : dunque  é il  qua- 
drato d’un  numero  di  più  d’una  cifra  : dunque  é il  qua- 
drato d’un  binomio  di  decine,  e di  unità  : quindi  nel  no- 
stro numero  deve  separarsi  la  parte,  che  contiene  il  qua- 
drato delle  deciue  ; questo  non  può  trovarsi  in  un  nu- 
mero minore  delle  centinaja , perché  non  può  essere  in- 
feriore a queste j dunque  separando  con  una  virgola  il  49 
minore  delle  centinaja,  nel  204  centinaja  si  troverà  il  qua- 
drato delle  decine  : ma  questo  numero  è composto  di  più 
di  due  cifre,  dunque  non  é il  quadrato  delle  unità  di  de- 
cine, ma  di  un  numero  composto  di  decine,  e di  unità:  se- 
paro dunque  come  sopra  in  204  il  04  con  una  virgola,  e nel 
2 si  troverà  il  quadrato  delle  decine. 

Con  questo  metodo  si'  vede,  che  il  numero  è diviso 
nelle  sue  cifre  a due  a due  cominciando  da  diritta  a si- 
nistra. Dopo  ciò  la  radice  prossima  di  2 è 1 , che  si  scrive 
nel  posto  della  radice,  ed  il  suo  quadrato  si  sottrae  da  2; 
si  ha  cosi  il  residuo  1,  accanto  al  quale  si  cala  04,  e si 
ha  104.  Questo  come  nell’  altro  caso  contiene  il  doppio 
della  decina  trovata  moltiplicato  per  le  unità  incognite,  più 
il  quadrato  delle  unità;  separo  dunque  con  una  virgola  10; 
nel  quale  solo  può  essere  il  detto  doppio  prodotto,  e fatto 
il  doppio  della  radice  trovata  1 , per  2 divido  il  10.  Si 
ha  il  quoto  5,  che  posto  accanto  alia  radice  , accanto  al 
doppio,  e sotto,  si  moltiplica  25  per  5 : ma  il  prodotto  125 
non  si  può  sottrarre  da  104  : dunque  in  luogo  di  5 per 
tutto  scrivo  4,  e sottratto  da  104  il  prodotto  di  24  per 
4 si  ha  il  residuo  S,  accanto  al  quale  si  cala  49.  11  nu- 
mero 849  contiene  il  doppio  delle  decine  trovate  14,  mol- 
tiplicato per  le  unità  incognite,  più  il  quadrato  delle  uni- 
tà : separo  dunque  con  una  virgola  84,  che  può  contenere 
questo  doppio  prodotto,  e diviso  per  28,  doppio  della  ra- 
dice trovata  14,  si  ha  3,  che  sono  le  unità,  che  si  doman- 
davano. Collocato  questo  3 nei  solili  luoghi  si  moltiplica 
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283  per  3 , e si  ottiene  appunto  849  : dunque  la  radice 
domandata  é 143.  Se  questo  numero  si  moltiplica  in  se 
stesso  viene  20449. 

41.  Nella  operazione  eseguita  per  estrarre  la  radice 
dal  numero  antecedente,  si  é incontrato  un  caso  degno  di 
riflessione.  Quando  abbiamo  diviso  la  parte  10  del  primo 
residuo  per  2 abbiamo  trovato  5 di  quoto,  eppure  la  ra- 
dice non  poteva  essere  che  4,  perchè  avendo  scritto  5 ac- 
canto al  doppio  delle  decine,  fatta  la  solila  moltiplicazione 
di  25  per  5,  si  è trovato  un  prodotto  troppo  forte,  che 
non  si  poteva  sottrarre.  Ciò  è avvenuto,  perchè  il  1 04  do- 
vendo contenere  il  doppio  prodotto  della  decina  1 nelle 
unità  4,  piu  il  quadrato  di  queste  unità,  questo  quadrato 
16  col  doppio  prodotto  seguente  delle  decine  14  nelle  uni- 
tà 3 ha  cresciuto  nel  10  cosi  il  detto  doppio  prodotto  della 
decina  1 nelle  unità  4,  che  questo  doppio  vi  entra  più  del 
dovere.  Infatti  prendendo  tutta  la  radice  trovata  143  si  ve- 
de, che  il  doppio  di  100  moltiplicato  in  40  dà  8000  : il 
quadrato  di  40  dà  1600  : il  doppio  prodotto  di  140  in  3 
dà  840.  Ora  si  sommino  questi  numeri  scrivendoli  come 
qui  innanzi 

8000 

1600 

840 

10440 

e si  vedrà  come  sia  cresciuto  l’3000  dall’  aggiunta  degli 
altri  numeri,  in  guisa  che  il  doppio  di  1 00,  cioè  doppio 
della  prima  radice  trovata,  vi  entri  più  di  4 volte.  Dopo 
ciò  si  può  dare  la  regola  generale  per  estrarre  la  radice 
seconda  da  un  numero  qualunque. 

42.  Dividete  con  virgole  le  cifre  del  numero  dato  a due  a 
due  cominciando  da  dritta.  Estraete  la  radice  prossima  dalla 
prima,  o dalle  due  prime  cifre  a sinistra , e scrivetela  nel  luo~ 
go  della  radice.  Fate  il  quadrato  della  radice  trovala , e sot- 
traetelo dalla  prima  parte  del  numero,  da  cui  si  è estratta  la 
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radice.  Accanto  al  residuo  calate  le  due  cifre  seguenti  del  nu- 
mero dato , e con  una  virgola  separale  V ultima  cifra  a di- 
ritta : dividete  la  parte  a sinistra  della  virgola  pel  doppio  della 
radice  trovata j che  scriverete  sotto  il  luogo  della  radice,  ed 
il  quoto,  che  avrete,  lo  scriverete  come  seconda  radice  appresso 
alla  prima , accanto  al  doppio,  e sotto  : moltiplicate  per  que- 
sta il  numero  superiore,  e sottraete  il  prodotto  da  tutto  il  re- 
siduo, ed  accanto  al  nuovo  residuo  calate  f altra  coppia  di 
cifre  seguenti  alla  già  calata  del  numero  proposto , separando 
con  una  virgola  f ultima  sua  cifra  a dritta.  Il  numero,  che  ri- 
mane a sinistra  della  virgola,  dividete  pel  doppio  di  tutta  la 
radice  trovata,  che  scriverete  sotto  il  doppio  antecedente:  scri- 
vete il  quoto  nel  posto  della  radice,  accanto  al  doppio,  e sotto , 
e per  questo  quoto  moltiplicate  il  numero  superiore,  ed  il  pro- 
dotto sottraetelo  dal  detto  residuo,  ed  accanto  al  terzo  resi- 
duo , che  viene  cedala  la  terza  coppia  di  cifre  del  proposto 
numero,  e progredite  innanzi,  come  già  si  è fatto  per  due  vol- 
te, quando  si  è calata  la  coppia  di  cifre. 

43.  Se  la  quantità.,  dalla  quale  si  deve  estrarre  la  ra- 
dice fosse  frazionaria,  dovendosi  in  (al  caso  estrarre  la  ra- 
dice (§.  31.)  dal  numeratore,  e dal  denominatore,  per  ri- 
sparmiare una  estrazione , si  moltiplicheranno  i due  ter- 
mini della  frazione  pel  denominatore  : divenendo  con  ciò 
il  denominatore  un  quadrato  basterà  estrarre  la  radice 
dal  numeratore,  e dividere  il  risuitaiuento  pel  denomina- 
tore. Cosi  sarebbe 


Così  ancora 


■ / a _\/ob  [/"ab 

V ~b-V  b^'=a~b~  ■ 

l/l  = 

y 17  y 17*  17 


44.  Se  da  ab  si  estrae  la  radice  intera  prossima,  il  risul- 
tamento  diviso  per  b differirà  dal  piu  giusto  di  meno  della 
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1 


frazione  — . Infatti  si  supponga  r la  radice  prossima  in- 
0 

tera  di  ab  : è evidente  , che  \fab  sarà  compresa  fra  r 
ed  r 


, l /'ab  , r r-t- 1 

1 , e — — — sara  compresa  fra  — , ed  — — 
b b b 


dunque  F errore  commesso  nel  prendere  per  t 

b 0 


o per 


V 


a , . 1 

— sara  minore  di  — . 
b b 


Da  ciò  risulta,  che  nel  caso  antecedente  di  estrarre 
5 85 

la  radice  da  — o da  — i,  se  si  prenda  per  la  radice  pros- 

9 

sima  di  85  il  numero  9,  onde  si  abbia  —per  radice pros- 

5 

sima  di  —,  questa  radice  differirà  dalla  giusta  di  meuo 

•b- 

Vediamo  ora  come  nei  numeri  interi,  c fratti,  dei 
quali  non  si  può  avere  la  radice  esattamente,  si  possa  avere 
in  frazioni  con  quella  approssimazione,  che  si  desidera. 

45.  E per  primo  è bene  di  dimostrare  il  teorema. 
Dell'intero,  del  quale  non  si  può  avere  la  radice  intera  esat- 
tamente, non  si  può  avere  esattamente  neppure  in  frazione. 
Supponiamo  infatti,  che  si  potesse  avere  esattamente 
(• 

a = —,  ove  c,  e d s'intendono  numeri  primi  fra  loro, 
d 

cioè  la  frazione  ridotta  a più  semplice  espressione.  Dalla 
nostra  uguaglianza  si  ricava  a 


c , ce  . 

—,  o ad  — — : dun- 
d*  d 


que  come  ad  è intero,  è intero  — : ma  d non  divide  niuno 

dei  due  fattori  c ; dunque  non  può  dividere  (A.  G.  §.  48.) 
neppure  il  prodotto. 
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46.  Sia  ora  l’intero  a,  dei  quale  non  potendosi  avere  la 
radice  esatta  intera  si  voglia  in  frazione  con  un’approssi- 
mazione tale,  che  differisca  dalla  vera  di  meno  della  fra- 
zione — . Per  ottenerla  si  moltiplichi,  c si  divida  a per  n*. 


avremo 


an 2 


Si  estragga  la  radice  prossima  intera  da  an ’, 


e sia  r,  sarà  — la  radice  , che  differisce  dalla  giusta  di 
n 

meno  della  frazione  — . La  dimostrazione  é come  nel 
n 

(§•  43.).  Infatti  la  radice  di  an*  è compresa  fra  r,  ed  r-f-1, 
dunque  la  \f  o [Sa  sarà  compresa  fra  — , ed 

f —4—1 

, quindi  differirà  dalla  giusta  radice  di  meno  della 

frazione  — . 
n 

47.  Si  voglia  ora  ìa  radice  prossima  di  -7-.se,  come  si  ò 

0 

detto  (§.  43.),  si  estragga  la  radice  prossima  intera  da  ab, 
e questa  sia  r sarà  j/”  ^ ~y  = ~ , la 

differirà  dalla  giusta  radice  di  meno  di  Ma  se  si  fac- 

O 

eia  f/'-y  — £7  — ^/~ yyr  > si  trovi  *a  radice 

prossima  intera  r di  abn2,  e si  ponga  j/" -^-=^,que- 

sta  ~ differirà  dalla  vera  di  meno  di  T — . 
bn  bn 

3 

48.  Si  voglia  per  esempio  la  radice  di  — , che  differisca 
dalla  vera  di  meno  ‘ii^-j—^-  Si  moltiplichino  i due  termini  di 
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3 2)12 

— per  1 ).  8»,  o per  704  , avremo  • La  radice  pros- 

45  45 

siina  intera  di  2112  è 45;  dunque , o — è la  radico 

11.8  88 

3 . 1 

di  — , che  differisce  dalla  vera  di  meno  di  — . 

11  83 

49.  Per  avere  con  approssimazione  la  radice  di  un 
intero^  o di  una  frazione,  piuttosto  che  servirci  delle  fra- 
zioni comuni,  il  meglio  è far  uso  delle  decimali.  Si  voglia 
per  esempio  la  radice  di  34  prossima  alla  vera  di  meno 

di  : sccoudo  ciò  che  si  è detto  , il  numero  34  si 

34000000  „ 

moltiplichi,  c si  divida  per  I000a,  avremo  — — . Si 

estragga  la  radice  prossima  intera  da  34000000  , che  si 
troverà  5830  ; dunque  la  radice  prossima  di  34,  che  dif— 

1 5830 

ferisca  dalla  vera  di  meno  di è — — , o 5.  83. 

1000  1000 


50.  Dopo  ciò  la  regola  per  estrarre  la  radico  da  un  nu- 
mero con  una  approssimazione  decimale  espressa  da  uno 
diviso  dall’unità  seguita  da  un  numero  dato  di  zeri  è di 
aggiungere  al  numero  proposto  il  doppio  numero  di  questi  ze- 
ri, di  estrarre  dal  numero  risultante  la  radice  intera  la  più 
prossima j ed  in  questa  da  sinistra  a dritta  separare  con  una 
virgola  tante  cifre,  quanti  sono  i zeri  della  frazione  stabilita 
per  l'approssimazione. 

3 

51. Si  voglia  ora  la  radice  di  — con  una  approssima- 

é 

zionc  espressa  dail’uiiità  divisa  pel  prodotto  del  denomi- 
natore 7 nell  unità  seguita  da  un  numero  di  zeri.  Si  voglia, 
che  la  radice  domandata  differisca  dalla  vera  di  meno  di 

— — , o di . Si  moltiplichiuo  i due  termini  della  data 

frazione  per  7.100*,  o per  70000,  si  dovrà  estrarre  la  ra- 
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, 2t0000  . v 458  4.58 

dice  da  , che  sarà  ,o , e questa  sara 

7J.100J  7U0  7 1 

la  radice  coll’approssimazione  domandata. 

52.  Dunque,  se  si  voglia  la  radice  di  una  frazione  con 
una  approssimazione  espressa  dall’unità  divisa  pel  deno- 
minatore della  frazione  seguito  da  un  dato  numero  di  zeri. 
Si  moltiplicheranno  i due  termini  della  frazione  pel  prodotto 
del  denominatore  nel  quadrato  del  numero  formato  dall'unità, 
e i detti  zerij  ed  estratta  la  radice  prossima  intera  dal  nuovo 
numeratore j questa  si  dividerà  pel  denominatore  seguito  dagli 
stessi  seri. 

Una  radice,  che  non  si  può  avere  esattamente,  si  dice 
quantità  trraxionafc,  perché  non  si  può  valutare  in  un  nu- 
mero di  unità  intere,  o fratte;  quindi  non  ha  ragione.,  o 
rapporto  coll’unità. 

CÀPd  SWC6N&A 

EQUAZIONI  DI  SECONDO  GRADO. 

Possiamo  ora  risolvere  l’cquazioni,  nelle  quali  l’in- 
cognita è elevata  alla  seconda  potenza  : questo  equazioni 
si  dicono  equazioni  di  secondo  grado. 

53.  Già  sono  occorse  queste  equazioni  f una  è x1~ah, 

(A.  G.  §.  156.),  l’altra  (A.G..§182.)  -- — — =»  — * , 

ove  n è l’incognita.  Quindi  l’equazione  di  secondo  grado  si 
può  presentare  sotto  due  aspetti,  l’uno  è quando  vi  è l’in- 
cognita elevata  solo  alla  seconda  potenza,  come  in  .rJ— oA; 
l’altro  quando  oltre  l'incognita  alla  seconda  potenza  contiene 
un  termine  colla  semplice  incognita,  e tale  è l’equazione 
antecedente,  nella  quale  oltre  il  termine,  che  contiene  n% 
vi  è quello  , che  ha  n.  L "equazione  della  prima  forma  si 
dice  equazione  pura  di  secondo  grado',  l'altra  si  dice  equa- 
zione alfclla  di  secondo  grado.  Taluui  chiamano  la  prima 
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equazione , equazione  incompleta  di  secondo  grado,  l’altra, 
equazione  di  secondo  grado  completa. 

54.  Dopo  ciò  l’equazioni  da  noi  già  risolute  nell’arit- 
metica generale,  nelle  quali  l’incognita  non  ha  esponente 
si  chiamano  equazioni  di  primo  grado. 

55.  La  forma  generale  delle  equazioni  pure  è Ax’=B, 
che  si  suol  scrivere  anche  kx 1 — B=0;  e la  forma  delle 
equazioni  affette  è Ax*  ■+•  Bx  = C , o Axa-t-Bx — C<=0. 
In  ambedue  queste  forme  la  x»  si  suppone  scevra  del  coef- 
ficiente, perché  tutta  l’equazione  si  può  dividere  per  que- 
sto, se  lo  abbia  : quindi  le  due  forme  generali  sono 

x*  -+-  b ==  0 , x*  -f-  òx  -l—  c e=a  0. 

56.  Dalla  prima  si  ha  subito  x*=  — b,  ed  estraendo  la 
radice  seconda  da  ambedue  i membri,  c ricordandoci  del 
doppio  segno  della  radice,  sarà  x = db  [/~ — b.  Se  b sarà 
negativa  le  due  radici  saranno  reali,  se  sarà  positiva  , sa- 
ranno immaginarie. 

57.  Andiamo  a risolvere  l’equazione  x*  •+-  bx-+-  c~ 0, 
o 1’  altra  xa  -+-  òr  — c.  Se  il  binomio  x*  •+■  bx  fosse 
un  quadrato  perfetto  si  estrarrebbe  la  radice,  e perdendo 
la  x l’esponente  2,  l’equazione  di  secondo  grado  si  ridur- 
rebbe ad  una  equazione  di  primo  grado.  Ma  il  binomio 
x * -+-  bx  non  può  essere  un  quadrato  nè  d’un  monomio, 
nè  d’un  binomio:  non  di  un  monomio,  perchè  questo  ele- 
valo alla  seconda  potenza  dà  un  monomio  ; non  d’un  bi- 
nomio , perchè  il  quadrato  d’un  binomio  dà  tre  termini 
(§.  33.),  cioè  il  quadrato  del  primo  termine  del  binomio; 
più  il  doppio  prodotto  dei  primo  termine  nel  secondo,  o il 
doppio  del  secondo  moltiplicato  nel  primo;  più  il  quadralo 
del  secondo.  Ora  nel  nostro  binomio  xa  -+-  bx  la  x*  si  può 
considerare  come  il  quadralo  del  primo  termine  x d1  un 
binomio,  l’altra  quantità  bx  sarà  il  doppio  del  secondo 
termine  nel  primo  x,  se  b sia  il  doppio  del  secondo  ler- 
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mine  , ovvero  questo  secondo  termine  sia  la  metà  di  b : 
manca  dunque  per  completare  il  quadrato,  che  ad  x%-\-bx 
ai  aggiunga  il  quadrato  del  secondo  termine  del  binomio 


della  radice,  o il  quadrato  di  — . Si  faccia  questo  qua- 

Ji 


drato,  ed  il  risultato  — si  aggiunga  ad  ambedue  i mem- 
bri dell’equazione  x*-t-Ax=>c,  onde  l’uguaglianza  sus- 
sista, avremo  con  ciò 


x*  -4-  ox  -h  — = e ■+■  — . 

4 4 


Si  estragga  ora  la  radice  seconda  da  ambedue  i membri. 
Quella  del  primo  si  otterrà  subito  sapendosi,  che  x1  è il 

b* 

quadrato  della  prima  radice,  e — il  quadrato  della  se- 
conda : dunque  la  radice  del  primo  membro  sarà  x4-  ^ . 

Dal  secondo  non  si  può  estrarre  : indicando  dunque  col 
segno  la  radice  del  secondo  membro  sarà 


L 

2 


-J/Vt)* 


jf>  kj li 

e finalmente 


x = 

l'jjl  (>  i 


, A- 

ini  tu  t ib  <,  li.  |-tb  <>tij 

— b ± l/'(\c-^bi) 

¥ ' ’ iti' 


t r,t  i ì.  itti  jtv»  (tmi'tij 


58.  1 due  valori  dell’incognita  nelle  equazioni  di  secon- 
do grado  si  chiamano  le  radici  dell’cquazioni. 

59.  Se  il  secondo  termine  bx  fosse  negativo,  conside- 
randosi negativa  la  b,  poiché  b è il  doppio  della  seconda 
radice,  questa  sarebbe  negativa,  e perciò  nell’  estrazione 


della  radice  dal  primo  membro,  si  porrebbe 


-A 

2 
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Quindi  cstracndosi  la  radice  dal  primo,  ed  ultimo 
termine  del  primo  membro  dell’equazione  di  secondo  gra- 
do, pel  segno  da  darsi  alla  seconda  radice  si  baderà  al  se- 
gno del  secondo  termine.  Si  vede  chiaro,  che  a nulla  mon- 
ta, che  in  bx  negativo  si  supponga  o la  è,  o la  x nega- 
tiva, perchè  avendosi  nella  prima  ipotesi 


4 U rf.  — ‘ 

2 ’ 2 


2 

nella  seconda  si  avrebbe 
— b — 


che  è l’istesso  risultamcnlo  antecedente. 

(ìO.  Così  ancora  abbiamo  dato  il  doppio  segno  alla  ra- 
dice seconda  del  secondo  membro,  c non  a quella  del  pri- 
mo, perchè  se  ciò  si  facesse  si  avrebbe 


^(Ac+b') 


Ora  per  fare  tutte  lo  combinazioni  possibili  di  se- 
gni, si  prenda  il  positivo  del  primo  membro,  ed  il  posi- 
tivo del  secondo;  il  positivo  del  primo,  ed  il  negativo  del 
secondo;  e poi  si  combini  il  negativo  del  primo  membro 
prima  col  positivo  , c poi  col  negativo  del  secondo  , ed 
avremo 


(1) 


(4r-H^) 
2 ’ 


(2)  x-f~— , 


(3) 


-*1)  ,,,  b i/~(4 c-M») 

■1  * ' ' J 2 2 
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Ora  si  vede,  che  mutando  i segni  all’equazione  (4)  diventa 
la  (1),  e facendo  lo  stesso  alla  (3)  diventa  la  (2),  e dalle 
(1),  e (2)  si  hanno  le  soluzioni 

— b -±i  t/74c  b*) 

X= 2 

come  nel  (§.  57.). 

61.  Ecco  dunque  il  metodo  per  risolvere  una  equazione 
qualunque  di  secondo  grado.  Avendola  ridotta  alla  forma 
x*  .4-  bx  = c,  si  prenda  la  metà  del  coefficiente  di  x,  ed  ele- 
vata al  quadrato , « aggiunga  al  primo } ed  al  secondo  mem- 
bro : poi  si  estragga  la  radice  da  ambedue  i membri.  Se  f e- 
quazione  è tutta  data  in  lettere , la  radice  del  secondo  mem- 
bro sJ indica  col  porlo  sotto  il  vincolo  radicale;  se  poi  V equa- 
zione è data  in  numeri,  dal  secondo  membro  la  radiee  si  estrae 
esattamente , o per  approssimazione , ricordandoci  in  ambedue 
i casi  di  dare  alla  radice  il  doppio  segno.  Dal  primo  mem- 
bro poi  si  estrae  la  radice , estraendola  dal  primo,  e dalf  ultimo 
termine j e dando  a questa  seconda  radice  il  segno  del  secondo 
termine  dell" equazione  proposta.  Avendo  così  ridotta  V equazione 
al  primo  grado,  subito  si  isolerà  f incognita. 

62.  Senza  fare  tutta  questa  operazione  si  può  stabilire, 
che  l’incognita  in  una  equazione  di  secondo  grado  è uguale 
a meno  la  metà  del  coefficiente  del  secondo  termine,  più,  e meno 
la  radice  del  secondo  membro  aumentato  del  quadrato  della 
metà  del  coefficiente  nel  secondo  termine  della  proposta. 

63.  L’equazione  di  secondo  grado  può  dare  per  l’ inco- 
gnita due  valori,  uno  , e nessuno.  In  genere  ne  da  due 
pel  doppio  segno  della  radice  : ne  darà  uno  se  4c  ■+■  b 3 
sia  zero  , perchè  allora  sparisce  la  radice  ; non  ne  darà 
nessuno  se  4c  -t-  b * sia  negativo,  perché  in  tal  caso  la  ra- 
dice è immaginaria. 

64.  Quando  le  soluzioni  dell’equazioni  di  secondo  grado 
sono  immaginarie  il  problema  è assurdo. 
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Per  mostrarlo  sia  il  problema.  Spezzare  la  quantità 
a in  due  parti  tali,  che  il  loro  prodotto  sia  h. 

Se  una  parte  sia  x , l’altra  sarà  a — x,  ed  il  prodotto 
ax  — x2  : dunque  «x  — x2—b,  e mutando  i segni  avremo 

x2  — ax  = — b. 

La  soluzione  sarà 


a2  a* 

Qui  se  b > — la  quantità  — b «+•  — sarà  negativa,  e 
4 4 

quindi  i due  valori  di  x immaginar]'.  Ma  in  tal  caso  il 
problema  ò assurdo.  Per  mostrarlo  sia  una  delle  due  parti 

di  a espressa  da  -+-  d , 1’  altra  sarà  d,  onde  la 

somma  sia  a.  Moltiplicando  queste  due  parti  sarà  il  prò- 

q a 

dolio di.  Essendo  d * assolutamente  posilivo , finche 

4 

a 2 

esiste  d , da  — si  toglie  qualche  cosa,  dunque  per  avere 

il  più  grande  prodotto  dovrà  farsi  d=  0,  c questo  massimo 
c i * 

prodotto  sarà  —,  che  sorgerà  dal  prodotto  delle  due  parti 


: dunque  al  più  il  prodotto  b delle  due  parti  sa- 


rà — ; il  supporre 
4 


j — 


supporre  l’assurdo. 


e questa  supposizione  appunto  dà  le  radici  immaginarie. 

Dimostriamo  generalmente  alcune  proprietà  delle  e- 
quazioni  di  secondo  grado. 

65.  L’equazione  di  secondo  grado  ha  due  radici. 

Sia  a una  di  queste  radici  dell’equazione  xa-t-ix-+-c=0, 
quindi  la  soddisferà,  ed  avremo  a2  -t-  ba  -h  c = 0.  Sot- 
traendo questa  dairantecedenle  sarà  x2 — a2-i-bx— ba=0t 
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ed  (x  — a)  ( x -f-  o)  *+*  i(x  — a)  = 0 5 

(x  — «)(i:  + a + i)  = 0. 

Ora  questa  equazione  è soddisfatta,  cioè  dà  zero,  tanto  po- 
nendo x — a =>  0 , che  1 + a + J = 0;  ossia  ponendo 
x = a , ovvero  x — a — b : la  prima  uguaglianza  ci 
dà  il  valore  supposto  di  xt  l’altra  ci  dà  quello,  che  si  vo- 
leva dimostrare. 

66.  La  somma  delle  due  radici  dà  il  coefficiente  del  se- 
condo termine  col  segno  cambiato , ed  il  prodotto  delle  radici 
dà  V ultimo  termine. 

Infatti  sommando  i due  valori  a, — a — b abbiamo 
subito  — b.  Se  poi  si  moltiplichino  danno  — a*  — ab:  ma 
appunto  dall’equazione  (§.65.)  a3  •+■  ba  ■+■  c = 0 abbiamo 

c = — - o*  — ab. 

Dall'equazione  trovata  (§.65.)  (x — a){x-t-a-+-b)=0  si  ricava, 
che  Vequazione  di  secondo  grado  sorge  dal  prodotto  di  due 
fattori,  che  hanno  per  primi  termini  V incognita,  e per  secondi 
le  due  radici  coi  segni  cambiati. 

67.  Da  ciò  viene,  che  ogni  equazione  di  secondo  gra- 
do è divisibile  esattamente  per  l’incognita  diminuita  di  una  delle 
sue  radici. 

Questa  verità  si  può  dimostrare,  ed  anche  il  suo  inver- 
so. Sia  a una  radice,  e si  divida  l’equazione  x3-t-6x-t-c=0 
finché  si  può  per  x — a;  si  troverà  il  quoto  x •+•  a -+■  b , 
ed  il  residuo  oM-èo-t-c.  Ora  se  a è una  radice,  a3-t-ia-t-c 
è zero , dunque  la  divisione  sarà  esatta.  Se  poi  x — a 
divide  esattamente  x*  ■+■  bx  -4-  c , dovrà  essere  il  residuo 
a2-i-ba-t-c  uguale  a zero;  dunque  a sarà  una  radice, 
che  è la  proposizione  inversa. 

68.  Quando  a sia  una  radice  diviso  x3  -4-  bx  -+-  a 
per  x ■+•  a abbiamo  il  quoto  esalto  x -+-  a -4-  b,  altro 
fattore  di  x3  4-  ai  4-  c = 0 , che  fatto  eguale  a zero  sod- 
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disfarà  a questa  equazione  : dunque  la  radice  a ne  dimo- 
stra un’altra  proveniente  da  x-j-  o ■+■  b = 0,  che  sarà  per- 
ciò — a — b,  come  sopra  (§.  65.). 

69.  Se  l’ultimo  termine  c dell** equazione  sarà  negatilo,  le  due 
radici  saranno  sempre  reali  l’una  negativa , e l’altra  positiva. 
Infatti  risoluta  l’equazione  .r*  4-  bx  — c = 0 abbiamo 


ove  la  quantità  sotto  il  vincolo  è formata  di  quantità  po- 
sitive. 

In  tal  caso  una  delle  radici  sarà  positiva,  e l’altra 

b* 

negativa.  Infatti  si  stabilisca,  che  la  radice  di  — +cé 

4 

b b 

maggiore  di  — . Superando  questa  radice — , primo 

2 2 

termino  del  secondo  membro  di  x,  il  segno  del  risulta- 

mento  sarà  quello  della  detta  radice  ; questo  è doppio, 

dunque  una  delie  due  radici  x sarà  positiva  , e 1’  altra 

negativa. 

70.  Se  l’ultimo  termine  è positivo,  le  due  radici  possono  es- 
sere immaginarie ; e se  sono  reali,  sono  ambedue  positive  j o 
ambedue  negative,  contrariamente  al  segno  del  secondo  termine. 
Si  abbia  l’equazione  xM-àx-t-c  = 0,  risoluta  ci  dà 


i2  ...  . b* 

Se  — <c  avremo  le  radici  immaginarie  : se  poi  — >c 
4 4 

saranno  ambedue  reali.  Ora  in  questo  caso  la  radice  di 

b2  b 

— c sarà  minore  di  — , quindi  la  radice  sarà  minore 

b 

del  primo  termine  — — del  secondo  membro  ; il  segno 
« 
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dunque  dei  valori  di  x sarà  unico,  e quello  di  — 


sia  sarà  il  segno  contrariamente  preso  del  coefficiente  di  x 
nella  proposta:  dunque  nel  nostro  caso  le  due  radici  saranno 
positive,  se  questo  coefficiente  sarà  negativo,  e negative, 
se  sarà  positivo. 


U* 

71.  Se  nel  nostro  caso  sia  — c=0,  le  due  radici  si 

4 


ridurranno  ad  una;  ed  a ragione,  perchè  nel  nostro  caso 
essendo  c = — , l’equazione  x*  bx  «+•  c = 0 diventa 


xi  4-  bx  -f- 


i* 

7 


0.  Il  primo  membro  è un  quadrato  per- 


fetto^ si  rappresenta  da  -j- A- ^ , dunquc^x-+~-^  =0, 

ed  estraendo  la  radice,  x •+-  — =0,  dove  si  vede,  che 

2 


in  fondo  V equazione  è di  primo  grado , e perciò  è ra- 
gionevole, che  sorga  per  x un  solo  valore. 

Le  proposizioni  dei  ($$.  69.  70.)  si  possono  dimo- 
strare senza  risolvere  {'equazione. 

72.  Sia  in  genere  l’equazione  x*  ± bx  tfc  c = 0,  e 
siano  le  due  sue  radici  ro,  ed  «,  sarà  (§.  66.) 


m -+-  n = qp  6 , mn  ^ ± e. 


Se  c sia  negativa  dovrà  essere  mn  = — e , dunque  una 
delle  due  radici  sarà  positiva,  e l’altra  negativa;  l’ugua- 
glianza poi  m -+-  n = b ci  dice,  che  il  segno  della  più 
grande  dovrà  essere  contrario  al  segno  del  secondo  ter- 
mine della  proposta.  Se  poi  sia  c positivo,  onde  sia  mn=c , 
le  due  radici  debbono  avere  lo  stesso  segno,  e l’equazione 
ci  dice,  che  saranno  positive  se  b sarà  ne- 
gativo, e negative  se  b sarà  positivo,  come  si  disse  (§•  70.). 
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Facendo  il  quadrato  di  m -+•  n = zjz  b,  e sottracn- 
dovi  il  quadruplo  di  firn  = db  c sarà 

m1 — 2 mn  -+-  n1  =•  b2  4c  , ed  m — • n = =p  4c). 

Da  questa  si  vede,  che  le  due  radici  possono  essere  im- 
maginarie nel  caso  di  c positivo,  perché  in  questo,  sotto 
il  segno  radicale  nel  qp4c  si  deve  prendere  il  negativo. 

73.  Sommando  l'antecedente  equazione  colle 
e sottraendo  l’una  dall’altra  si  troverà 


m 


=p  b +if(b*+ic) 


ed 


=izb-lS(6'+4c) 


e rappresentando  x le  duo  radici  si  ha 

z^z  b rtj /'(b*  rple) 


altra  dimostrazione  della  soluzione  dell'equazione  di  secondo 
grado. 

74.  Per  vedere  in  un  esempio  come  anche  l’Algebra  ad 
esprimere  1’  assurdità  di  un  problema , o di  un  ipotesi 
fatta  in  una  equazione  di  secondo  grado,  oltre  la  radice 

immaginaria,  ha  eziandio  l'espressione  ossia  una  quan- 
tità divisa  per  zero,  sia  l’equazione  generica  di  secondo 
grado  ax*  -t-  bx  -+-  c = 0.  Risoluta  ci  dà 

. i 

— b rfc  |/’(61  — 4ac) 

X 1=3  2a  ” ‘ 

Si  supponga  ora  a — 0 sarà 


dalla  quale 


? 
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Per  giudicare,  se  veramente  la  prima  espressione  sia  in- 
determinata, poiché  alle  volte  può  non  essere  (A.  G.  108.), 
si  estragga  per  approssimazione  la  radice  da  b2 — 4accol 
metodo  dato  (§.  37,  38.)  Ecco  il  prospetto  dell’operazione 


b2 — 4ac 
— b2 

— 4ac 

4 a2c2 

— 4ac  •+•  — — 
b2 


4o’c* 

b2~ 

— 4 a,2c2  -f*  8aJcJ  4a<c4 

8 a3c3  4 a'*d 


2 ac 
b~ 


2 a2c2 

~6~ 


2 a2c2 

~br 


2a’c* 

~b*~ 


b 4 


Prendiamo  per  la  radice  prossima  di  b2  — 4ac  il  risulta- 

2oc  2aJc* 

mento  superiore  b — , e sostituiamolo  in 


b 

b -+-  i f(b2  — 4 ac) . 


b 3 


2a 


invece  del  radicale  \f[ b2-Aac ), 


c ac2 

sarà  x ec. , ove  facendo  a =0  abbiamo 

6 b3 


x j-  . Se  si  osserva  la  nostra  sostituzione  al  ra- 

dicale,  si  vedrà,  che  ha  prodotto,  che  dal  numeratore,  e 
denominatore  della  frazione  di  x andasse  via  la  a,  con  che 
non  trovandosi  più  questa  nei  due  termini  della  frazione, 

quando  si  è fatto  a = 0 si  è evitata  P espressione 

onde  , come  nel  (Aritmetica  Generale  §.  1 08.)  , prima  di 

giudicare  se  veramente  il  simbolo  x = — fosse  simbo- 

0 

lo  d’  indeterminazione , abbiamo  indagato,  se  questo  ve- 
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Diva  da  un  fattore  a comune  ai  dne  termini  della  fra- 
zione valore  di  x ; e col  nostro  metodo  di  estrarre  la 
radice  da  b 1 — 4 ac  abbiamo  veduto,  che  ciò  era  appunto: 
dunque  i risultamene  della  nostra  ipotesi  di  a = 0 sono 

£ 2b  . u 

x = -,  x =. — . Ora  in  questa  ipotesi  l’equazio- 

b 0 

ne  ax 1 -+-  bx  ■+•  c =»  0 diventa  bx  *+•  c = 0 , dalla  quale 
(* 

x = — , dunque  la  prima  espressione  di  x è il  suo 

b 

valore.  L'altra  esprime  assurdità,  cd  è,  ebe  nell’ipotesi  di 
x = 0,  l’equazione  essendo  di  primo  grado  bx  -f-  c =0, 

£ 

possa  dare  un’altro  valore,  oltre  x e=* — . 

0 

Supponiamo  ora  at=0,  ed  anche  b = 0;  ammetten- 
do questa  ipotesi  in 

— b -4ac) 

X SZ2  — ■ — ) 

2 a ’ 


sarà  in  ambedne  i valori  x =»  — . Ora  in  luogo  di 
[/'(b*  — 4oc)  si  ponga 


t 2ac  2a,c* 

À P~CC' 


c sarà 


• * c ac* 

_i=tS=PT=P4J-CC. 


ove  fatto  i = 0 in  ambedue  i valori  abbiamo  una  quan- 
tità divisa  per  zero,  dunque  ambedue  i valori  sono  segni 
d’assurdità.  Ora  nella  nostra  ipotesi  di  «=  0,  6=> 0,  e l’equa- 
zione è c=0;  si  pretenderebbe  dunque  di  soddisfare  a que- 
sta equazione  con  valori  di  x , la  quale  nell'equazione  non 
si  trova,  lo  che  è assurdo. 
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75.  Sapendosi  risolvere  l’equazioni  di  secondo  grado  si 
possono  risolvere  l’equazioni  cosi  dette  derivative  di  accon- 
cio grado.  La  forma  di  queste  equazioni  è la  seguente. 

xM  aaf1  =■=  c . 

Quindi  nell’ equazioni  derivative  di  secondo  grado  l'inco- 
gnita è in  due  termini  come  nelVequa-ioni  di  secondo  grado , 
e t esponente  in  un  termine  è doppio  di  quello  in  un  altro. 

Nell’equazione  data  invece  di  si  ponga  y,  sarà 


y*  -bay  — c , 


— g-Jrl/Ya*  -4-4c) 
ed  y ■=*- 


• « . la7  -bac\ 

ossia,  ponendo  x"  invece  di  y , x“  = : ) . 

2 

Si  vede,  che  per  trovare  la  x da  xn  si  deve  estrarre  la 
radice  «”a  da  ambedue  i membri  ; quindi 


=*=1 />»-+- 4e) 
2 


)• 


Se  in  questa  espressione  si  dessero  i valori  numerici  ad 
o,  e c,  estratta  la  radice  seconda  dal  valore  di  a 1 -4-  4c, 
e questa  aggiunta,  e tolta  alla  — n,  non  si  saprebbe  estrarre 
la  radice  nma  dai  risultamene,  quando  la  n sia  un  valore 
maggiore  di  due. 

76.  Se  n = 2,  nel  qual  caso  la  nostra  equazione 
a4  -+-  ax*  <=  c si  dice  equazione  derivativa  di  quarto  grado 

— 4c) 

si  deve  estrarre  la  radice  da  • , o da  un 


binomio  della  forma  A =±r  [/rB  in  parte  razionale,  ed  in 
parte  irrazionale.  Tentiamo  se  questa  radice  di  A d:  j/B 
si  possa  avere  in  due  termini,  che  siano  uno , o almeno 
ambedue  irrazionali  semplici  di  secondo  grado.  Si  ponga 


l/'fA  d=i/B)  = d= 
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Elevando  al  quadrato  ambedue  i membri  avremo 

A dfc  l/*B  «=»  p •+•  q ±z  2[/~ pq. 

Ora  deve  essere  la  parte  razionale  A del  primo  membro 
uguale  alla  parte  razionale  p-hq  del  secondo,  c l’irra- 
zionale i/~B  uguale  all’irrazionale  2[/~pq,  poiché,  se  ciò  non 
fosse  ottenendosi  dalla  uguaglianza  antecedente 

A — p — q = ztz  2\f pq  tp  ^B. 

una  quantità  razionale  sarebbe  uguale  ad  una  irraziona- 
le. Abbiamo  dunque 

p •+•  ? = A,  2\f pq  =»  [/Ti. 

Facendo  il  quadrato  della  prima  uguaglianza,  e dai  risul- 
tamento  sottraendo  il  quadrato  della  seconda  sarà 

p1  — 2pq  -f-  q*  *=  AJ  — B , e p — q — l/’fA*  — B). 

Aggiungendo , c poi  togliendo  questa  uguaglianza  alla 
p+ja  A avremo 


A-H^(A»  — B)  A — ^(A*  — B) 


dunque 

j/(- =££=*) 

da  questo  risultamento  si  vede,  che  l/'jAdrl/'B)  potrà  dar- 
si in  un  binomio  ifpzìz^q  di  due  radicali  semplici  se 
A e B sono  tali,  che  A1  — B sia  un  quadrato.  Se  poi  oltre 
questa  condizione  una  delle  due  quantità 

A -+-  i/"(AJ— B)  , A — iA(A*  — B) 
sia  un  quadrato  allora  /(A±  t/’B)  si  darà  in  un  bino- 
mio, che  avrà  un  termine  razionale. 
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Sia  1/(94  4-  42j/5)  ovvero  [/(94  4-  1/8820)  sarà 
A = 94,  B = 8820,  ed  Aa  — B=16, 

quindi 

1/(94  4-  421/5)  = (/" (9-i±i)4- 

oupnut» 

f/" (— y-4)  = l^49  ■+■  l^4*  “7  4-  31/5  . 

Sia  anche  ^(28  — 5l/12)  = (/(28  — 1/300), 

Nel  nostro  caso 

A =28,  B=300,  ed  A»— B=784— 300=484,  l/(AJ — B)=22: 
dunque 

Sia  ancora 

f«)M 


j/" ^4e  4“  2a*  4-  2a[/r(bc  4“  o1)^  , 


J.ESl)\| 


qui  è A = bc  4-  2a*  , B = 4a’4c  4-  4a4  ; dunque  , i 
A»  — B = 4*  c*  : quindi 

i \fA  ~ • . (A  j — i/sjiji  4-  4-  v) 

j/" ^4c  4“  2c*  4“  2a[/~ (bc  4~  o1)  ^ = j/(4c  4~  oa)  4~  fl  • 

In  ultimo  sia 

te  — A») 


j/ (ic4-24l/(Ac  — é*))4-  jX — 24l/(4c  — 4>)  ) . 
Abbiamo  A = 4c  , B = 44Jc  — 444  , 


dunque  A*  — B = 4ac*  — 443c  — 441  = 4J(c — 24)*  , 

• ’ » • “T"  | 

A.  C.  11 
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quindi 

{bc  -+■  2fi(/ ( bc  — fi*)  ^ = l/(fic  — è1)  -+*  b 
^fic  — ■ 2fil/(fic  — fi*  ^ = — l/(fie  — fi’)  -H  fi  » 

dunque 

J/^ (bc+2b\f(bc  -fi’))-*-  [/^ (fic— 2fil/'(fie—  fi>)^=>26. 
°$3$S58J° 

ESERCIZI  DEI  RADICALI  DI  SECONDO  GRADO, 

E DELLE  EQUAZIONI  DI  SECONDO  GRADO. 

°Ì88$° 

j/(3a’x  -+-  6ofix  -1-  3fi*x)  «=  (a  ■+■  b)[/~3x 
l/(a3  — 3 or’  •+•  2x3)  = (a  — x)  l/(o  -1-  2x) 

|/'(a3x3  — 3afi*x  — 2fi3)  «=»  (ax  -1-  fi)  l /r(ax  — 2 fi) 

Dimostrate  i seguenti  risultamenti 
(a  -+-  &/afi  -f-  fi)(l/ a — l/fi)  = «l/a  — fil/fi 
(l/®  -+■  l/xy  -t-  l/y)(l/ x — l/xy  H-  l/y)  = j-H/ xy-hy 

r*+^S)(^+  ^)=  |/f  + 2 + Vt 

(a  2fix)*  — a* 

4fi|/(ax  H-  fii  ) £xi)  j/' (ax-f-  fix*) 

(fi -f- 2ex)1  4ac — fi» 

4cl/ (a+fix-t-cx*)  - “Tia^fix+cx^) 
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1 


1 


2j/'(aa  — x») 

a —Vr{a*  — x1)  a-H^(a*  — x1)-  x» 


x -f-  ^{x*  — 1 ) x — ]/  (x*  — 1 ) 

x — l/(xa  — 1)  x -t-  l/(x»—  1 ) 


4x  [/~(x*  — 1). 


Il  quadrato  del  binomio 


V{\— x-fx^+^H-x— x»)  6 2+2l/r(1— xh-2xj—x1). 
La  radice  quadrata  di 

ax*-i-by*  — 2 xy[f  ab  è x\f a — y[fb  , 


! x y \ 5 x 1 y 

di  — ( h —)l/ 2-+-—  è + -5L 

V 2 x2  *y  x/  2 v 1^2  x 


di 


41a 

16 


3(1  -4-  a) 


j/’a-ha*  é 1 l/a+a, 

4 


di  4aJ+Ax — yJ — 2l/‘(4o,6x — ixya)  è^(4aa — y») — J/'Ax, 


di  a,-k-b-\-c-\-2[y ab-+-\/~ac-\-\/r bc)  é j/"a-1-J/’6-+-j/rc  , 
di  a^-b-\-c-\-d-ì-2\/'(ad-\rbd-4rcd)  è 1/ (a-hb-t-c)-hl^d , 
di  a-hb-hc-hd-h2l/' (ac-t-òc-i-ad-hód)  è ( S(a-hb)-hl/'(c-hd), 
di  2a  •+■  2[/'{a*  -x')é/(«  + r)  + l^(a  — j)  , 
di  ax  — 2al/’(ax— . a3)  è [/"{ax  — a3)  — a , 
di  2+2(1  — x)^ (1  +2x — xJ)  è ^(l+2x — x»)+1— x. 
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La  somma,  c differenza  delle  frazioni 


a- 1~  6 l/~  — 1 a — A \Z~ — 1 
a — b ^ — 1 ’ a -+-  A ^ — 1 

sono 

2(a*  — A»)  4 ai  |/"— 1 

a*  -4-  A*  ’ a»  -4-  A> 

Il  prodotto  delle  dae  frazioni 

a-f-Al/" — 1 a — b\Z~ — 1 a*  ■+- A* 

Jr-hyl/  — 1 x — y[/ — 1 x»-+-y* 

Estraete  le  radici  seconde  dalli  seguenti  binomi 
— ■+■  2\f2  «=—  (4  -4-  1/2)  , 

^10=1(2-^10)  , 


provate  le  due  uguaglianze 

«e  -H/(i  — «J)  K(1  — *’)=  y (y  ■+-  |r) 

M0  _ ^(i  — m*)i/(i  — e’)=l  (xy  + ^ ) * 
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Risolvete  liquazioni  di  primo  grado 


x-\-\f{2  ox4-x*)  = a,  x — — , 

4 

1^(4  4-  l/^(x4  — x*))i=x  — 2,  x — ^ , 

8 


lS(o  4-  x)  4-  ^(a  — ai)  2a^ó 

[/■(a  + o:)-*^ — x)  ’ X = * 

K (V  + J)-^ (V  -i)“  x“  • 

7?+77=K(T+K(s-t-^)')’  x“4a  ■ 


VV*+ 3.-)-K(^-3.')  - ^ l/x,  * = ^==4 

•<  . ' I/o  4(6  — a) 

-€S5SS*>- 

EQUAZIOHI  INCOMPLETE  DI  SECONDO  GRADO. 

48aa«-o  . ; , 

x\f(e  x»)  = i x»  ; * = -1  ; X==“~~T  ’ 

* « 

V (x— a)  = l/"(x  4-  |/“ (**  4-  x*)  ) ; x = 4=  |/'(a» — b a)  , 


9a3&* 


1 1 . a 1 

a— — x*)  a4-Kla’“**)=^  x*  ’ * 2 °^3’ 
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\f{ a 2 -j-  x3)  -+■  x b a{b  — c) 

\f(a2-JrX2) — x c ’ 2[/~bc  ’ 

a -V-  x -+-  \/r(2ax  -+*  x2)  ^ a\/~{b  -±z  I)1 

a x — \/r{2ax -t- x2)  2 \fj> 

gj-t-  1 -f-  i/'tgW  — 1)__  _1_  ^ . x a 2 

ax  -+-  1 — /(b’jcs  — 1)  2 ’ èj/ (4 a — b2)' 

[X ((£-t-c)*-t-  x3)h-  ((i-c)>+j!J|=  2a  ; 

r = (a*  — b2){a2  — c2) 

a 

nrj» 

EQUAZIONI  DI  SECONDO  GRADO  COMPLETE. 

«Ì35R* 


• Ax  20  — 4x  5 

=15,  x =»  4 , e — ; 

5 — x x j 


x3  — 8 

x»-+-5 


2 , ai  = 2,6^5 


x x-M  13 

— — 4" s=»  — , x =»  4 ) e “ a , 

x-+-  1x6 


41 


lS(2x  -+-  3)(3x  -j-7)«=12,xs=3,  c — — ; 

„ 2 „ " 1 
2^  X + ■ — • 5 , X ! — 4 4 ) c , 

J/  x 4 

X — 4 ==  (1/x  4-  2)(x  — 8) , x e=  9,  e 4 ; 
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3^/"{1 1 2 — 8x)  = 1 9 ■+■  |/"(3x  •+■  7),  ica6,  e 11 


167 
523 
625  ’ 


^(xH-l/Xx4-+22xM-32x))=x+-2,  x==t^2,  e 
(94-5l/r3)x*— -(l54-7l/'3)x4-6=0,  x=2 — 1/"3,  e 3 — 1^3; 

I 

x*  — {a  H-  b)x  4-  aA  = 0 , x = a , c A ; 

\fab 


ar1  — 2al/^A.x  = Ax*  — aA  , x *=» 


a=?Yb 
2 b 


(a — i)x* — (a4-A)x-+2i=0  , x— 1 , e x = - ; 

a — o 


(a*  — A’)x  — - (a  4-  A)’(j/ a — l/’i)  «=  (a^A  — A|/‘a)x1, 

a-t-A  a+A 

e ITT  ’ 

osx*  4-  (1  4-  b)a[/"b  4-  a’Ax*  =3  (a^ j/"  A4“(®4“A)(  1 4~A ) )x, 

fll/"A  1-|"ó 
a-t-6  * a* 


3 

H-  [/((2*  4~  7)  (4^/" x — 7)^  =>  2j/" x,  x=9,  e 64  j 

J+4+  (j^ZTi) 1=3  ’ * “=  — 5,  e d=4|/^2  ; 

* • • * ' . 

2[/"  x •+-  ^4x  -+  l/"(7x  4-  2)  ^ = 1 , x=1,  ed  ^ ; 


5(3x  — 1) 

1 *+  5^x"* 


2 

l/\r 


3|/"x  ; . x i 


?e4i 


l/"(«4-x)  4-l/‘(a— x) 


12a 


5^(a4-x)  * 


3a 
5 5 
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l/"(3-H/>)  -4-  1^(4— j-)=1/'(7-+-2^x);  x 


49=fc^97 
' 8 


y 


(atm  zt:  1 v 2 
a>m  _■■-)  ; 

**  -f-  — -H  * 4 — — ==  4 ; X *=»  1 , -i-  (3  =fc  J/5)  ; 

JE  ^ 


x*  — Iri/' x -4-  2r — \f x=6;  x=1,  4,  e — ( — 5r±r^/" -1 1); 

. Z 


x*(x-4-4)-t-2jf(x-t-4)=2 — (x-f-4),  x= — 2,  c — 2r±r^3  j 


l/Q  ~ x) 

i + ^MDiV(i  — *)  ’ 


^(1  -Kr) 


0,  c±  — 1/"3; 


x*  — 2x  •+■  biffi*  — 2x-t-5)=1 1;  x=1,  e 1 d=  2^15; 

x — 18  . i8),  ./-j  

j/x— j/18^  l/"x  ^ l/"(x— 18)’  1/7  ’ 

: : - 3 

2x’ — 2i4-2j/(2x1  — 7x  •+•  6)  = 5x  — 6;  x<=  2, - 


ed  ~ (7  =fc  ^33)  ; 


4a(l  — a’) 

ox=(/‘(1-t-x)— 1)  (l/(1— x)-h1);  x=0,  o ^ ; 

x’(x — 2)’»+-5x*(x— >2)=2(x— 2)j  x=2,  1 , e — l/"3  1 ; 

2 ■ ’ •' 

(x  _ 4)1  2 (x  — 4)  « 1 ; Xca2,  e 2±  j/3  ; 

OC 

h ...  • 

x»(x*— 18)==4(x  — 12)  ; x = ±4,  e ±2; 


„ . . x-f-^x*— y») 

Risolvete  l’cquaiioni  77— — 

^ x— l/(x*— ya) 


17  x—  i/(x>—  y») 

T x-t-i/(x*— y») 
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x(x4-y)  = 52  — l^(x’4-xy4-4)  ; x «=  ±z  5 , y =fc  4. 
Risolvete  5y  -H  4"  K(z*  — *5y  — 14)  ==  — 36 

5 o 


I /"  /x3  xa \ y 19  19 


jc*  2x 
8y^3 

Risolvete  le  due  equazioni 


x — y -hi/ (- — ~)  — x*-hy*=  34;  x=5,  y=3 ; 

v \x-hy/  x-hy 

queste  due  altre 

(x  -1-  y)  (*y  4-  1)  = 1 8xy  , 

(xM-y*)(x>yM-1)  = 208xJy*  ; x=2r±:i/r3,  y=7r±r4^3  ; 
queste  due 

oxy  <=  x»  — • 4y*  , x2y*  = X*  4-  by*  ; 

^(o  [/'{a*  4-  44)  4-  |/^a2  4-  44)3^ 


Risolvendo  le  tre  equazioni 

x(y  4-  z)  =>  a , y(x  4-  *)  = 4 , *|i  + y)=c 


si  ha 


-+-  | /(a  — c 4-  4)  (a  — 4 4-  c) 
r 2(c  — a 4-  4) 


[ (4  — c 4~  o)  (4  — a 4-  c) 

2(4  — - c 4“  «) 


2(a  — 4 4-  c) 

(c  — a 4*  4)  (c  — 4 4-  a) 
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Risolvendo  le  tre 


xyx  = a*{x  ■+■  y),  xyx  = A*(y  -4-  2),  xy*  = c3(z  -t-  2) 
si  ha 

«=±«*«1/ *<”*  i-lv-'M  , 

r a’e1  — AlcJ)(A3cM-aJcJ— aaAa) 


, 1/  2(A’c3  -4-  a*r*  — a 

y— rt  aAc  1/  - — , 

' (a3 A*  -4-  aJca  — A*cJ)(a*AM-A*c* — a’c1) 


2(A>c3  -+-  a» c2  — a3A3) 
ha’c1  — A‘c,)(aJA»-+-A* 

2=d=aAcL/ 2(a,A*  <+•  a2c2  6*e*) 


(a1A,-+-A*c>  — a’c^A’c’-t-e’c1 — a2 A»)  * 


delle  tre 

x(x+y-i-z)  = a*,  y(z+y+;)=  A*  , x(aH-y-f-x)  — c1 

si  ha 

rha*  dzzb2  -*-<•» 

delle  quattro 

xy  =*  a , ys  = A , i#=c,  xyxu  = rf 
abbiamo 


x=± 


» y=t 


ojaggsgj» 


PROBLEMI  DI  SECONDO  GRADO. 

°ì3msi° 


A parte  da  Londra  verso  Jork ; ed  allo  stesso  istante  parte 
tì  da  Jork  verso  Londra.  Essi  s’incontrano  per  istrada , ed 
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A trova  che  ha  percorso  30  miglia  più  di  B.  Ora  dal  punto 
d’incontro  dice  A di  arrivare  a Jork  in  4 giorni,  e B dice 
di  arrivare  a Londra  in  9 giorni,  e ciò  viaggiando  allo  istesso 
modo  che  hanno  viaggiato  fino  all’  incontrar  si.  Qual’ è la  di- 
stanza delle  due  dette  città  ? 

Risposta.  Miglia  150. 

A,  e B partono  allo  stesso  tempo  l’uno  da  Roma,  e l’al- 
tro da  Fuligno.  S’incontrano  per  istrada,  ed  A trova  di  aver 


fatto  20  miglia  più  di  B , e che  in  giorni  6 — ha  percor- 


so tanta  strada,  quanta  ne  percorse  B in  tutto.  Ora  B con- 
tinuando il  viaggio  collo  stesso  metodo  arriva  a Roma  in 
15  giorni.  Si  domanda  la  distanza  delle  due  città. 

Risposta.  Miglia  100. 

Un  mercante  compra  un  certo  numero  di  cavalli  per  1200 
monete.  Se  ne  ritenne  1 5,  e vende  gli  altri  per  1 080  lire,  e 
guadagna  2 monete  per  ciascuno.  Quanti  cavalli  comprò ? 

Risposta.  Cavalli  75. 

Due  mercanti  vendono  ciascuno  delle  canne  di  panno.  Il 
secondo  vende  tre  canne  più  del  primo , e ricavano  insieme  35 
scudi.  Ora  il  primo  dice  al  secondo  : dal  vostro  panno  avrei 
ricavato  24  scudi.  Il  secondo  poi  dice  al  primo,  ed  io  dal  vo- 
stro avrei  ricavato  1 2 J . Quante  canne  ha  venduto  ciascuno? 

Risposta.  Se  il  primo  ne  ha  vendute  15,  il  secondo  ne 
ha  vendute  18,  e se  il  primo  5,  il  secondo  8. 

Un  negoziante  dà  una  cambiale  di  scudi  6240  pagabile 
in  8 mesi,  ed  un'altra  cambiale  di  scudi  7 632  pagabile  in  9 
mesi.  Ritira  queste  due  cambiali,  ed  in  loro  vece  ne  dà  una 
di  scudi  14256  pagabile  in  un  anno.  Si  domanda  f interesse 
annuo  del  100. 

Risposta.  Scudi  10.33  per  cento  all’anno. 

Un  tale  avendo  1 3000  scudi  li  divide  in  due  parti , che 
pone  a frutto  in  guisa  che  ritira  lo  stesso  per  ambedue.  Ora 
se  facesse  fruttare  la  prima  parte,  come  la  seconda,  ritirerebbe 
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360  scudi  d’interesse;  e se  facesse  fruttare  la  seconda  parie 
allo  stesso  saggio  d’interesse  annuo  della  prima  ricaverebbe  scu- 
di 490.  Si  domandano  i due  interessi  annui  del  100. 

Risposta.  Scudi  7,  e 6. 

Dividere  due  numeri  a,  b l’uno , e l’altro  in  due  parti  talij 
che  U prodotto  duna  parte  di  a per  una  parte  di  b sia  uguale 
a p ; e che  il  prodotto  delle  due  altre  parti  di  a,  e di  b sia 
uguale  a p. 

Risolvere,  e discutere  il  problema. 

Trovare  un  numero  tale,  che  il  suo  quadralo  sia  al  pro- 
dotto delle  differenze  fra  questo  numero , « li  due  a,  e b nel 
rapporto  di  p : q. 

Risolvere,  e discutere  bene  il  problema. 

Un  tale  compra  un  certo  numero  di  canne  di  panno  per 
240  scudi.  Se  colla  stessa  somma  avesse  avuto  3 canne  di 
meno , ciascuna  canna  gli  sarebbe  costata  4 scudi  di  più.  Si 
domanda  il  numero  delle  canne  comprate. 

Risposta.  Le  canoe  sono  o 1 5,  o — « 1 2.  Spiegare  questa 
soluzione  negativa. 

Un  negoziante  sconta  due  cambiali , l’uno  di  8776  scudi 
pagabile  in  9 mesi  ; l’altra  di  7488  pagabile  in  8 mesi.  Egli 
paga  per  la  prima  scudi  1 200  di  più  che  per  la  seconda.  Si 
domanda  il  saggio  dell'interesse  del  100,  con  cui  ha  dovuto 
scontare. 

Risposta.  Il  detto  saggio  é 5.  86.  Cosa  dite  della  so- 
luzione negativa  ? 

Un  tale  compra  u»  cavallo , che  rivende  per  24  luigi.  In 
questa  vendila  perde  tanto  per  1 00  del  prezzo  della  compra , 
che  gli  costa  il  cavallo.  Si  domanda  per  quanto  ha  comprato 
il  cavallo. 

Risposta.  L’ha  pagato  o 60,  o 40  scudi. 

All’estremità  d’uno  linea  di  lunghezza  a ti  sono  due  lumi, 
l’uno  ha  alla  distanza  uno  f intensità  b,  e V altro  alla  stessa 
distanza  ha  l’intensità  c.  Si  domanda  il  punto  della  linea  u- 
gualmente  rischiarato  dai  due  lumi. 
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N.  B.  Fissate,  che  1'  intensità  della  luce  è in  ragione 
inversa  dei  quadrati  delle  distanze. 

Se  si  dice  x la  distanza  fra  il  lume  di  chiarezza  b , 
ed  il  punto  domandato,  e si  dica  p l'illuminazione  a que- 
sto punto  avremo  la  proporzione  b : p = a;*:!*.  Cioè  chia- 
rezza alla  distanza  1 sta  alla  chiarezza  alla  distanza  x , come 
il  quadrato  di  questa  distanza  è al  quadrato  di  1;  dove  si 
vede  il  rovescio  richiesto  dalla  ragione  inversa. 

11  problema  è capace  di  molta  discussione  ajutata  dal 
caso  fisico. 

Si  poteva  far  nso  del  metodo  dato  (A.  G.  §.  167.)  di 
esprimere  la  ragione  inversa.  Nel  nostro  caso  l’intensità  p 
alla  distanza  x è in  ragione  inversa  del  quadrato  di  x ; 
dunque  pt%  = e } ove  c è una  costante.  Per  determinarla, 
il  problema  fissa,  che  alla  distanza  1 l’intensità  è b:  dun- 
que nell’uguaglianza  antecedente  ponendo  x=1  deve  porsi 
p = b , onde  la  delta  uguaglianza  ci  dà  c = b , quindi 

px*  «=  b , e p = — : come  abbiamo  dalla  proporzione 

X* 

superiore. 

Due  sodi  A,  lì  hanno  guadagnato  1 40  lire  nel  loro  traf- 
fico. Il  denaro  di  A fu  in  commercio  tre  mesi,  ed  il  suo  gua- 
dagno fu  di  60  lire  minore  della  sorte.  Il  denaro  poi  di  B, 
che  era  di  50  lire  maggiore  di  A fu  in  commercio  per  5 me- 
si'. Quale  fu  la  sorte  di  A ? 

Risposta.  Fu  scudi  100. 

Due  sodi  Aj  ti  hanno  guadagnalo  in  un  negozio  lire  1 8, 
e soldi  15 .11  denaro  di  A fu  in  traforo  1 2 mesi,  e ricevette 
26  lire  fra  sorte  e guadagno.  B poi  tenne  le  sue  30  lire  in 
commercio  per  1 7 mesi.  Qual  denaro  ha  posto  A in  commer- 
cio ? 

Risposta.  Ha  posto  20  lire. 

Tre  mercanti  A,  B,  C calcolando  i loro  guadagni  tro- 
vano, che  hanno  guadagnato  insieme  scudi  3037;  che  il  gua- 
dagno di  ti  aggiunto  alla  radice  del  guadagno  di  A dà  scudi 
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871;  ma  se  si  aggiungesse  alla  radice  del  guadagno  di  C sa- 
rebbe 877.  Quali  sono  i parziali  guadagni  ? 

Risposta.  Il  primo  ha  guadagnato  900;  il  secondo  841, 
cd  il  terzo  1296. 

Tre  mercanti  A,  B,  C uniscono  i loro  denari.  La  somma 
di  A è minore  di  quella  di  B di  13  scudi.  Le  somme  di  Bj 
e C unite  danno  scudi  1 7 5/  il  loro  guadagno  supera  la  som- 
ma totale  di  scudi  48.,  e la  parte  di  A di  questo  guadagno 
fu  scudi  7 8;  quale  fu  la  sorte  e guadagno  di  ciascuno  ? 

Risposta.  La  sorte  di  A fu  scudi  65. 

Trovate  due  numeri  tali , che  tolti  dalla  somma  dei  loro 
quadrali  diano  78/  e la  loro  somma  aggiunta  al  loro  prodotto 
dia  39. 

Risposta.  Sono  9,  e 3. 

Quali  sono  quei  due  numeri , il  di  cui  prodotto  è 6 j e 
la  loro  somma  aggiunta  alla  somma  dei  loro  quadrali  dà  1 8 i* 

Risposta.  Sono  3,  e 2. 

Si  cercano  due  numeri  tali , che  la  loro  differenza  molti- 
plicata per  la  differenza  de’loro  quadrati  dia  576/  e la  loro 
somma  moltiplicata  per  la  somma  de’loro  quadrati  dia  2336. 

Risposta.  I numeri  sono  11,  e 5. 

Trovale  i valori  di  x,  y,  z,  v nelle  seguenti  equazioni: 


.r  -t-  y = 1 0 , » -(-  z = 20  , xy  -t-  vz  =120, 

(i  + j + t)i)+(y  + B + j)y=!  360. 

Risposta.  it=3,  y = 7 , t>  = 9 , z = 1 1. 

Quali  sono  due  numeri , la  di  cui  somma,  il  di  cui  pro- 
dotto, e differenza  de’quadrati  siano  uguali  fra  loro. 

Risposta.  Sono  LtKL  , l±¥L  . 


Vi  sono  tre  numeri  i di  cui  quadrati  hanno  uguali  dif- 
ferenze, la  loro  somma  è 13j  e /«  somma  de' loro  quadrati 
è 75.  Quali  sono  questi  numeri  ? 

Risposta.  Sono  1,  5,  7. 
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Quali  sono  quei  due  numeri,  la  di  cui  somma  moltiplicata 
pel  più  grande  dia  7 7/  e la  di  cui  differenza  moltiplicata  per 
il  minore  dia  12  ? 

Risposta.  Sono  1 , 4. 

Trovate  due  numeri  talij  che  la  loro  somma  sia  5,  e quella 
delle  loro  quinte  potenze  sia  275. 

Risposta.  Sono  3,  2. 

Fi  sono  tre  numeri , le  di  cui  differenze  sono  uguali,  la 
loro  somma  è 9 , e la  somma  della  quarte  potenze  è 707. 
Trovate  i numeri. 

Risposta.  1,3,5. 

In  una  ricreazione  uomini,  e ragazzi  spesero  insieme  53 
paoli.  Ogni  uomo  spese  tanti  paoli  quanti  erano  uomini  nella 
società ; e ciascun  dei  ragazzi  spese  un  paolo.  Ora  se  i nu- 
meri degli  uomini,  e ragazzi  si  fossero  scambiati , la  spesa  re- 
golata come  innanzi  sarebbe  ascesa  a paoli  23-  Quanti  erano 
gli  uomini,  ed  i ragazzi  ? 

Risposta.  I ragazzi  erano  4. 

Vi  sono  tre  numeri , che  hanno  uguali  differenze.  Se  il 
quadrato  del  più  piccolo  sia  aggiunto  al  prodotto  dei  due  più 
grandi,  la  somma  sarà  576:  ma  se  il  quadrato  del  più  grande 
sia  aggiunto  al  prodotto  degli  altri  due,  la  somma  sarà  792. 
Quali  sono  i numeri  ? 

Risposta.  Uno  dei  numeri  è 18. 

Trovate  due  numeri , la  somma  de* quali  sia  14,  e la  som- 
ma dei  loro  quadrati  moltiplicala  per  la  somma  delle  loro  terze 
potenze  dia  72800. 

Risposta.  I numeri  sono  8,  e 6. 

Un  tale  giuocando  vinse  tanto  quanto  aveva  portato ; in 
un  secondo  giuoco  vinse  5 paoli  di  più  della  radice  di  ciò , 
che  aveva  al  principio  di  questo  secondo  giuoco.  Nel  terzo  vinse 
il  quadrato  di  tutto  ciò  che  aveva , e con  ciò  si  trovò  1 1 2 
paoli , ed  8 bajocchi.  Quanto  aveva  al  principio  ? 

Risposta.  Aveva  18  paoli. 

Trovare  quattro  numeri , la  di  cui  somma  sia  32;  la  som- 
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«a  de  quadrati  340,  la  somma  delle  terse  potenze  sia  4256, 
e che  siano  in  proporzione  geometrica. 

Risposta.  Se  i numeri  sono  x , y , z , tt , troverete 
j + j = 18  , y+  u = 14. 

CAVO  VS&19 

DELLE  POTENZE  MONOM1E,  E De’ RADICALI, 

-msm- 

Avendo  trattato  abbastanza  delle  potenze  seconde,  ora 
trattiamo  delle  potenze  qualunque,  e queste  monomie.  Già 
abitiamo  detto  (§.  6,  7,  8,  9.)  cosa  6 potenza  di  una  quan- 
tità di  un  dato  grado,  e di  qui  è venuto  il  metodo  di  tro- 
varla. Consiste  questo  nel  ripetere  la  quantità  come  fattore 
tante  volte,  quanto  è il  grado  della  potenza,  o nel  molti- 
plicarla in  se  stessa  tante  volte  meno  una  quanto  è il  detto 
grado. 

Riguardo  alle  operazioni  di  somma,  sottrazione,  mol- 
tiplicazione, e divisione  delle  potenze  nulla  si  deve  aggiun- 
gere a ciò  che  si  è detto  neU’Aritmelica  generale  intorno 
a queste  operazioni  fatte  sulle  quantità  coll’esponente,  per- 
chè colali  quantità  sono  potenze. 

77.  Potenze  omogenee  si  dicono  quelle,  che  hanno  la 
stessa  lettera,  e lo  stesso  esponente;  quando  una,  o ambe- 
due queste  condizioni  manchino  le  potenze  si  dicono  ete- 
rogenee. Sono  omogenee  5a5 , 2 a5  ; a”'b“  , ambn  ; e sono 
eterogenee  a »,  4";  a*  , ar  ; om4'* , amc"  ; amba  , a,mbr  . 

78.  Nella  somma,  e sottrazione  richiedendosi  per  ese- 
guirle, che  le  potenze  siano  omogenee  , dalla  regola  an- 
tecedente si  conosce  quando  si  potranno  eseguire  o no  le 
dette  operazioni. 
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79.  Nella  moltiplicazione  delle  potenze,  se  queste  avran- 
no la  stessa  lettera,  nel  prodotto  si  scriverà  la  lettera  comune 
dandogli  per  esponente  la  somma  degli  esponenti  dei  fat- 
tori. Così  am.  an.  a/’  =>  am^n'¥P.  Infatti  nella  moltiplicazione 
si  debbono  unire  senza  segno  tutte  le  lettere;  ma  in  am  vi 
sono  m lettere  a,  in  a",  n lettere  a,  in  a?,  p lettere  a,  dun- 
que nel  prodotto  vi  saranno  m -+-  n ■+-  p fattori  o,  o a ri- 
petala m -+•  n p volte  come  fattore. 

80.  Nella  divisione  di  due  potenze,  se  queste  abbiano 
la  stessa  lettera,  si  scrive  la  lettera  comune  dandogli  per 
esponente  l’esponente  del  dividendo  meno  quello  del  divi- 

Qm 

sere:  quindi—  , se  m > n,  darà  Infatti  nella  di- 

visione si  tolgono  le  lettere  comuni  : dunque  togliendo  le 
ti  lettere  a comuni  ne  rimarranno  m — n : ossia  nel  quoto 
la  a sarà  ripetuta  m — n volte  come  fattore. 

am 

81.  Si  supponga  ora  m=n  si  suol  dire,  che  — dàa"'-", 

o o“  : ma  evidentemente  — = 1 , dunque  si  conchiude 

a"‘ 

a”  «=  1 : ma  ciò  è falso.  Infatti  la  sottrazione  degli  espo- 
nenti é fondata  nel  togliere  i fattori  comuni  al  dividendo, 
ed  al  divisore  : ora  questo  togliere  i fattori  comuni  in 
fondo  ò avere  tanti  quoti  unità  moltiplicate  insieme.  Se 

si  abbia  —y  — , il  quoto  è ed , perchè  ahed  è Io  stesso  che 
bc 

ad.be,  dunque  diviso  il  prodotto  ad.be  pel  fattore  bc 
deve  venire  l’altro  fattore  ad:  ma  viene  lo  stesso  se  i due 
fattori  b , c di  adbc  si  dividono  per  i due  fattori  b , c 
del  divisore  bc  : dunque  il  quoto  sarà  ancora  ad.  1 .1 
ossia  ad. 

(tm 

Sia  ora  — . In  questo  togliere  i fattori  comuni  al  di- 
videndo, ed  al  divisore  è dividere  i fattori  a in  a.a.a.a..., 
o a”1  del  dividendo  per  i fattori  a in  a . a . a . a ...,  o am  del 
A.r..  12 
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divisore,  ora  è evidente,  che  avremo  di  quoto  1. 1.1.1... 
ossia  1,  come  lo  abbiamo  subito  dicendo  , che  o~  in  om 

a** 

entra  una  volta  : dunque  la  divisione  — non  dà  che  1 , 

e non  a0.  Ciò  non  ostante  riterremo  o°  come  simbolo  ar- 
bitrario dell’  unità  ; ed  a ragione  come  mero  simbolo  di 
convenzione,  perchè  o°  non  può  essere  mai  una  potenza. 
La  potenza  di  una  quantità  è la  ripetizione  della  quantità 
come  fattore  un  certo  numero  di  volte  ; ora  o°  se  fosse 
vera  quantità  esprimerebbe  la  a ripetuta  zero  volte,  che 
è una  espressione  senza  significato. 


82.  Nella  espressione  — si  suppone  anche  m < n.  Sia 


per  esempio  n = m ■+•  r sarà 


o" 
a * 


— — . Semplificando 


questa  frazione  col  dividere  i due  termini  per  am  avremo 

JL — : ma,  si  soggiunge,  facendo  la  sottrazione  de- 

a",+r  ar 

gli  esponenti  si  ha 


am 

am+r 


dunque  si  conchiude 


crr 


cioè  una  quantità  coll’esponente  negativo  é uguale  all’unità 
divisa  per  la  stessa  quantità  coll’esponente  positivo. 

Ma  qui  ancora  se  si  vuol  ritenere  la  sottrazione  de- 
gli esponenti  nella  divisione  non  si  può  supporre,  che  l’e- 
sponente del  numeratore  sia  minore  dell’esponente  del  de- 

«*• 

nominatore.  Per  mostrar  ciò  si  riprenda  la  frazione  -m+r~. 

Intendo  corno  innanzi,  che  il  togliere  i fattori  comuni  al 
dividendo,  ed  al  divisore  è aver  di  quoto  altrettante  unità; 
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quindi  si  vede,  che  il  risuitamento  sarà  solamente  —,  co- 


me per  la  riduzione  della  frazione  a più  semplice  espres- 
sione, e non  <rr. 

83.  Ritorna  poi  qui  il  discorso  consimile  all’anteceden- 
te ($.  81.),  che  la  potenza  di  a è la  ripetizione  di  questa 
quantità  un  certo  numero  di  volte,  ma  so  o~r  fosse  potenza 
si  dovrebbe  dire,  che  a si  deve  ripetere  meno  r volte,  che 
è una  espressione  senza  significato.  Ciò  non  ostante  si  ri- 
tiene arr  per  simbolo  di  convenzione  di  — : quindi  si 

stabilisca,  che  il  simbolo  della  frazione  espressa  dall’unità  di- 
visa per  una  potenza  > è la  stessa  potenza  cambiato  il  segno 
al  suo  esponente. 

b 

84.  Così  ancora  se  si  ha  — considerandosi  questa  quau- 

1 1 

lità  uguale  a 4.— , se  si  ponga  invece  di  — il  suo  sim- 


bolo a-r,  sarà  — = ba~r , e quindi  si  stabilisce,  che  in 

una  frazione  il  denominatore  si  porta  a moltiplicare  il  nume- 
ratore cambiando  il  segno  all’  esponente.  Con  questa  regola 
si  conoscono  le  uguaglianze 


— = = 4o-«  ; 
a 


-^-=abcar*<H 
a'<P 


a 

d"-r 


adr~” 


85.  Se  fissiamo,  che  queste  espressioni  cogli  esponenti 
negativi  sono  meri  simboli  delle  quantità  che  abbiamo  come 
fattori  nei  denominatori  cogli  esponenti  positivi,  si  possono 
ritenere  colali  simboli;  anzi  è utile  il  ritenerli  e servirsene, 
perchè  cosi  le  frazioni  semplici,  e le  frazioni  di  potenze  si 
riducono  ad  interi.  Ed  invero  invece  della  frazione  semplice 

a a6 

— possiamo  porre  ab-1  ; ed  in  luogo  di  —,  che  è frazio- 
ne di  potenza,  possiamo  scrivere  a3c-7. 
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Con  questo  non  è necessario  di  ricordarci  delle  ope- 
razioni sulle  frazioni,  non  avendosi  più  queste  per  mezzo 
deili  nostri  simboli. 

86.  Per  servirci  però  di  questi  simboli  egli  è necessa- 
rio di  provare  prima,  che  tanto  à operare  su  di  essi,  che 
sopra  le  reali  quantità;  e ciò  è facile.  Si  debba  moltipli- 

g7 

care  per  — . Ridotte  queste  frazioni  a simboli  ab- 

6®  a9 

biamo  a~‘b-* , biar9.  Si  moltiplichino  queste  come  se  fos- 
sero reali  potenze,  ed  il  prodotto  sarà  ar7lr 3 , ossia  pas- 
sando dal  simbolo  alla  rcal  quantità  il  prodotto  sarà  — ^ j- . 


Ora  moltiplicate  le  due  frazioni  di  potenze  ~ , — col- 

6®  a9 


ai  & 

la  regola  delle  frazioni  abbiamo  — rr< 

0 a9  £8 

avuto  coi  simboli. 


1 

a 1 b 8 


, come  si  è 


a'i 


,.8 


87.  Sia  da  dividersi  , — per  : coi  simboli  dovremo 
b 11  1 bi  ’ 


dividere  a'ib~'*  per  a'^b~?,  c fatta  la  divisione,  come  nelle 

reali  potenze,  sarà  ar'  b~s,  ossia  passando  alla  vera  quan- 

1 a'7  a'8 

tità  sarà  — —,  che  viene  appunto  dividendo  , - per  — 
ab 5 b •»  1 b 7 


colla  regola  della  divisione  delle  frazioni. 

Riguardo  alle  operazioni  sulle  potenze  monomio  ci  ri- 
mane l’inalzamcnlo  a potenza  delle  potenze. 

88.  Abbiamo  stabilito  (§.  9.),  che  una  quantità  » inalza 
ad  una  data  potenza  moltiplicandola  in  se  stessa  tante  volte 
meno  una  per  quante  unità  sono  nella  potenza.  Questa  re- 
gola si  ritiene  nell'  inalzamcnto  dei  numeri.  Cosi  se  2 si 
deve  elevare  alla  5 potenza  si  moltiplica  in  se  stesso  4 
volle. 

89.  Le  potenze  poi  st  elevano  a potenza  moltiplicando  per 
questa  i loro  esponenti.  Cosi  (a"‘)“  = amn.  Infatti  (a"1)" 
a”.  am.  am.  am .... , ove  a”‘  si  deve  ripetere  come  fattore 
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m volle.  Ora  nella  moltiplicazione  delle  potenze  della  stessa 
lettera  si  scrive  una  volta  la  lettera  dandogli  per  espo- 
nente la  somma  degli  esponenti  dei  singoli  fattori  ; dun- 
que nel  nostro  prodotto  si  scriverà  una  volta  la  lettera  a, 
c gli  si  darà  per  esponente  la  .somma  di  lutti  gli  m,  que- 
sti sono  di  numero  n,  dunque  Tcsponcntc  di  a nel  detto 
prodotto  sarà  mn. 

90.  Se  un  prodotto  di  potenze  si  dovrà  elevare  ad  una 
potenza,  per  questa  si  moltiplicheranno  i loro  esponenti. 
Cosi  («"'  b"  crY  = a"'1’  b"p  c*.  Infatti  per  elevare  alla  po- 
tenza p il  prodotto  a"'  b“  cr  si  deve  questo  ripetere  p volte 
come  fattore  ; ora  è chiaro,  che  con  questo  ogni  fattore 
è ripetuto  p : dunque  ogni  fattore  deve  essere  elevato  alla 
potenza  p , ciò  che  si  ottiene,  pel  teorema  antecedente  , 
moltiplicando  per  p gli  esponenti  dei  fattori  stessi. 

91.  Quindi  se  nel  monomio  da  elevarsi  a potenza  vi 
sia  un  coeflìcicnle  questo  si  moltiplicherà  tante  volte  in 
se  stesso  quante  sono  le  unità  meno  una  della  potenza  cui 
si  eleva  il  monomio  : dunque  (3a^J)4  = 81a,6A8. 

92.  Se  si  propone  ad  elevare  a potenza  una  frazione 
ci  ricorderemo  (§.  27<),  che  ciò  si  dice  impropriamente, 
perché  a dir  vero  della  data  frazione  successivamente  si 
prendono  tante  frazioni  ad  essa  uguali  quante  souo  le  unità 
meno  una  dell’esponente,  cui  si  dice  elevarsi  la  frazione. 

(d  \m  m (l 

— \ a rigore  vuol  dire,  che  della  frazione  ^ 
si  prendano  successivamente  m — 1 frazione  -p.  Così  an- 


cora 


(rb 


uol  dire  , che  del  — si  debbono  prendere 

successivamente  6 volte  due  terze  parti.  Ci  ricorderemo, 
che  il  vero  risultamelo  è la  frazione  delle  potenze  dei 
due  termini  della  frazione  proposta,  e potenze  uguali  al 
numero  delle  frazioni  , che  si  sono  prese  della  frazione 
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zione  data  cresciuto  d’una  unità  : quindi 


Quindi  non  è maraviglia  , che  questi  risultamenti  siano 
minori  della  frazione  data  , e tanto  minori  per  quanto  è 
più  grande  la  potenza  cui  s'inalzano  i suoi  due  termini, 
perchè  tante  più  frazioni  si  prendono  della  frazione  stessa. 
Qui  ancora  invece  d’  inalzare  a potenza  la  frazione  si  può 
elevare  a potenza  il  suo  simbolo.  Infatti 


come  innanzi. 

93.  Abbiamo  veduto  ($.  1 7.),  che  una  quantità  positi- 
va, e negativa  si  può  elevare  alla  secouda  potenza,  e che 
in  ambedue  i casi  il  risultamento  è positivo.  Da  ciò  viene 
che  una  quantità  positiva  , e negativa  si  può  elevare  ad 
una  potenza  qualunque.  Pel  segnò  del  risultamento  distin- 
gueremo due  casi,  o l’esponente  cui  si  deve  elevare  è pari, 
o è dispari.  Se  è pari  la  quantità  o positiva,  o negativa  si 
dovrà  ripetere  come  fattore  un  numero  pari  di  volte,  os- 
sia si  dovrà  ripetere  tante  paja  di  volte  come  fattore , 
quante  sono  le  unità,  che  vengono  dalla  metà  deir  espo- 
nente ; ma  ogni  pajo  di  fattori  ($.  17.)  dà  il  positivo,  dun- 
que il  total  risultamento  sarà  positivo. 

94.  Se  poi  la  quantità  positiva,  o negativa  sia  elevata 
a potenza  dispari,  il  risultamento  avrà  il  segno  della  quan- 
tità elevata  a potenza.  Infatti  la  quantità  elevata  a potenza 
dispari  è ripetuta  come  fattore  un  numero  pari  di  volte, 
ed  un’  altra  volta  : ora  la  ripetizione  pari  dà  il  positivo 
($.  93.) , qualunque  sia  il  segno  della  quantità  , dunque 
l'ultima  ripetizione  come  fattore  farà  sì,  che  il  risultamento 
sia  positivo  se  la  quantità  è positiva;  sia  negativo  se  questa 
è negativa. 
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95.  I due  casi  ora  considerati  sono  nei  dae  esempli: 

( dz  am)tr  = a%mr , ( d=  am)Ir+I  — dfc  aVHr+m. 

Nel  primo  caso  la  quantità  è elevata  all’esponente  pari  2 r, 
e quantunque  affetta  di  doppio  segno  ha  dato  il  positivo; 
nel  secondo  é elevala  a potenza  dispari  2r  ■+■  1 , e nel  ri- 
sullamento  ha  dato  i segni  proprii. 

Ecco  dunque  la  regola  generale  per  elevare  i monomii 
a potenza. 

96.  Un  monomio  si  eleva  a potenza  elevando  ciascun  suo 
fattore,  e se  i frazione  elevando  ambedue  i suoi  termini.  Il  coef- 
ficiente si  eleva  moltiplicandolo  in  se  stesso  tante  volte  meno 
una  quante  unità  sono  nell  esponente  cui  si  eleva  ; i fattori  poi 
si  elevano  moltiplicando  i foro  esponenti  per  l’esponente  della 
potenza,  cui  si  eleva  il  prodotto.  Riguardo  ai  segni ; te  la  po- 
tenza è pari  il  risultamento  è sempre  positivo,  se  è dispari  U 
risultamento  ha  il  segno  della  quantità  elevata  a potenza . 

Ecco  nuovi  esempi. 

f — a3  A4  v3  — a9  A1*  / — 2 ah  hi  ^4  16a'6  A’8 

\ 3e5  / “ ~“27c,5~  ’ \ 5c9  / **  62 5c’6  ' 

97.  Nel  (§.  6.)  abbiamo  veduto  cosa  è radice  di  una 
quantità.  Da  ciò  si  ricava  la  regola  per  estrarre  la  radice 
da  un  monomio.  Riguardo  al  coefficiente  si  cerca  il  numero, 
che  elevato  al  grado  della  radice  dia  lo  stesso  coefficiente.  Ri- 
guardo poi  al  monomio  algebrico,  si  estrae  la  radice  di  cia- 
scun fattore , e ciò  dividendo  i loro  esponenti  per  f esponente 
della  radice.  Se  il  moniomio  sia  fratto  si  estrae  la  radice  dai 
due  termini  della  frazione.  Pel  segno  poi  del  risultamento;  se 
Y esponente  della  radice  è pari,  ed  il  monomio  da  cui  si  estrae 
la  radice  è positivo , il  segno  della  radice  sarà  più  e meno, 
perché  con  ambedue  questi  segni  la  radice  elevata  all’esponente 
pari  del  suo  grado  dà  il  positivo.  Se  poi,  essendo  la  radice 
pari , il  monomio  da  cui  si  estrae  è negativo , la  radice  sarà 
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immaginaria,  perchè  dall* elevare  a potenza  pari  una  quantità 
positiva  e negativa  non  può  venire  che  il  positivo.  Finalmen- 
te, se  Yesponenle  della  radice  è dispari,  il  segno  del  risulta - 
mento  è quello  del  monomio  da  cui  si  estrae  la  radice. 

Ecco  gli  esempli  : 


2a?  c'° 


■ X64 axl  A6 

c'8 


2 a3  A 


* 

V-  a8  è immaginaria 

3 

l/" 27a9  A*3  c=  3a^  Al 
5 

V 


— 32a'5  2a> 

b*~ 


A3* 


♦ 


98.  Da  ciò  che  abbiamo  detto  (§.  97.)  si  ricava,  che  in 
genere  per  quantità  immaginaria  sJ intende  la  radice  pari  di 
quantità  negativa. 

99.  Se  la  radice  non  si  può  estrarre  si  esprime  col  no- 
to segno  della  radice,  e questa  espressione  si  dice  radi- 
cale : dunque  per  radicale  s'intende  V espressione  di  una  ra- 
dice, che  non  si  può  estrarre.  Radicali  sono 

m 3 5 

Va  , V»2  » VI- 

Pel  calcolo  di  questa  nuova  specie  di  quantità  è duopo 
stabilire  alcuni  teoremi. 

1 00.  La  radice  di  un  grado  qualunque  et  un  prodotto  è ugua- 
le al  prodotto  delle  radici  dello  stesso  grado  dei  fattori. 

m m m m 

Così  V a^c  “ Va  ’ V^  • Vc  • Infatti  il  secondo  mem- 
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bro  è la  radice  m di  abc  se  elevata  alla  potenza  mma  da 
abc  (tj.  12.),  ma  elevandolo  alla  potenza  tnma  si  eleva  cia- 
scun fattore,  e questa  potenza  mma  distrugge  le  radici  mme, 
dunque  si  ha  veramente  abc. 

101.  La  radice  dJ un  grado  qualunque  d’una  frazione  si  ot- 
tiene esimendola  da  suoi  due  termini. 


Così 


Vt- 


m 

Va 

m 


Si  avvertirà  come  nel  (§.  31.) , 


^b 

che  per  mera  convenzione,  e conoscendone  ii  significato  si 
dice  di  estrarre  la  radice  da  una  frazioue  estraendo  la  ra- 
dice dai  suoi  due  termini,  e che  di  questa  operazione  (§.  29  ) 
abbiamo  bisogno  nella  soluzione  delle  equazioni  di  grado 

supcriore  al  primo.  Infatti  se  fosse  oc”  =»  —si  avrebbe 


m 

m m j/a 

bx”  — a , x[/b  o j/"  a,  ed  x = — • 

\/b 

102.  Moltiplicando , e dividendo  l’esponente  del  segno  della 
radice,  e V esponente  della  quantità  sotto  il  vincolo  per  una 
stessa  quantità  il  radicale  non  cambia  di  valore. 

m mr 

Così  sarà  | /a*  = [ / a'ir , per  la  prima  parte  del  teo- 

mr  m 

rema.  Scrivendo  a rovescio,  l’equazione  i/anr  — l/a* 

mr  m 

esprime  la  seconda  parte,  poiché  da  [/ anr  si  passa  a 
dividendo  ambedue  gli  esponenti  per  la  stessa  quantità  r. 

103.  Per  dimostrare  il  teorema  provo,  che  il  molti- 
plicare l’esponente  della  quantità  sotto  il  vincolo  per  r, 
che  ò inalzare  la  stessa  quantità  alia  potenza  r,  è pure 
inalzare  alla  potenza  r il  radicale.  Infatti 

ni  m m m 

«=  [/ran  . l/a'1  . |/a"  . . . , 
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m 

cioè  i/" an  ripetalo  r volte  come  fattore , ora  il  prodotto 
(§.  100.)  delle  radicali  dello  stesso  esponente  è uguale  alia 
radice  con  questo  esponente  del  prodotto  delle  quantità 

m m 

«otto  i vincoli,  dunque  (\A a")r  = \/ a*  . a"  . a*  ... , ove  a* 

in  m 

essendo  ripetuto  r volte  ci  darà  finalmente  (j/- o")re=j/'a"r. 

1 04. Dimostro  inoltre, che  il  moltiplicare  per  r l’esponente 

m 

m della  radice  in  i/o*  è estrarre  da  questa  la  radice  rma. 
Infatti  si  é dimostrato,  che  (a”)r  = amr  : dunque  tanto  è 
inalzare  a all’  esponente  m , e poi  all’esponente  r,  quanto 
elevarla  subito  all'esponente  mr  : dunque  tanto  è estrarre 
da  a successivamente  prima  la  radice  mmat  e poi  la  radi- 
ce rna,  che  estrarre  subito  la  radice  mr”a  : queste  due 

r m mr 

operazioni  si  esprimono  coll’uguaglianza  \A  \A  a = \A  a : 

m 

dunque  moltiplicare  per  r l’esponente  m in  y a è estrarre 
m 

la  radice  r"  da  J /a. 

105.  Dopo  queste  due  dimostrazioiù  diremo,  che  mol- 
tiplicando l'esponente  della  quantità  sotto  il  vincolo  per  r 
si  eleva  il  radicale  alla  potenza  r,  e moltiplicando  per  r 
l’esponente  del  vincolo  si  estrae  dal  radicale  la  radice  r"a: 
dunque  facendo  nello  stesso  radicale  queste  due  operazioni 
il  radicale  non  cambia  di  valore. 

106.  Dalla  dimostrazione  del  teorema  antecedente  ri- 
caviamo. 

I.  Che  i radicali  dello  stesso  esponente  si  moltiplicano  col 
moltiplicare  le  quantità  sotto  i vincoli  e dare  al  prodotto  il 

segno  radicale  coll'esponente  comune.  Ciò  si  ricava  dall’ugua- 

m m m m 

glianza  dimostrata  (§.103.)  \fan.\/'an  .\fan...=\r a*.  an  a"... 

II.  Un  radicale  si  eleva  a potenza  elevando  la  quantità  sotto 

m m 

il  vincolo  : perché  si  è dimostrato  (§.103.)  4/V)’  = [A anr. 

III.  Moltiplicando  l'esponente  del  segno  della  radice  per  r 
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ti  estrae  la  radice  r*a  dei  radicale . Ciò  viene  dall’  ugua- 
li» m tur 

glianza  dimostrata  (§.  104.)  a = a. 

107.  li  raziocinio,  che  dimostra  questa  uguaglianza  si 
estende  al  caso,  che  più  radici  successivamente  si  estrag- 
gano da  una  stessa  quantità,  ciò  che  si  esprime  scrivendo 

p 9 r PF  9 r V 

l/Vl /'a—tf'a.  Infatti  se  è vero,  che  a =>  l/a,  sarà 

P 9 r P 9r 

ancho  vero  l/Wa  = V Va  5 ora  Per  1 antecedente 

P9r 

uguaglianza  (§.106.111.)  il  secondo  membro  è |/o;  dunque 

p 9 r P9r 

VV\^  a = [fa  . 

108.  11  primo  teorema  ($.  100.)  serve  per  portar  fuori 

3 

del  radicale  quel  fattore,  che  si  può.  Sia  ai  bx 9 avremo 
3 3 

I/o8  b '9  ==  J^a6  bxi  a’4  *=*  (pel  detto  teorema  primo) 


3 3 3 

l/" a6  4*8  . a*b  = atb*]/' a* b . 

Avremo  ancora 


32a"  4** 

243c,?ro,9 

1 6a4  i*° 

8 le'6  m'8 


16q4i«».2a8& 
81c'6  m'6 . 3 cm3 


2 ai5  ■ /2a34 
3c4«4  r 3cmJ 


1 09.  Per  portare  fuori  del  vincolo  radicale  i fattori  , si 
dividono  gli  esponenti  di  questi  per  l’esponente  della  radice;  i 
quoti  si  danno  alle  lettere  dei  fattori j e si  portano  fuori  del  vinco- 
lo,  ed  i residui  si  danno  alle  stesse  lettere , e si  lasciano  den- 
tro. Se  la  quantità  sotto  U vincolo  è fratta  si  fa  lo  stesso  nel 
numeratore,  e nel  denominatore.  Se  vi  i un  coefficiente  si  spez- 
za, se  si  può,  in  due  fattori,  da  uno  dei  quali  si  possa  e- 


Digitized  by  Google 


188 

strane  la  radice  esattamente.  Allora  si  estrae  questa  radice , 
e si  porta  fuori  del  vincolo , e l’altro  fattore  si  lascia  dentro. 

110.  Da  ciò  é chiaro,  che  se  una  quantità  da  fuori  del  vin- 
colo si  voglia  portar  dentro,  si  dovrà  elevare  all’esponente  del 
vincolo,  e moltiplicarla  per  la  quantità,  che  i dentro,  e ciò 
perchè  quando  si  porta  fuori  si  estrae  una  radice  di  gra- 
do uguale  all'esponente  del  radicale. 

111.  Dal  terzo  teorema  (§.102.)  viene  il  metodo  di  ridur- 
re i radicali  allo  stesso  esponente.  Ciò  si  eseguisce  moltipli- 
cando gli  esponenti  di  tutti  « radicali , e dando  questo  per  espo- 
nente comune  ai  nuovi  radicali;  la  quantità  poi  di  ciascun  vin- 
colo si  eleva  ad  un  esponente,  che  sarà  il  prodotto  degli  espo- 

3 4 

ntnti  degli  altri  vincoli.  Così  i radicali  y a*  , y a , l/a1  si 
a4  >4  2 4 

riducono  a \Z~a'6 , J /V1,  y a'8.  Si  vede,  che  con  questo 
metodo  l’esponente  di  ciascun  radicale,  e l’esponente  della 
quantità  sotto  il  vincolo  si  moltiplicano  per  il  prodotto  degli 
esponenti  degli  altri  vincoli,  ciò  che  si  può  fare  pel  terzo 

3 

teorema.  Così  nel  primo  radicale  y a1  il  3 ed  il  2 si  sono 
moltiplicati  per  8,  che  è il  prodottò  degli  esponenti  degli 
altri  due  radicali. 

Posti  questi  teoremi  andiamo  alle  operazioni  sopra 
i radicali. 

1 12.  E pr^rna  si  fissi,  che  per  radicali  omogenei  intendia- 
mo radicali  degli  stessi  esponenti,  e colle  quantità  stesse  sotto 

3 3 

» vincoli.  Quindi  radicali  omogenei  sono  y a,b  , y ; 

3 3 5 5 6 ; 

ma  sono  eterogenei  |/ a4,  y a*;  y ab 3,  y aaà3;  y a*b,  y a*b. 

113.  La  somma  c sottrazione  si  eseguisce  nei  radicali 
omogenei  facendo  la  riduzione  dei  coefficienti,  avendo  pri- 
ma mutato  i segni  al  minutore  nella  sottrazione.  Quindi  la 
somma  di 

3 3 3 3 

3a*y a , — 5a*l/a  , la*y a è 5aal/a. 
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3 5 3 5 

Se  da  5ol/V*  — lab^a3  si  sottrae  — 8 atfaS  — ZaJb\f a3 

3 5 

il  risultamento  sarà  1 3 a\T — 4 ab\,r a3. 

1 14.  Nella  moltiplicazione  vi  sono  tre  casi.  Primo  quan- 
do qualche  quantità  che  moltiplica  i radicali  non  è radi- 
cale, ossia,  come  si  dice,  è razionale.  Secondo  quando  i 
radicali  da  moltiplicarsi  hanno  Io  stesso  esponente.  Terzo 
quando  hanno  diverso  esponente. 

5 

11 5.  Sia  pel  primo  caso  a3  da  moltiplicarsi  per  a2\Ta2: 
il  prodotto  si  fa  moltiplicando  fuori  del  vincolo  per  la  quan- 

5 

tità  razionale.  11  nostro  prodotto  sarà  as[T  a*.  Così  3a3  per 

4 4 

1/  a darà  3a3|/"a. 

116.  Il  prodotto  dei  radicali  dello  stesso  esponente  si 
fa  per  la  regola  (§.  1 06,  I.J.  Così 

3 3 3 3 3 

2a|/" a2 . 3a*l / a $ . 4a^lT a *=  24a'[T a?  = 24a9J/ a . 

1 17.  Se  i radicali  da  moltiplicarsi  abbiano  diverso  espo- 
nente si  riducono  allo  stesso  esponente  (§.  111.),  e poi  si 
fa  la  moltiplicazione  colla  regola  antecedente  (§.  116.).  Così 

3 5 3o  3o  3o 

l/’a* . ir  a.  \T  a3  = j/-  a*°  . [To' 5 . ^/a’8  =» 

3o  3o  3® 

l/  a2" . a'5  . a'8  = ^/a53  *=  a[Tal3. 

1 18.  Si  può  dare  questa  regola  per  la  moltiplicazione  dei 
radicali  di  diverso  esponente.  Si  gerire  la  radice  con  un 
esponente  j che  è il  prodotto  di  tutti  gli  esponenti  dei  radicali, 
e sotto  il  segno  si  pone  il  prodotto  di  tutte  le  quantità  che 
sono  sotto  i vincoli  ciascuna  elevata  al  prodotto  degli  esponen- 
ti degli  altri  radicali. 

Infatti  abbiamo  trovato 

3 5 3o 

1 r d1 . j/'a  . l /a3  = \f  a20  ■ a' 5 . a'8  , 
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ore  nel  prodotto  la  radice  ha  per  esponente  30,  che  è il 
prodotto  di  tatti  gli  esponenti  3,  2,  5 dei  radicali,  e sotto 
il  segno  della  radice  si  é posto  il  prodotto  di  tutte  le 
quantità  a1 , a , a3  che  erano  sotto  i vincoli  dei  dati  ra- 
dicali, ciascuna  elevata  agli  esponenti  degli  altri.  Così  a* 
è stato  elevato  al  10,  a elevalo  al  15  a3  elevato  al  6. 

1 19. Nella  divisione  ancora  vi  sono  tre  casi.  Primo  quan- 
do una  delle  due  quantità  della  divisione  é razionale;  se- 
condo quando  ambedue  sono  radicali  dello  stesso  esponen- 
te ; terzo  quando  abbiano  esponenti  diversi. 

Nel  secondo  caso  si  farà  il  quoto  delle  quantità  sot- 
to i due  vincoli , ed  al  risultamento  si  darà  il  segno  del- 
la radice  coll'  esponente  comune.  Ciò  viene  dal  teorema 


m m 

($.  MI.),  ove  si  é stabilito  -^-<=—5-:  dunque  la 

tn 

n m i/o. 

divisione  di  | /a  per  [/b  dà  y —,  cioè  il  quoto  delle 

due  quantità  i,  e i sotto  i due  vincoli,  e questo  quoto 
posto  sotto  il  segno  della  radice  coll’esponente  comune  m : 
da  ciò  viene 


s 

a 


j/'atò5 

l/Vi3 


120.  Se  una  delle  due  quantità  della  divisione  è razionale 
gli  si  dà  il  segno  della  radice  coll'esponente  del  radicale  dell'al- 
tra quantità , ed  allo  stesso  tempo  per  compensare  l'errore  , 
la  quantità  razionale  si  eleva  alT  esponente  stesso.  Ridotto  cosi 
il  caso  a quello  della  divisione  di  due  radicali  dello  stesso  espo- 
nente, si  eseguirà  l'operazione  colla  regola  antecedente.  Cosi 


ai 


| /a1 


i/"  aio  5 5 

- — • = J/V8  = a3  V a3 

\/  a2 


9 
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/a3  | /V  |/1  /I  1 

o4  “ 7 “*  V a^  7 “ 7 

/ a’®  / a*®  a3  / a4 


Qai  invece  della  radiee  7m*  di  1 si  è posto  uno,  perché 
come  qualunque  potenza  di  1 è sempre  1,  cosi  la  radice 
di  qualunque  grado  di  uno  é uno.  Qualunque  potenza  poi 
di  1 è uno,  perchè  uno  moltiplicato  in  se  stesso  quante 
volte  si  voglia  dà  l’unità. 

121.  Finalmente  se  i due  radicali  della  divisione  sono  di 
diverso  esponente  si  ridurranno  allo  stesso  (§.  1 1 1.)  e si  fard 
la  divisione j come  nel  secondo  esso  proposto  (§.  119.).  Cosi 


3 i5 

/a*  /a10  >5 

5 75  » 

/a3  /o9 


14  «4 

/a  _ l/ai  _ «/  1 _ 1 

7 1=3  »4  r ^ ~ Ì4 

/a6  /o,J  /a5 


122.  Si  può  dare  anche  questa  regola  più  breve.  La 
divisione  di  due  radicali  di  diverso  esponente  si  eseguisce  di- 
videndo la  quantità  sotto  il  vincolo  del  dividendo  devota  al 
grado  del  vincolo  del  divisore  per  la  quantità  sotto  il  vincolo  del 
divisore  elevata  al  grado  del  radicale  dividendo t e dando  al  ri- 
sullamento  il  segno  della  radice  con  un  esponente  j che  sia  il 
prodotto  degli  esponenti  dei  due  radicali  dati  a dividersi. 

Infatti  secondo  la  regola  abbiamo 


i /a*  l f a“r  | /a"' 

' = = 1/  — — - : 

r mr  w amP 


f 1 

li  Visi 
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dunque  si  è diviso  a"  sotto  il  vincolo  del  dividendo  ele- 
valo ad  r esponente  del  vincolo  del  divisore,  per  6 ° sotto 
il  vincolo  del  divisore  elevato  all'esponente  m del  radicale 
dividendo,  ed  al  quoto  si  è dato  il  segno  della  radice  col- 
l’esponente mr  , che  è il  prodotto  dei  due  esponenti  dei 
radicali. 

123.  Si  vuol  dimostrare,  che  un  radicale  si  può  rap- 
presentare con  una  potenza  fratta.  Cosi  si  vuol  dimostra- 

m JL 

re , che  i/o"  è uguale  ad  a”,  cioè  uguale  alla  quantità 
sotto  il  vincolo  diviso  il  suo  esponente  per  l'esponente  della 
radice  : ma  la  dimostrazione  é falsa;  c tale  deve  essere, 
perchè  la  potenza  di  una  quantità  è la  ripetizione  della 
quantità  come  fattore  un  numero  di  volte  uguale  alle  unità 
del  suo  esponente,  ora  non  s’intende  cosa  voglia  dire  una 
quantità  ripetuta  un  numero  fratto  di  volte  come  fattore. 

a 

Per  es.  a 3 vorrebbe  dire  la  a ripetuta  due  terze  volte. 

124.  Ciò  non  ostante  adottiamo  questa  espressione  come 
simbolo  di  convenzione  del  radicale,  ma  provando,  co- 
me si  fece  nei  simboli  (§.  86,  87.)  delle  frazioni  di  potenze, 
che  si  ottiene  lo  stesso  tanto  facendo  le  operazioni  nei  ra- 
dicali, quanto  nei  loro  simboli.  Anzi  se  ciò  sia  provalo  ri- 
durremo alle  regole  delle  operazioni  delle  potenze  le  regole 
delle  operazioni  dei  radicali;  e quindi  ossia,  che  le  potenze 
siano  in  frazioni,  o ebe  le  potenze  si  trovino  in  radicali, 
sempre  eseguiremo  nelle  operazioni  le  regole  delle  potenze; 
per  esempio  di  sommare  gli  esponenti  nella  moltiplicazione 
della  stessa  lettera;  della  sottrazione  degli  esponenti  nella 
divisione  delle  potenze  della  stessa  lettera;  della  moltipli- 
cazioue  degli  esponenti  ncU’iunalzamento  a potenza  delle  po- 
tenze. 

Ripetiamo  dunque  le  operazioni  sopra  i radicali,  e fac- 
ciamo vedere  come  i risultamenti  riescono  gli  stessi  col 
fare  le  operazioni  sopra  i loro  simboli. 
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125.  Fissiamo  dunque,  che  il  simbolo  di  un  radicale  è la 
quantità  sotto  il  vincolo  diviso  il  suo  esponente  per  l’esponente 
della  radice.  Cosi 


3 5 ■ / a ó3 

l/aa , \/~ al53  , 1/ i 

r c 

i 

hanno  per  simboli 


3 _L  J. 
a 3 , a 5 6 5 


I 3 
a 3 b * 

~T~ 

c 


Dopo  ciò  si  debbano  moltiplicare  i radicali  \/~ a»,  j/a4,  \f  a5, 


3» 

per  la  regola  data  (§.  118.)  il  prodotto  sarà  j/'a,,9.  Ora 
ridotti  a simboli  i tre  radicali  si  moltiplicheranno  le  tre 
_±  J_  J_ 

espressioni  a 3 , a 5 , a * come  se  fossero  tre  potenze  , 

a 4 5 

_ JL.  — 

onde  il  prodotto  sarà  a 3 5 * . Sommate  le  tre 

frazioni,  avendole  prima  ridotte  allo  stesso  denominatore, 


1_IQ 

il  prodotto  sarà  rappresentato  da  a 3o , ossia,  passaudo  dal 

3» 


simbolo  al  radicale,  il  risullamento  sarà  ou9  , come  si 
6 avuto  coi  prodotto  dei  radicali. 

5 

126.  Si  voglia  dividere  o3  per  (/" «1  ; per  la  regola  dei 

5 

radicali  (§.  120.)  il  quoto  sarà  /s".  Coi  simboli  si  divi— 

-i-  3-Ì- 

derà  o3  per  a 5 , ed  il  quoto  sarà  rappresentato  da  a 5 , 


ossia  da  a 5 , che  ridotto  a radicale  tornerà  \/~ a". 

37  »« 

127.  Sia  da  dividersi  ^ a*  per  o3,  il  quoto  sarà  o5 

a 3 

(§.122.).  Coi  simboli  si  dovrà  dividere  o 3 per  « 7 ; il 
A-G.  1 3 
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quoto  sari  espresso  da  o 3 ? , o da  a”,  o sarà  i/o5 , 

come  innanzi. 

3 

128.  Sia  da  elevarsi  [/ ' o*  alla  quarta  potenza;  il  risulta- 

3 3 

mento  sarà  (§.  105  , II.)  [/a8  . Ora  invece  di  (lAi*)4  si 

ponga  ( a 3 )4  , che  colla  regola  delle  potenze  (§.  89.)  darà 

— 3 
a 3 , da  cui  a8. 

3 4 

Finalmente  sia  i/|/a3,  il  suo  valore  sarà  (§.  105,  III.) 

u . -1_  4 3 4 

I/o3.  Ora  si  ponga  a 4 invece  di  j/a3,  allora  [/"[/ a 3 

J L JL  la 

sarà  (al)3,  da  cui  o,a , o i/o3. 

1 29.  Dunque  invece  dei  radicali  ti  può  far  uso  dei  simboli. 
Terminiamo  il  trattato  dei  radicali  col  calcolo  delle 

quantità  immaginarie. 

130.  Abbiamo  detto  (§.  98.),  che  la  quantità  immagina- 
ria è una  radice  pari  di  quantità  negativa  ; per  esempio 

4 a ni 

— o* , l/- — 4*  sono  quantità  immaginarie,  perchè  a1,  4* 
sono  sempre  quantità  positive.  Queste  si  possono  (§.  100.) 
ridurre  alla  forma 

4 4 tm  2n 

l/o’.lA-  1 , — 1 ; 

cioè  qualunque  quantità  immaginaria  si  può  ridurre  alla 

am 

forma  b]/~  — 1 , ossia  ad  una  quantità  reale  moltiplicata 
per  la  radice  pari  di  — 1 . Vedremo  in  seguito,  che  que- 
sta radice  pari  di  meno  uno  si  può  sempre  ridurre  alla 
radice  seconda  di  meno  uno;  quindi  eseguiremo  il  calcolo 
sopra  le  quantità  immaginarie  della  forma  a\A  — 1. 

131.  Nulla  vi  è di  rimarchevole  nella  somma,  e sotlra- 
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zione  degli  immaginari],  avvertendo  sol»,  che  questi  sono 
omogenei,  quando  le  quantità  in  lettere  fuori  di  \f — 1 
sono  identiche. 

132.  Sia  da  moltiplicarsi  a — 1 per  £|/"— 1 ; secondo 

la  regola  pel  prodotto  dei  radicali  dello  stesso  esponente; 
sarà  il  prodotto  domandato  1 . Si  è fissato,  che  la  ra- 

dice ha  doppio  segno,  ma  ciò  s’intende  quando  non  si  co- 
nosca questa  radice  ; che  se  si  sappia,  che  la  radice  è po- 
sitiva, o negativa,  si  deve  assegnare  uno  solo  di  questi  due 
segni;  ora  sappiamo,  che  l’unità  sotto  il  vincolo  antece- 
dente proviene  da  — - 1 moltiplicato  in  se  stesso,  dunque 
estraendo  la  radice,  dovremo  scrivere  — 1,  e cosi  il  pro- 
dotto di  a \f — 1 per  b\f  — 1 sarà  — ab. 

11  prodotto  delle  quantità  a\Z~ — 1 , b\f  — 1 , e\f  — t 
sarà  — abe^f — 1,  perchè  il  prodotto  di  a\/~  — 1 per  b\f  — 1 
dà  — ab. 

Se  si  dovessero  moltiplicare  a\f — 1,  l\f  — 1,  c\/~ — 1 \ 
djA—  1 , poiché  ogni  coppia  di  fattori  dà  — 1,  il  prodotto 
sarà  abei.  * ' 

133.  Quindi  o il  numero  degli  immaginarli  da  moltiplicarsi 
è pari , o è dispari.  Se  è pari  numerate  le  coppie  dividendo 
il  detto  numero  per  2;  se  queste  sono  di  numero  pari  daranno 
il  prodotto  positivo  delle  quantità  fuori  dei  vincoli ; se  poi  que- 
ste coppie  sono  di  numero  dispari , sarà  negativo  il  prodotto 
delle  quantità  fuori  de" vincoli. 

1 34.  Se  poi  i fattori  immaginarti  saranno  di  numero  dispari, 
scrivete  il  prodotto  delle  quantità  fuori,  dei  vincoli , e molti - 
cateto  per  y/~  — 1 . Riguardo  al  segno  escludete  uno  nel  nu- 
mero degli  immaginarti  da  moltiplicarsi , e contate  le  paja 
degli  altri  dividendo  per  2 il  numero  risultante  ; se  queste 
sono  di  numero  pari,  date  al  prodotto  antecedente  il  segno  più, 
se  sono  dispari,  date  il  segno  meno. 

135.  Sia  da  dividersi  a per  b[f — 1.  Invece  di  a ponete 
— a\A — 1 .[/r — l,o  dividendo  questo  prodotto  per  b\f  — 1 

avrete %■  1. 

0 
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Se  sia  a\f  —*  1 da  dividersi  per  b[f  — 1 il  quoto 
. a 

sarà  — . 

0 

1 36.  Si  debba  ora  innalzare  a potenza  un'immaginario 
al/-  — 1.0  l’esponente,  cui  si  deve  innalzare  è pari  , o è 
dispari.  Se  è pari  dovrete  ripetere  a\Z~ — 1 un  numero  pari 
di  volte , quindi  nel  risul  lamento  sparirà  — 1 , ed  a 
sarà  elevata  all’esponente  dato.  Riguardo  al  segno  (§.  1 33.) 
contate  le  paja  di  ripetizioni  da  farsi  del  radicale  corno 
fattore,  se  questo  numero  di  paja  è pari,  darete  il  segno 
più  al  risultamento,  se  sarà  dispari  darete  il  segno  meno. 

137.  Se  poi  l’immaginario  si  eleverà  a potenza  dispa- 
ri ($•  1 34.),  scrivete  la  quantità  a fuori  del  vincolo  elevato 
a questa  potenza,  e poi  l/-  — 1.  Riguardo  al  segno,  escludete 
una  ripetizione  di  a\f — 1,  c contate  le  paja  delle  altro  ri- 
petizioni; se  darà  un  numero  pari,  scrivete  il  più;  se  un  nu- 
ro  dispari,  scrivete  il  meno. 

1 38.  Queste  regole  si  potranno  presentare  insieme  di- 
cendo. Se  l’esponente , a cui  dovete  elevare  a\/~  — 1 è pari 
icrivete  a con  questo  esponente,  e dategli  il  segno  più  o me- 
no j secondo  che  la  metà  di  questo  esponente  i pari , o dispa- 
ri. S»  poi  l’esponente  è dispari,  scrivete  a oon  questo  esponen- 
te moltiplicata  per  —1 . Riguardo  al  segno  togliete  all’espo- 
nente una  unità  ; se  U resto  diviso  per  due  dà  un  numero 
pari , nel  risultamento  ponete  il  più;  se  dà  numero  dispari , 
scrivete  il  meno.  Quindi  (a[/~ — I)1™  *=  ± a2m  , secondo 
che  m è pari,  o dispari. 

( al /■ — 1 <=  aim+I  — 1 secondo  che  m ó pari,  o 

dispari. 
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ESERCIZJ  DEI  RADICALI. 


1*7 


«asaaes» 


Portate  fuori  dei  radicali 


6 


a3  41  a f 
ci  dar 


C'9  (Pi 
a*9  43? 


Portate  dentro  nei  radicali 

2a3  t / 34< 

~2o^ 

Riducete  ad  essere  omogenei  i radicali 

-i^8o3  , ^18a7 , ^162a'9  . 


Fate  la  moltiplicazione  dei  polinomii  con  tutte  le  ridu- 
zioni 

3 5 

2a2l/~ oJ  — 4 oj/'a3  4-  Sai/’ a — ° t 
3 5 

5a*l/~ a*  -t-  2ol/" a3  ■+■  2aJ/” a «t-  2a  , 


c poi  dividete  il  prodotto  per  uno  dei  due  fattori. 
Fate  lo  stesso  nei  polinomii 
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c nelle  frazioni 


3 5 3 5 

l/a* — 2a\f  a 2l/a* — 4al/a 


3 3 

l/a  3al/~a  3{/~a  — 2al/a 

Dividete  fino  a sci  termini  del  quoto  il  binomio 

>5  3 

l/a* — 2ai/a  per  a*  — l/a1- 

Lo  stesso  fate  nei  polinomi 


Sviluppate 
e l'altro 
e l’ultimo 


dai  due  risultamenti  (a),  (A)  estraete  la  radice  seconda , e 
dall’ultimo  estraete  successivamente  due  radici  seconde. 
Per  approssimazione  estraete  le  radici  seconde  fino  a cin- 
que termini  dalle  espressioni 

«*  — b , j/fl  _ _L  , 2 — . 

V a 3 

l/a 

Eseguite  tatto  le  operazioni  nelle  espressioni 
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Moltiplicate  i polinomii 

m r p m r p 

l fa’1  — n\f  a 4-  |/ar,  —2\ fa*  ■+■  3*1^ a •+■  5l/ar  ; 

poi  moltiplicateli  riduccndoli  a simboli  per  ottenere  lo 
stesso  risultamcnto. 

Sviluppate 

(“’Y" 7-  -H«)  . 

a'[/a 

c poi  estraete  la  radice  seconda. 

Eseguile  la  divisione  in 
1 

m m 

l fa  — \fb 

fino  a quattro  termini  coi  simboli,  e senza. 

Eseguite  la  divisione  fino  a cinque  termini  dell’nnità 
per 

m(m—  1 ) m(m — 1)  (m  — 2)  ,, 

a'"-4-mam-,4  H - — — —a™-  3ii 

2 2 3 

, m(m  ^ ) (ct  — • 2)  (m  — 3)  . .. 

2 3 4 ■ ’s  ! 

-h  ! ) jb  tHJqtffi  m oljaa  Ì£i»ri  All*'. 

riduccndo  a simboli  il  risultamcnto  troverete 

m \ iiim  W'm 

(m-f.1)  (m-H  ) (m-f-2)  ,,, 

cr*  — <r — m- ec. 

2 -2  3 av*. 

, * , I 
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sm  pasvo 


DELLE  POTENZE  DEI  POLINOMII,  E DELLE  RADICI 
DEI  POLINOMII,  E DEI  NUMERI. 

■svsm 

139.  Se  il  binomio  n-f-6  si  eleva  alle  successive  potenze 
moltiplicandolo  in  se  stesso  una  volta,  due  volte,  tre,  ec. 
volte,  avremo  i seguenti  risultamenti 

(a  H-  b)*  = a*  -4-  2 ah  -f-  b * 

(a  5)3  = a3  -t-  3 a’A  -t-  3 ab1  -+-  43 

(a  -h  by  = ■+■  4 a36  fia’6*  -+-  4aé3  -+-  il 

(a  -+-  i)5  = a5  -H  baSb  -+-  1 0 a3i*  -f*  1 0a’A3  -t-  5aM  -f-  i5 

(a  •+•  i)5=a6-1-6a5i-Hl  5a1i*-+-20a3i3-f-1 5a’M-t-6aA5-ì-i6. 
ec. 

Se  si  osservano  questi  risultamenti , o sviluppi  delle 
potenze  del  binomio  a -+-  b si  potrà  dare  una  regola  ge- 
nerale per  elevare  un  binomio  ad  una  potenza  qualun- 
que. Questa  regola  riguarda  le  lettere,  gli  esponenti,  cd  i 
coefficienti. 

140.  Riguardo  alle  lettere  nel  primo,  ed  ultimo  termine 
dello  sviluppo  vi  è la  prima , e la  seconda  lettera  del  bino- 
mio. Così  nello  sviluppo  di  (a-+-  i)5  per  primo  termine  si 
ha  a5,  e per  ultimo  i5;  negli  altri  termini  poi  interposti  vi 
sono  ambedue  le  lettere. 

Riguardo  agli  esponenti.  L'esponente  del  primo  termine 
dello  sviluppo  i f esponente  del  binomio.  Così  se  si  sviluppa 
(a  -4-  i)6  il  primo  termine  è a6,  se  (a  é)5  il  primo  ter- 
mine è a5. 

Nei  successici  termini  poi  V esponente  della  prima  lettera 
va  continuamente  diminuendo  cf  una  unità  , ed  al  contrario 
r esponente  della  seconda  lettera  va  crescendo  cf  una  unità. 
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Nello  sviluppo  di  (a-4-5)5  * diversi  termini  fra  i due 
estremi  hanno  i fattori  ahb  , , a*A5  , ab 4. 

Finalmente  riguardo  ai  cotfficienti;  il  primo  termine  deUo 
sviluppo  non  ha  coefficiente;  il  coefficiente  del  secondo  termine 
è tempre  l'esponente  del  binomio;  ed  il  coefficiente  d' un  ter- 
mine qualunque  si  trova  moltiplicando  il  coefficiente  del  termi- 
ne antecedente  per  l’esponente,  che  in  esso  ha  la  prima  let- 
tera, diviso  il  prodotto  pel  numero  de' termini  precedenti  l'at- 
tuale. Così  nello  sviluppo  di  (a  -f-  b) 6 il  coefficiente  del 
terzo  termine  è uguale  al  coefficiente  del  termine  antece- 
dente, cioè  6,  moltiplicato  per  5,  esponente  di  a in  esso 
termine,  diviso  il  prodotto  per  2,  perché  due  sono  i ter- 
mini innanzi  alf attuai  terzo.  II  coefficiente  del  quinto  ter- 
mine si  ottiene  moiliplicaudo  il  coefficiente  antecedente  20 
per  f esponente  3,  che  in  esso  ha  la  lettera  a,  diviso  il 
prodotto  per  4 , che  è il  numero  de’  termini  antecedenti 
alfattnale. 

Finalmente  se  si  moltiplica  il  coefficiente  6 del  se- 
sto termine  per  l’esponente  di  a,  che  non  esiste,  non  si  ha 
nulla,  e di  fatti  l’ultimo  termine  dello  sviluppo  non  ha  coef- 
ficiente. Abbiamo  supposto  positivi  ambedue  i termini  del 
binomio. 

141.  Se  fossero  amdedue  negativi,  si  osservi  l’esponente , 
cui  il  binomio  si  deve  elevare.  Se  questo  è pari,  il  risultamento 
sarà  tutto  positivo  (§.  96.),  se  dispari,  il  risultamento  sarà  tutto 
negativo:  quindi  un  binomio  o positico,o  negativo  elevato  ad  espo- 
nente pari  darà  positivo  tutto  lo  sviluppo.  E se  l' esponente 
i dispari , tutto  lo  sviluppo  avrà  il  segno  di  tutto  il  binomio. 

142.  Se  finalmente  uno  dei  due  termini  del  binomio  sarà  ne- 
gativo, si  darà  il  segno  negativo  a quei  termini  dello  svilup- 
po, ove  la  lettera  negativa  avrà  esponente  dispari.  Sia  (zpa±zb)t. 
Se  zpazìzb  si  moltiplichi  sei  volle  in  se  stessa  si  troverà  Io 
sviluppo 

zp  ai  dt  laf’b  zp  21a54*  dr  354 p pz  35a^4 
dz  2la,é5  zp  lab6  -±z  b~. 


Digitized  by  Google 


202 

Ove  si  vede,  che  se  a è negativa,  nello  sviluppo  sono  ne- 
gativi il  primo,  il  terzo,  il  quinto,  ed  il  settimo  termine, 
nei  quali  la  a ha  esponenti  dispari.  Se  poi  è negativa  la 
b,  per  la  stessa  ragione  sono  negativi  il  secondo,  il  quar- 
to, il  sesto,  e l’ottavo  termine. 

1 43.  Dopo  ciò  il  binomio  a -+-  b si  debba  elevare  ad 
una  potenza  qualunque  m.  Il  primo  termine  dovendo  es- 
sere la  prima  lettera  elevata  all’esponente  del  binomio  sa- 
rà om  ; gli  altri  termini  avranno  i fattori  «"-'ó,  a"‘-*b* , 
a”- 3£3  , a”*-4M  cc.,  e ciò  per  la  regola  (§.  140.).  Il  coef- 
ficiente del  secondo  termine  deve  essere  1’  esponente  del 
binomio  ; dunque  questo  secondo  termine  sarà  . 

Un  coefficiente  poi  qualunque  (§.  140.)  avendosi  dal  cocf- 
cicnte  antecedente  moltiplicato  per  1’  esponente  della  pri- 
ma lettera,  diviso  il  prodotto  pel  numero  determini  pre- 
cedenti 1’  attuale  ; il  coefficiente  del  terzo  termine  sarà 
il  coefficiente  m del  termine  antecedente  moltiplicato  per 
l’esponente  m — 1 della  prima  lettera  , il  prodotto  di- 
viso per  2 , perchè  2 sono  i termini  innanzi  al  ter- 
zo: dunque  il  terzo  termine  sarà  mf^——^<tn-*b%  . Se 

in  questo  si  moltiplica  il  coefficiente  m ^ ^ per  l’espo- 
nente m — 2 di  a,  ed  il  prodotto  ^{m  — 2)  si  di- 

vide per  3,  si  avrà  il  coefficiente  del  quarto  termine , il 
quale  tutto  insieme  sarà  m(  Si  cono- 

sce il  metodo  come  trovare  gli  altri  termini,  quindi  avremo 


/ ,,  m m /m — 1 \ 

(a  + 4)"=(r  + - a m-'b  -+■  —i — — jcr-’A» 

m/m— 1\/m— 2\  m /m— 1 \/m— 2\/m— 3\  ,,, 

t(  —X  — X 4 + -K— X — X — <*• 
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Questa  è la  forinola  detta  newtoniana  dello  sviluppo  d’un 
binomio  elevato  ad  una  potenza  qualunque. 

144.  Se  si  osservano  i diversi  termini  di  questo  svilup- 
po si  vedrà,  che  il  coefficiente  d’un  termine  qualunque  è di 

questa  forma— ^ovc  * fasori  del 

numeratore  si  ottengono  sottraendo  da  m successivamente 
l’unità  finché  si  ottiene  un  m da  cui  si  tolgono  le  unità 
esprimenti  il  suo  posto  meno  due.  Così  nel  coefficiente  an- 
tecedente del  quinto  termine  l’ultimo  fattore  m — 3 si  ot- 
tiene togliendo  da  m il  3,  che  è cinque,  cioè  il  numero 
del  posto  diminuito  di  due.  Ciò  viene  da  questo,  che  nel 
terzo  termine  da  m si  comincia  a togliere  l’unità.,  quindi 
nel  terzo  posto  si  toglie  uno.  Il  denominatore  poi  del  coef- 
ficiente è il  prodotto  dei  numeri  1,  2,  3,  cc.  fino  a quello, 
che  esprime  il  posto  del  termine  diminuito  d’  una  unità , 
e ciò  perchè  il  secondo  termine  si  divide  per  uno,  ed  il 
terzo  per  1.2.  Dopo  il  coefficiente,  vi  è il  prodotto  delle 
due  lettere.  L’esponente  della  prima  è la  m,  da  cui  sono 
tolte  le  unità  del  posto  meno  una,  perché  nell’esponente 
di  a l’unità  da  m si  comincia  a togliere  nel  secondo  ter- 
mine. Ciò  che  si  toglie  da  m nell’esponente  di  a si  dà  per 
esponente  a 6,  talché  in  ogni  termine  la  somma  degli  espo- 
nenti delle  due  lettere  è sempre  l’esponente  del  binomio. 

145.  Dopo  ciò  si  può  risolvere  il  problema.  A' elio  svi- 
luppo generale  della  potenza  qualunque  m d’un  binomio,  trovate 
il  termine , che  è al  posto  nm0.  Questo  termine  sarà 


ove  si  vede,  che  nell’ultimo  fattore  del  numeratore  si  so- 
no tolte  le  unità  del  posto  meno  due;  che  l’ultimo  fattore 
del  denominatore  è la  n — 1 ^ cioè  il  numero  del  posto 
diminuito  di  una  unità;  che  nell'  esponente  di  a dalla  m 
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si  sono  tolte  le  unità  del  posto  meno  una,  e che  questa 
quantità  sottratta  si  è data  per  esponente  alla  6. 

146.  Il  numero  dei  termini  dello  sviluppo  di  una  po- 
tenza qualunque  d’un  binomio  é sempre  1’  esponente  del 
binomio  cresciuto  d’una  unità.  Ciò  é chiaro,  poiché  nei  suc- 
cessivi termini  dall’esponente  m di  a si  toglie  una  unità, 
cosi  da  a ripetuto  m volte  come  fattore,  si  giunge  ad  a 
semplice,  per  lo  cho  è chiaro,  che  ci  vogliono  m termini: 
poi  vi  è l’ultimo  termine,  ove  il  b è elevato  all’esponente 
del  binomio. 

147.  Da  ciò  viene,  che  se  l’esponente  del  binomio  é pari 
il  numero  dei  termini  sarà  dispari,  e se  l’esponente  sarà 
dispari  il  numero  dei  termini  dello  sviluppo  sarà  pari. 
Nel  primo  caso  lo  sviluppo  avrà  un  termine  medio,  c nel 
secondo  avrà  due  termini  nei  medii. 

143.  Se  si  osservano  gli  sviluppi  (§.  139.)  delle  succes- 
sive potenze  di  a + à si  vedrà,  che  quando  vi  è termine 
medio,  dopo  questo  ritorna  il  coefficiente  antecedente,  c 
poi  l’altro  coefficiente,  e cosi  di  seguito;  cosicché  i ter- 
mini equidistanti  dal  medio  hanno  lo  stesso  coefficiente. 
Se  poi  vi  sono  due  termini  medii,  il  secondo  di  questi  ha 
lo  stesso  coefficiente  del  primo,  c poi  l’altro  coefficiente  è 
uguale  a quello  del  termine  anteriore  al  primo  medio,  e 
cosi  di  seguito,  in  guisa  che  i termini  equidistanti  dal  segno 
medio  -+-  o — hanno  lo  stesso  coefficiente.  Questi  due  casi 
si  riuniscono  in  un  solo  dicendo,  che  nello  sviluppo  di  una 
potenza  qualunque  del  binomio  i termini  equidistanti  da- 
gli estremi  hanno  gli  stessi  coefficienti.  Questa  riflessione 
dimezza  la  fatica  per  trovare  i coefficienti  delio  sviluppo 
della  potenza  d’un  binomio. 

149.  Sia  m pari,  e si  voglia  il  termine  medio.  Il  nu- 
mero totale  dei  termini  è m -t-  1 ; supponendo,  che  questo 
uno  sia  il  termine  medio,  prima,  e dopo  questo  vi  saranno 

TH 

termini  di  numero  — ; dunque  quel  termine  medio  sarà 

4M 
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al  posto  — -1-  1 : se  dunque  nell’  espressione  supcriore 
« 

fìt 

(§.  145.)  d’un  termine  al  posto  n"°  si  faccia  n = — -f-1 
avremo  il  termine  medio  domandato,  che  sarà  espresso  da 


Quando  l’esponente  è dispari,  sia  proposto  di  trovare  i due 
termini  medii.  Essendo  il  numero  dei  termini  dello  svi- 
luppo della  potenza  m°  d’un  binomio  uguale  ad  m-4-1,  il 

primo  dei  due  termini  medii  sarà  al  posto  — — : dunque 

« 

m-+-1 


c perciò  questo  termine  sarà 


jW 


.... 

a a A a / . . 


tsioloq  einr4'nl  ói'j  .'inièwj  lan 

«-4-3 

a 2 b * • ' 

2 • p ( 

n— 1 'ioq 

iob • oSsvIif.up  ot»fic i lì  > 2 t rivai  wnivj.  avi 

lab;  BWHkm  ’WNw  ahwp 

Si  troverà  poi  per  l’altro  termine 

liìtj  ,ofnin^>  b*«  ìn.:>vmk  i<e*v<y<nf>«up  '■«rfaoii.-t&cup  olqnj 
ùìq-jta 
ÌV;Wt 

-asiètfÈ a;»»q  «ri  ■<''■■ 

-BUp  Isatlì^se-j  r-fr* 


Km— -Iwm— 2v  ”H-3  — — 

• • • • — • 1 


m-f- 1 


11 


i rrnva!  «ili. 

. e.‘-inl»  i-: Oliti! tu  1 (M 

li  iob  ittnb 


Andiamo  alle  potenze  dei  polinomi!. 

1 50.  Abbiamo  veduto  (§.  35,  36.)  qual  sia  la  seconda 
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potenza  d’un  polinomio  qnalunqne.  Troviamo  ora  il  modo 
di  elevare  un  polinomio  alle  altre  potenze. 

Sia  (a  -t-  4 4-  c 4-  d)3.  Considerando  a + 4+c  come 
un  monomio,  avremo  (§.  139.) 

(fl+4  + c)J  + 3(a  + i+  c)Jd  4-  3(o  4-  4 -4-  c)d>  4-  <P. 

Sviluppando  (a  4-  6 4-  c)1  col  considerare  a 4-  4 come  un 
monomio  avremo 

(a  4-  A)3  4-  3(a  4*  4)’  c 4“  3(a  -+■  4)c*  4-  c3  4*  3(a4-44*c),cf 
4-  3 (a  4~  4 4-  c)d*  4*  d3  «=*  a3  4-  3a’4  4-3a4,4-43 
4-  3(a  4-  4)»c  4-  3(a  4-  4)c*  4-  c3  4-  3(a4-44-c)’d 
4-  3(o  4-  4 4-  c)d’  4-  d3. 

Da  ciò  si  ricava  la  regola  generale.  Si  eleva  un  polino- 
mio qualunque  alla  terza  potenza  elevando  alla  terza  po- 
tenza il  primo  termine;  si  aggiungerà  poi  3 volte  il  qua- 
drato del  primo  termine  nel  secondo  , cioè  moltiplica- 
to nel  secondo  , più  tre  volte  il  quadralo  del  secondo 
nel  primo,  più  la  terza  potenza  del  secondo  termine.  Più 
il  triplo  quadralo  dei  due  primi  termini  nel  terzo,  più  il 
triplo  quadrato  del  terzo  nei  due  primi  termini , più  la 
terza  potenza  del  terzo  termine.  Più  il  triplo  quadrato  dei 
tre  primi  termini  nel  quarto  , più  il  triplo  quadrato  del 
quarto  nei  tre  primi  termini,  più  la  terza  potenza  del 
quarto.  Si  direbbe  poi,  se  vi  fosse  un  quinto  termine,  il 
triplo  quadrato  dei  quattro  primi  termini  nel  quinto,  più 
il  triplo  quadrato  del  quinto  nei  quattro  primi  termini,  più 
la  terza  potenza  del  quinto.  E così  si  proseguirebbe,  se  vi 
fossero  altri  termini  nel  dato  polinomio.  Se  poi  si  voles- 
se l’ultimo  sviluppo  in  monomii,  basterebbe  eseguire  i qua- 
drati del  binomio,  del  trinomio,  del  quadrinomio  cc.  nel 
risuilamenlo  antecedente,  c poi  eseguire  i prodotti  da  que- 
sto indicali. 
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1 51.  Se  si  stabilisce,  che  la  quarta  potenza  d’un  binomio 
(§.  1 39.)  dà  la  quarta  potenza  del  primo  termine,  più  quat- 
tro volte  la  terza  potenza  del  primo  termine  nel  secondo, 
più  sei  volte  il  quadrato  del  primo  nel  quadrato  del  se- 
condo termine , più  quattro  volte  il  primo  termine  nella 
terza  potenza  del  secondo,  più  la  quarta  potenza  del  se- 
condo, si  ha  subito  il  metodo  di  elevare  a potenza  quarta 
un  polinomio  qualunque. 

Si  fa  la  quarta  potenza  del  primo  termine  più  quattro 
volte  la  terza  potenza  del  primo  moltiplicata  nel  secondo 
termine,  più  sci  volte  il  quadrato  del  primo  nel  quadrato 
del  secondo  termine,  più  quattro  volte  il  primo  nella  terza 
potenza  del  secondo  termine,  più  la  quarta  potenza  di  que- 
sto secondo.  Inoltre  si  dirà,  rileuendo  gli  stessi  coefficienti 
e potenze  dello  sviluppo.  Quattro  volte  la  terza  potenza 
dei  due  primi  termini  nel  terzo,  più  sei  volto  il  quadra- 
to dei  due  primi  termini  nel  quadrato  del  terzo,  più  quat- 
tro volte  i due  primi  termini  nella  terza  potenza  del  ter- 
zo , più  la  quarta  potenza  di  questo  terzo.  Poi  si  prose- 
gue come  ora  si  è fatto,  solo  sostituendo  ai  due  primi  ter- 
mini i tre  primi,  ed  al  terzo  sostituendo  il  quarto  ter- 
mine. Collo  stesso  metodo  invece  dei  tre  primi  termini  si 
dirà  i quattro  termini,  cd  in  luogo  del  quarto  si  dirà  il 
quinto,  e cosi  di  seguito,  se  nel  dato  polinomio  vi  fosse 
un  quarto,  un  sesto  ec.  termine. 

Se  poi  nello  sviluppo  si  vorranno  tutti  monomii,  si  fa- 
ranno gli  sviluppi  della  seconda,  e terza  potenza  del  bino- 
mio, del  trinomio  ec.,  c ciò  coi  metodi  dati,  cd  in  ulti- 
mo si  faranno  le  moltiplicazioni  indicate  nel  nostro  svi- 
luppo avuto. 

1 52.  Sapendosi  elevare  un  binomio  alla  quinta  potenza, 
si  eleva  alla  quinta  potenza  anche  un  polinomio  , perché 
si  avrà  prima  lo  sviluppo  della  quinta  potenza  del  bino- 
mio dei  due  primi  termini , poi  nel  risultameuto  comin- 
ciando dal  secondo  termine  invece  del  primo  termine  del 
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binomio  vi  si  porranno  per  tutto  i due  primi  termini,  cd 
invece  del  secondo. vi  si  porrà  il  terzo.  Inoltre  nello  stesso 
primo  sviluppo  del  binomio,  cominciando  dal  suo  secondo 
termine,  si  porranno  per  tutto  invece  del  primo  termine 
del  binomio  i tre  primi  termini , ed  invece  del  terzo  si 
scriverà  il  quarto,  e cosi  innanzi,  qualunque  fosse  il  no- 
merò dei  termini  del  dato  polinomio  da  elevarsi  alla  quinta 
potenza.  Per  avere  poi  lo  sviluppo  in  monomii,  nel  risul- 
tamento  antecedente  si  eseguirebbero  coi  metodi  dati  la  se- 
conda, la  terza,  e la  quarta  potenza  del  binomio,  del  tri- 
nomio, del  quadrinomio  cc. 

1 53.  Dopo  ciò,  se  fosse  dato  un  polinomio  da  elevarsi 
alia  potenza  ma  ; prima  si  farà  lo  sviluppo  del  binomio 
formato  dai  due  primi  termini  alla  potenza  m,  e ciò  col 
metodo  dato  ($.  143).  Nel  risultamelo  cominciando  dal 
secondo  termine,  per  tutto  invece  del  primo  termine  del  bi- 
nomio si  scriveranno  i due  primi  termini,  ed  invece  del 
secondo  si  porrà  il  terzo;  poi  negli  stessi  termini  del  pri- 
mo sviluppo  in  luogo  del  primo  termine  del  binomio  si 
scriveranno  i tre  primi  , ed  invece  del  secondo  si  porrà 
il  quarto  termine,  e cosi  si  anderà  innanzi  finché,  suppo- 
nendo il  polinomio  di  n termini,  si  sostituiranno  nel  primo 
sviluppo  invece  del  primo  termine  del  polinomio  i suoi 
n — 1 termini,  cd  invece  del  secondo  il  suo  termine  nmo. 
Volendosi  poi  Io  sviluppo  in  monomii,  nel  risultamento  an- 
tecedente si  faranno  gli  sviluppi  delle  potenze  seconda  , 
terza,  quarta  ...  (m — 1)”a  del  binomio,  del  trinomio  ....  e 
del  polinomio  formato  din — 1 primi  termini  del  polinomio 
dato,  c si  eseguiranno  le  moltiplicazioni  indicale  dal  ri- 
risultamento  antecedente. 

1 54.  Da  ciò  viene  il  metodo  per  estrarre  la  radice  di 
nn  grado  m”  qualunque  da  un  polinomio. 

Quando  questo  sia  ordinato  per  le  potenze  decrescenti 
d’una  data  lettera,  il  primo  termine  sarà  la  potenza  m del 
primo  termine  della  radice,  dunque  vi  si  estrarrà  la  ra- 
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dice  m",  e questa  si  porrà  nel  luogo  della  radice;  se  ne 
farà  la  potenza  ma  per  togliere  il  termine,  da  cui  si  è 
avuta  la  radice,  e reso  perciò  inutile.  Il  primo  termine  del 
residuo  deve  essere  m volte  la  potenza  (m-1)*"a  della  radice 
trovata  moltiplicata  nella  seconda  radice  incognita:  si  faccia 
dunque  la  potenza  (m — i)ma  della  radice  trovata,  e molti- 
plicata per  m,  pel  risultamelo  si  divida  quel  primo  ter- 
mine del  residuo;  il  quoto  sarà  la  seconda  radice,  che  si 
porrà  nel  luogo  della  radice.  Adesso  nel  polinomio  dato  e 
inutile  la  serie  determini,  che  vengono  dall'inalzare  la  no- 
stra radice  binomia  alla  potenza  ma:  si  faccia  dunque  questa 
potenza,  e si  sottragga  dal  detto  polinomio,  li  primo  termine 
del  nuovo  residuo  deve  essere  m volte  la  potenza  (w—  1V"° 
della  radice  binomia  trovata,  moltiplicala  nella  terza  radice 
incognita;  si  faccia  dunque  m volte  la  potenza  (m— 1)"'“ 
della  detta  radice  trovala,  e per  questa  si  divida  il  primo 
termine  dei  residuo,  e si  avrà  la  terza  radice.  Ora  in  tutto 
il  polinomio  dato  sarà  inutile  la  serie  determini,  che  so- 
no lo  sviluppo  della  potenza  mma  della  nostra  radice  trino- 
mia  avuta;  si  faccia  dunque  questa  potenza,  e si  sottragga 
dal  detto  polinomio.  Di  nuovo  il  primo  tcrmiuc  del  residuo 
deve  essere  m volte  la  potenza  (m  — i)",a  di  tutta  la  ra- 
dice trovata  moltiplicata  nella  quarta.  Si  faccia  dunque  la 
potenza  (m — \)ma  della  radice  trovata,  e moltiplicala  per  in, 
per  questo  risullamento  si  divida  il  detto  primo  termino 
del  residuo,  e si  avrà  la  quarta  radice.  Si  vada  poi  in- 
nanzi colio  istcsso  metodo.  ; 

1 55.  Dopo  ciò  è facile  di  estrarre  la  radica  terza  , 
quarta  ec.  da  un  numero  qualunque. 

Per  estrarre  la  radice  terza  si  stabiliscano  queste  ve- 
rità. 

I.  La  terza  potenza > o,  come  si  d/ice,  il  cubo  di  un  ninnerò 
di  una  sola  cifra  non  può  avere  più  di  tre  cifre  ; perchè  il 
9,  che  è il  maggior  numero  d'uua  cifra  nel  cubo  dà  >29. 

A.  C.  t -1 
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II.  Il  triplo  quadrato  delle  decine  nelle  unità  non  può  dar 
meno  delle  centinaia,  perchè  il  solo  quadralo  di  10  dà  100. 

III.  Il  cubo  delle  decine  non  può  essere  inferiore  alle  r»«- 
gliaja;  perchè  il  10,  che  é il  più  piccolo  numero  di  decine 
dà  1000  nel  cubo. 

156.  Dopo  ciò  sia  proposto  di  estrarre  la  radice  da 
2209968.  Si  dirà  questo  numero  ha  più  di  tre  cifre,  dun- 
que è il  cubo  d'un  binomio  di  decine,  e di  unità;  ora  si 
deve  separare  in  esso  la  parte,  che  contenga  il  cubo  delle 
decine  per  estrarvi  la  radice  terza;  ma  per  la  terza  verità 
(§.  1 55.)  il  cubo  delle  decine  non  può  essere  inferiore  alle 
migliaja,  dunque  nel  dato  numero  si  deve  escludere  968, 
che  non  ha  parte  delle  migliaja,  c nel  2299  vi  dovrà  es- 
sere il  cubo  delle  decine  : ma  questo  numero  ha  più  di 
tre  cifre  , dunque  il  numero  delie  decine  ha  più  d’  una 
cifra  , quindi  il  detto  numero  2299  è il  cubo  delle  de- 
cine, più  le  unità.  Qui  ancora  si  deve  separare  la  parte, 
che  contenga  il  cubo  delle  decine,  dunque  con  una  vir- 
gola si  separerà  il  299,  che  non  fa  parte  delle  migliaja. 
Con  questo  si  vede,  che  il  numero  si  devo  dividere  con 
virgola  di  tre  in  tre  cifre  cominciando  da  dritta.  Ora  la 
radice  terza  prossima  di  2 è 1.  Si  segni  questa  radice  nel 
suo  posto,  e fattone  il  cubo  si  sottragga  da  2,  avremo  il  re- 
siduo 1,  accanto  al  quale  si  calino  le  tre  cifre,  che  danno 
il  numero  299,  dunque  si  avrà  1 299.  In  questo  si  deve  sepa- 
rare la  parte,  che  contenga  il  triplo  quadrato  delle  decine 
trovalo  nell’unità  incognite;  questa  quantità  non  può  essere 
minore  delle  ccntinaja  pel  secóndo  principio  ($.  155.),  dun- 
que dovrà  trovarsi  nel  12,  che  sono  12  ccntinaja,  e quindi 
con  una  virgola  si  separi  il  99.  Il  quadrato  di  1 é 1,  il 
triplo  è 3;  ora  il  3 entra  nel  12  quattro  volte;  si  ponga  que- 
sto 4 nel  posto  della  radice  dopo  l’unità.  Si  faccia  ora  il 
cubo  di  14,  ed  il  risultamcnto  si  sottragga  da  2299,  si  ve- 
drà che  questa  sottrazione  non  si  potrà  eseguire,  quindi  in- 
vece di  4 si  ponga  3 nella  radice,  ed  il  suo  cubo  2197 
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si  tolga  dal  detto  2299,  ed  accanto  al  residuo  102  si  cali 
l’altra  tema  di  cifre,  che  dà  968.  Qui  ancora  nel  numero 
102968  si  separi  il  68,  che  non  fa  parte  delle  centinaja, 
si  faccia  il  triplo  quadrato  della  radice  trovata  1 3,  e pel 
risultamelo  507  si  divida  1029;  il  quoto  è 2,  che  si  ponga 
nel  posto  della  radice.  Si  elevi  132  alla  terza  potenza  si 
avrà  il  numero  proposto,  dunque  132  e la  sua  radice  terza. 

157. Qui  ancora  si  voglia  la  radice  di  un  intero  prossima 
al  vero  d’una  data  frazione  decimale.  Per  esempio  si  vo 
gli  la  radice  di  35,  che  differisca  dal  vero  suo  valore  di 


meno  di 


1 

100 


. Si  aggiunga  a 35  il  triplo  dei  zeri  di  que 


sto  denominatore,  e del  numero,  che  viene,  si  trovi  la  ra- 
dice prossima  intera.  In  questa  poi  da  dritta  a sinistra  si 
separino  due  cifre , perchè  due  sono  i zeri  delia  nostra 
frazione.  La  verità  di  ciò  si  dimostra  come  nel  (§.  46.) . 
Sia  a la  quantità,  da  cui  si  deve  estrarre  la  radice,  e si 
moltiplichi  questa,  e si  divida  perisse  si  voglia,  che  la  ra- 
dice terza  intera  approssimativa  di  a differisca  dalla  vera  di 


meno  di  ; si  dovrà  dunque  estrarre  la  radice  da 

b v 


Si  estragga  la  radice  prossima  intera  da  a£3 , e sia  r , 

o43  r 

quindi  la  radice  terza  prossima  di  - j-,  odia  sarà  — . 


3 

Ora  i/o ò3  è compresa  fra  r,  ed  r-t»  1 , dunque 


3 , r , r-4-1  r 

o i/o  sarà  compresa  fra  — , cd  — - — ossia  — 


e 

~b 


1 


dunque  la  nostra  radico  — differisce  dalla  vera  di  meno 

-T-.  ' , . 

Ora  nel  caso  antecedente  l’aggiungere  sei  zeri  a 35  era 
moltiplicare  questo  numero  per  il  cubo  di  100  : dunque 
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fatta  questa  moltiplicazione,  ed  il  prodotto  diviso  per  1003, 

, . 35000000 

si  doveva  estrarre  la  radice  terza  da  — — j se  dunque 

si  estragga  la  radice  prossima  intera  da  35000000  questa 
si  deve  dividere  per  100,  il  che  si  olticue  separando  in 
essa  con  una  virgola  due  cifre  a dritta. 

158.  Ecco  dunque  in  generale  il  metodo  per  estrarre 
la  radice  cubica  da  un  numero. 

Dividete  le  cifre  del  numero  a tre  a tre  con  virgole  co- 
minciando da  dritta  a sinistra.  Estraete  la  radice  terza  del 
numero  a sinistra  2,  che  è avanti  la  prima  virgola , e scrivetela 
al  posto  della  radice ; falene  il  cubo,  e sottraetelo  dal  nu- 
mero j da  cui  avete  estratta  la  radice,  accanto  al  residuo  ca- 
late le  tre  cifre  dopo  la  prima  virgola , e nel  numero  , che 
avete,  con  una  virgola  separate  le  due  ultime  cifre.  Fate  il  tri- 
plo quadrato  della  radice  trovata,  e per  questo  dividete  la  parte 
del  numero  avanti  la  virgola,  che  ora  avete  notata,  e ponete 
il  quoto  nel  posto  della  radice.  Foie  il  cubo  della  radice  tro- 
vata, e sottraetelo  da  tutto  il  numero  , che  è avanti  la  se- 
conda virgola  nel  numero  proposto  , accanto  al  residuo  ca- 
late le  tre  altre  cifre , che  sono  innanzi  la  tersa  virgola  del 
ninnerò  proposto,  e nel  numero , che  viene,  separate  le  due  ci- 
fre a dritta,  e dividete  il  numero  avanti  questa  virgola  per 
il  triplo  quadrato  della  radice  trovata,  e segnate  il  quoto  nel 
posto  della  radice.  Fate  il  cubo  di  tutta  la  radice  trovala , 
e sottraetelo  ila  tutto  il  numero , che  è avanti  la  tersa  vir- 
gola nel  proposto,  accanto  al  residuo  calate  le  tre  cifre  seguen- 
ti, che  sono  avanti  la  quarta  virgola,  e nel  numero , che  vie- 
ne, separale  con  una  virgola  le  due  cifre  a sinistra,  ed  il  nu- 
mero, che  si  trova  innanzi  a sinistra  di  questa  virgola  divi- 
detelo pel  triplo  quadrato  di  tutta  la  radice  trovata , e segnate 
il  quoto  nel  posto  della  radice.  Di  nuovo  fate  il  cubo  di  tutta 
la  radice  trovata,  e sottraetelo  da  tutto  il  numero,  che  è a- 
ranti  la  quarta  virgola  del  proposto  , e progredite  innanzi 
collo  stesso  metodo. 
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Se  poi  volete  la  radice  terza  per  approssimazione  da  un 
intero,  fissate  il  decimale  dell’ approssimazione,  cioè,  che  debba 
essere  la  radice  minore  di  una  frazione,  che  sia  t unità  divisa 
dall’unità  con  un  dato  numero  di  zeri.  Aggiungete  al  numero 
proposto  il  triplo  di  questi  seri,  e dal  numero  risultante  estraete 
la  radice  intera  prossima.  In  questa  da  dritta  a sinistra  se- 
parate con  una  virgola,  o punto  tante  cifre,  quanti  sono  i zeri 
nel  denominatore  della  frazione,  che  avete  fissata  per  V ap- 
prossimazione. 

Finalmente  per  estrarre  la  radice  tersa  da  una  frazione 
moltiplicate  il  suo  numeratore,  e denominatore  pel  quadrato 
del  denominatore , con  questo  il  denominatore  diventerà  u»  cu- 
bo, quindi  dovrete  estrarre  la  radice  dal  nuovo  numeratore, 
e dividerla  per  il  denominatore,  che  è la  radice  terza  del  nuovo 
denominatore . 

Che  se  dal  nuovo  numeratore  estrarrete  la  radice  ter- 
za per  approssimazione  coi  decimali,  la  radice.,  che  otter- 
rete sarà  minore  della  vera  di  una  frazione,  il  di  cui  nu- 
meratore  é l’unità  , ed  il  denominatore  è il  denominato' 
re  della  frazione  data  seguita  da  tanti  zeri,  quaute  cifre 
decimali  si  saranno  separate  nella  radice  trovala  dal  nu- 
meratore. 

159.  Dalli  metodi  dati  per  l’estrazione  della  radice  se- 
conda, e terza  dai  numeri  (§.42,  1 58.),  e dal  metodo  dato 
(§.  1 54.)  per  l’estrazione  di  una  radice  qualunque  da  un 
polinomio,  si  ricavano  quelli  per  estrarre  le  radici  d’un 
grado  qualunque  dai  numeri. 

160.  Sia  da  cstrarsi  la  radice  quarta  da  un  numero. 
Si  stabiliranno  le  solite  proposizioni. 

Primo.  La  quarta  potenza  tCun  numero  di  una  sola  cifra 
non  può  avere  più  di  quattro  cifre,  perchè  il  9 nella  quarta 
potenza  ne  dà  quattro. 

Secondo.  Quattro  volte  il  cubo  delle  decine  nelle  unità  non 
può  dare  meno  di  1000.,  che  è il  cubo  di  10. 

Terzo.  La  quarta  potenza  delle  decine  non  é inferiore  al 
1 0OOOj  che  è la  quarta  potenza  di  10. 
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Proponendosi  ora  un  numero  da  estranisi  la  radice 
qnarta,  dalla  prima,  c terza  proposizione  si  ricaverà,  che 
le  sue  cifre  si  debbono  dividere  con  virgole  a quattro  a 
quattro  cominciando  da  dritta.  Si  estrarrà  la  radice  quar- 
ta dal  numero  avanti  la  prima  virgola,  per  avere  la  pri- 
ma cifra  della  radice.  Si  farà  la  quarta  potenza  della  ra- 
dice trovata,  si  sottrarrà  dal  detto  numero  , da  cui  si  é 
estratta,  ed  accanto  al  residuo  si  caleranno  le  quattro  cifre 
innanzi  la  seconda  virgola;  e dalla  seconda  proposizione  si 
ricaverà,  che  si  debbono  separare  da  tutto  il  numero  risul- 
tante le  tre  cifre  a dritta  , perchè  dovendosi  dividere  il 
detto  numero  per  quattro  volte  il  cubo  delle  decine  tro- 
vate , questo  non  si  può  trovare  che  tra  le  migiiaja  del 
nostro  numero.  Fatta  questa  divisione  si  scriverà  il  quo- 
to nel  posto  della  radice,  appresso  alla  trovata,  e fatta  la 
quarta  potenza  di  tutta  la  radice  trovata  si  sottrarrà  dal 
numero  avanti  la  seconda  virgola  nel  proposto.  Accanto 
al  residuo  si  scriveranno  le  quattro  cifre  innanzi  alla  terza 
virgola  del  numero  proposto,  c separate  con  una  virgola 
le  tre  cifre  a dritta,  il  numero  risultante  a sinistra  si  di- 
viderà per  quattro  volte  il  cubo  della  radico  trovata.  Si 
proseguirà  innanzi  l’operazione  nel  modo  tenuto. 

161.  Sia  ora  da  cstrarsi  la  radice  da  un  numero. 
Si  stabiliranno  le  tre  proposizioni. 

I.  La  potenza  nma  d'uri  numero  di  una  sola  cifra  non 
può  dare  più  di  n cifre.  Ciò  si  vede  chiaro,  perchè  la  se- 
conda potenza  di  9 è 81,  cioè  colla  seconda  potenza  si  ò 
cresciuta  una  cifra.  Se  ora  di  nuovo  si  moltiplicherà  per  9 
se  ne  crescerà  un’altra,  e così  di  seguito;  quindi  piutto- 
sto nella  potenza  nma  di  9 astrattamente  parlando  vi  può 
essere  una  cifra  di  meno  di  n cifre,  che  una  di  più. 

II.  Se  si  prenda  n volle  la  potenza  (n  — 1)",a  delle  de- 
cine nelle  unità,  non  si  potrà  avere  un  numero  minore  di  quel- 
lo j che  è espresso  dall’unità  con  n — 1 zeri ; perchè  la  po- 
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tenza  (n — 1)*°  di  10,  che  è la  più  piccola  decina,  dà  l'u. 
nità  seguita  dà  n — 1 zeri. 

III.  La  potenza  n"'a  delia  decina  non  può  essere  inferiore 
al  numero  espresso  dall1 unità  seguita  da  n zeri ; perché  la  più 
piccola  decina,  che  ó il  10  elevata  ad  n dà  appunto  que- 
sto numero. 

162.  Se  ora  si  deve  estrarre  la  radice  nma  da  un  nu- 
mero, o questo  ha  più  di  n cifre  , o non  ne  ha  più.  In 
questo  secondo  caso  si  faranno  le  nme  potenze  dei  uumcri 
d'una  sola  cifra  cominciando  dall'unità,  ed  il  risultamenlo, 
che  sarà  il  più  vicino  ai  numero  dato  indicherà  la  cifra, 
che  sarà  la  radice  prossima  n’"a  del  detto  numero. 

163.  Se  poi  questo  numero  abbia  più  di  n cifre  si  dirà, 
che  la  sua  radice  ha  più  d’una  cifra,  dunque  ha  decine,  ed 
unità.  Si  deve  separare  nel  numero  proposto  la  parte,  che 
sia  la  potenza  nma  delle  decine,  questa  non  può  essere  infe- 
riore ad  1 seguito  da  n zeri,  dunque  si  dovrà  trovare  nella 
parte  del  numero  proposto  , che  ha  a diritta  n cifre;  si 
separino  dunque  queste  n cifre  con  una  virgola.  Se  il  nu- 
mero a sinistra  abbia  più  di  n cifre  collo  stesso  ragiona- 
mento se  ne  separeranno  le  n a dritta,  e così  di  seguito, 
finché  le  cifre  innanzi  la  prima  virgola  siano  di  numero 
non  superiore  alla  n. 

Si  estrarrà  la  radice  da  questo  numero,  c si  scriverà 
nel  luogo  della  radice , c poi  fattane  la  potenza  n”,u  si 
sottrarrà  dal  detto  numero  innanzi  la  prima  virgola,  ed 
accanto  al  residuo  si  caleranno  le  n cifre  dopo  questa  vir- 
gola. Si  farà  la  potenza  (»  •—  1 )ma  della  radice  trovata  , 
che  è numero  di  decine,  si  moltiplicherà  per  n,  c per  il 
numero  risultante  si  dovrà  dividere  quello,  che  é al  po- 
sto del  residuo.  Ma  per  la  seconda  proposizione  la  poten- 
za (n — 1)ma  delle  decine  non  può  trovarsi  in  un  numero  che 
sia  inferiore  all’unità  seguita  da  n — 1 zeri,  dunque  nel 
detto  numero  al  posto  del  residuo  si  dovranno  separare 
con  uua  virgola  le  n — 1 cifre  a dritta  , e la  indicata 
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divisione  si  dovrà  eseguire  ne!  numero  a sinistra  della  vir- 
gola. Il  quoto  della  divisione  si  scriverà  nel  luogo  della 
radice  dopo  la  trovata  ; e della  radice  risultante  si  farà 
la  potenza  nma , ed  il  risultamcnto  si  sottrarrà  da  lutto  il 
numero,  che  è avanti  la  seconda  virgola  segnata  nel  nu- 
mero proposto.  Si  conosce  poi  come  si  dovrà  proseguire 
l’operazione. 

164.  Se  si  voglia  la  radice  nma  prossima  di  un  dato 
numero  per  mezzo  dei  decimali,  si  fisserà  il  limite  dclfap- 
prossimazionc,  che  sarà  l’unità  divisa  per  l’unità  seguita 
da  un  numero  m di  zeri.  Si  aggiungeranno  mn  zeri  al  nu- 
mero dato,  e da  questo  si  estrarrà  la  radice  prossima  nma 
in  interi.  In  questo  numero  poi  da  dritta  a sinistra  si  se- 
pareranno m cifre  , e si  segnerà  una  virgola  , ed  il  nu- 
mero risultante  differirà  dalla  giusta  radice  nma  doman- 
dala di  meno  della  frazione  fissata , che  ha  per  numera- 
tore l'unità,  o per  denominatore  l’unità  seguita  da  m zeri. 

Si  sono  aggiunti  mn  zeri  al  numero  dato , perchè  se 
si  estraesse  la  radice  seconda,  terza  cc.  si  dovrebbero  ag- 
giungere 2m,  3m  cc.  zeri.  Si  sono  separati  nel  risultamcnto 
m cifre  a sinistra,  perchè  il  detto  risullamento  deve  es- 
sere diviso  per  la  radice  n",u  della  potenza  nma  dell’unità 
seguita  da  m zeri. 

Che  poi  la  radice  risultante  differisca  dalla  vera  di 
meno  dell’unità  divisa  per  l’unità  seguita  da  m zeri  si  di- 
mostra subito  colla  solita  dimostrazione. 

Sia  a il  numero  dato,  e questo  si  moltiplichi,  e si 

divida  per  (1000  )■  , ove  i zeri  debbono  essere  di 

numero  m.  Da  «(1000  . . .)•  si  estragga  la  radice  nma  pros- 

n 

sima  in  intero,  e sia  r,  avremo,  che  l/"a(l00  . . . . )’  sarà 


compresa  fra  r,  ed  r-f-  1,  ed 


!/"«(  100 

1000. 


Y n 

— , o [/a  sarà 
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dunque  differirà  dalla 


vera  di  meno  di  — — . 

100 

165.  Dai  melodi  dati  per  estrarre  la  radice  d’un  grado 
qualunque  o dall’espressioni  algebriche,  o dai  numeri  si 
ricava  questa  verità  generale.  Non  esiste  metodo  diretto  per 
estrarre  la  radice , perchè  questa  si  conosce  solo  dal  cer- 
care la  quantità , che  elevata  al  grado  della  radice  dà 
quella,  di  cui  si  vuole  la  radice.  Quindi  solo  per  l’inal- 
zaraento  a potenza  v’é  metodo  diretto. 

166.  Dopo  tutto  ciò  sarà  facile  di  estrarre  per  appros- 
simazione la  radice  di  un  grado  qualunque  da  uu  poli* 
nonno. 

Supponiamo,  che  si  voglia  la  radice  nma  del  polinomio 


am-t-mam~'l>-\-m{™  ^ -f-  m(>  X~y  ~ 


ee. 


che  è la  potenza  mma  di  a ■+*  b. 

Secondo  ciò,  che  si  ò detto  si  estrarrà  la  radice  n'"a 

n 

dal  primo  termine  a"’,  che  sarà  [/  am\  poi  si  farà  la  potènza 

U _ 

n’"a  di  [/ani,  si  sottrarrà  da  a"\  e si  scriverà  il  residuo 

n 

mam~'b  ec.  Si  farà  la  potenza  n — 1 di  e moltipli- 

n 

cala  per  n,per  n\/r(am)"-1  si  dividerà  il  primo  termine  tna“-,b 
del  residuo,  ed  il  quoto  si  segnerà  nel  posto  della  radice. 
Si  farà  la  potenza  nma  della  radice  binomia  trovata,  c si  sot- 
trarrà da  tutto  il  polinomio  dato.  Si  farà  la  potenza  (n — 1)'”“ 
della  stessa  radice  binomia , e moltiplicata  per  n pel  ri- 
sultamcnto  si  dividerà  il  secondo  residuo  avuto,  e scritto 
il  quoto  nel  luogo  della  radice  si  farà  la  potenza  n",a  della 
radice  trinomia  trovata,  e si  sottrarrà  dal  dato  polinomio! 
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Si  dividerà  il  nuovo  residuo  per  n volte  la  potenza  (n — 1)’"'* 
di  tutta  la  radice  trovata  , ed  il  quoto  si  segnerà  per 
quarta  radice,  c si  proseguirà  così  l’operazione.  Si  tro- 
verà per  risultamelo 


n n /— 1 ] » 

am  -4-  — om_n  6-4-  m~ — - — - am'ln  6 1 


1/  a"-3"  63  ec. 

1 ir 


m 

n 2 


Se  ora  nello  sviluppo  di  (a-4-A)"*  (§.  1 43.)  si  ponga  in  luogo  di 

m la  — avremo  l'espressione  in  simboli 
n 


m m in 

(a  + b)~=  a~+  — a " 
n 


6-4- 


61  + 


m 

n 


- 3 


63  ec., 


che  è lo  stesso  risultamento  antecedente  qualora  ciascuno 
di  questi  esponenti  si  riduca  allo  stesso  denominatore,  e si 
tolgano  i simboli. 

167.  Riunendo  questo  risultamento  con  quello  avuto  nella 
soluzione  del  problema  (fine  p.  199.),  stabiliremo,  che  se 
nello  sviluppo  del  binomio  si  sostituisca  — m ad  m avremo 

lo  sviluppo  in  serie  di  - — 1 , , c se  si  sostituisca  — avre- 

ri  (a  -f-  b)m  n 

fi 

mo  lo  sviluppo  in  serie  di  j/"(a  -4-  b)m.  Quindi  si  dice, 
che  la  forinola  data  dello  sviluppo  del  binomio  (§.  143.) 
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(o  ■+•  b)m  mie  per  I’  esponente  qualunque  intero,  fratto  , 
positivo,  e negativo. 

Ma  diamo  una  dimostrazione  generale  del  binomio  di 
Newton  per  tutti  i valori  dcH’esponcnte. 

168.  Sia  da  trovarsi  lo  sviluppo  di  (x-f-y)'’*,  ove  m è 
qualunque.  In  questa  espressione  fatto  y=rO  abbiamo  af  : 
dunque  lo  sviluppo  deve  essere  composto  di  due  parti,  una 
che  vada  a zero  quando  sia  y=0,  e l’altra  £■’’*,  che  deve  ri- 
manere in  questa  ipotesi  : quindi  quella  parte  deve  essere 
tutta  affetta  di  potenze  positive  di  y;  perché  se  vi  fosse  un 
termine  come  Myr,  che  ha  y con  esponente  negativo,  es- 
sendo questo  simbolo  di  fatto  y=0  ci  darebbe 

simbolo  d’impossibilità.  Non  vi  deve  poi  esser  termine  pri- 
vo di  y perchè  fatto  y = 0,  lo  sviluppo  dopo  x m si  ridur- 
rebbe ad  esso.  Da  ciò  ecco  l’espressione  dello  sviluppo 

(x  •+■  y)m  = x”  -f-  Ay“  -+-  By*  -4-  Cy*  ec. 

Per  A,  B,  C ec.  intendiamo  quantità  dipendenti  da  x solo 
senza  y,  ed  a,  6,  c ec.  sono  esponenti  crescenti  lutti  po- 
sitivi. Le  incognite  sono  questi  coeflicienti,  ed  esponenti. 
Incominciamo  a determinare  a,  ed  A.  Arrestiamoci  perciò 
ai  due  primi  termini.  Abbiamo  dunque 

(a)  (x  -4-  y)”  Ay"  ec. 

Si  ponga  nel  primo,  e secondo  membro  x -4-  z in  luogo 
di  x.  Il  primo  diverrà  (x  -4-  y -4-  z)m.  Andando  al  secon- 
do x"1  ci  darà  (x  -4-  z)m  , che  sviluppato  come  (x  ■+■  y)m 
darà  xm  -4-  A;",  ed  altri  termini,  nei  quali  gli  esponenti 
di  z saranno  maggiori  di  a.  Si  faccia  la  stessa  sostituzione 
di  x -4-  z in  luogo  di  x in  A.  Se  dopo  la  sostituzione  si 
facesse  z = 0 si  dovrebbe  avere  A:  dunque  lo  sviluppo 
di  A per  quella  sostituzione  deve  essere  composto  di  due 
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parli,  l'una  tutta  affetta  di  potenze  positive  di  z,  l’altra  la 
A stessa,  a cui  si  riduce  la  serie  nell'Ipotesi  di  s =>  0 : 
quindi  per  la  detta  sostituzione  A diverrà  A -+-  k'za'  cc.: 
dunque  ponendo  questi  valori  nell’equazione  di  sopra  sarà 

(A)  (a?  -4-  y z)m  =*  x"  -4-  Ajs“  -4-  Aya  ■+■  kk'za'ya  ec. 

Nella  stessa  equazione  (a)  si  ponga  y 4-  i invece  di  y , 
avremo 

(R)  (x  -4-  y -4-  z)m  = i"  + A(y  -+-  s)a  ec. 

Nelle  equazioni  (A) , (B)  si  ponga  y =*  z avremo 

(x  -4-  2 y)m  =.  x”  ■+•  2Ay“  -4-  kk'ya+a'  ec. 

( x -4-  2y)m  = x™  ■+■  k2aya  ec. 

I secondi  membri  sono  uguali,  anzi  a causa  di  y qualunque 
sono  identici  (A.  G.  §.  51.):  dunque  dalle  nostre  equazioni 
abbiamo  il  termine  2Aya  indenlieo  ad  A2aya  ; ciò  non  può 
essere  se  a non  sia  = 1.  Si  sono  uguagliali  questi  termi- 
ni, perchè  nelle  due  serie  gli  altri  termini  hanno  esponen- 
ti più  grandi. 

Con  ciò  la  formola  generale  dello  sviluppo  diventa 
(x  -H  yY  = -4-  Ay  -4-  ByA  -4-  Gy'  -4-  Dy'1  cc. 

Determiniamo  A.  Abbiamo 

dunque 

x'^1  -4-  ^ -4-  Ay  -4-  ByA-4-Cy  cc. 
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dividendo  ambedue  i membri  per  xm  sarà 

V 


(•+£)" 


Ay  Byfl 

1-4-  — -4- ec. 

x"‘  x” 


\y  A y 

Ora  il  secondo  termine  — =*  — — . — . Facendo  dunque 
xm  x m~l  x 

y 

in  ambedue  i membri  — sarà 

x 


{1  -4-  zV"  sa  1 -4 s ec, 

' ' xrn~l 


1 GO.Qui  si  vede  che  il  primo  membro  è indipendente  da  Xj 
dunque  lo  deve  essere  auchc  il  secondo,  dunque  tutti  i coeffi- 
cienti di  z e delle  sue  potenze  debbono  essere  indipendenti 
da  x : quindi  generalmente  parlando  debbono  dipendere  da 
m,  perché  nel  primo  membro  non  vi  è che  s, ed  m.  Una  quan- 
tità dipendente  da  un’altra  dicesi  funzione  di  questa  : perciò 
A 

il  coefficiente  di  * si  dirà  funzione  di  m,  e si  espri- 

mera,  come  è uso  presso  gli  algebristi,  per  fm  ; avremo 
dunque  (1  -4-  z)m  = 1 ec.  Se  m si  cambi  in  n sarà 

(1  s)a  «=  1 ■+•  fnz  ec.  Moltiplicando  ambedue  queste 
equazioni  fra  loro,  c non  ritenendo  ebe  il  termine  molti^ 
plicato  da  s sarà  (1  -+-  <=  1 ec.  Ma  se 

nell’  equazione  (1  -4-  z)m  =s=  1 -4 - fmz  ec.  si  ponga  m -4-  n 
invece  di  m abbiamo  (1  -4- — 1 -4-  «)-  ec.  I 

due  secondi  membri  di  queste  equazioni  dovendo  essere 
identici  sarà  -4-  n)  = fm  -4- fn.  Si  ponga  in  questa 
equazione  in  -4-  r in  luogo  di  r , ed  avremo 

f(m  ■+■  n -4-  r)  «=/(m  -4-  r)  -4 -fn  «= 

(ponendo  il  valore  antecedente  di  f[m-\-n)  ) 

fm-hfn+fr,  , .. 
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cd  in  genere 

firn  + n+r+s....)  =/ìn  -4-/n  +/r  -4-/*  4-  ec. 


Sapponendo,  che  m,  n , r ec.  essendo  di  numero  a siano 
uguali  fra  loro  sarà  f[am)  «=  afm. 

170.  La  quantità/] am)  è tale,  che  non  varia  se  vi  si  cam- 
bia a in  m,  o m in  a,  ossia,  come  si  dice,  fam)  é fun- 
zione simmetrica  di  queste  due  quantità  : tale  dunque  devo 
essere  ancora  il  secondo  membro  afm , dunque  <fm=.nfa. 


.fm  fa  ....  , fm  . . , , 

ed  — = — : da  ciò  si  ricava,  che  — è tale  che  non  si 


scambia  se  vi  muta  la  quantità  m in  un’altra  qualunque  a; 
dunque  è indipendente  da  m ; esprimendola  dunque  con 
b sarà 


— = b , fm  — bm  : dunque  (1  -4-  «)"*=  t -+-  Im:  ec. 

n 


Manca  ora  di  trovare  la  b.  Si  supponga  in  questa  equazione 
m=a1,  sarà  1 + * = 1 ^ 4z  ce.  : dunque  b = 1 , e ciò 
per  qualunque  valore  di  m,  perchè  m è indipendente  da  b. 
Abbiamo  dunque  generalmente 

(1  -4-  x)m  = 1 -4-  tnz  ec. 

V . 

Moltiplicando  tutto  per  j e ponendo  — invece  di  e, 
avremo 

(C)  (x  -4-  y)w  di"  + mx”“'  y -4-  B yb  -4-  Cyc  -4-  D yd  ec. 

171.  Da  ciò  si  trae  la  conseguenza  , che  se  nell’e- 
spressione x"*  si  pone  x -4-  y invece  di  x,  il  coefficiente 
dell’incremento  y si  ottiene  dalla  stessa  x'"  facendo  pas- 
sare l’esponente  per  coefficiente,  e diminuendo  poi  l’espo- 
nente stesso  di  una  unità.  Questo  coefficiente  si  chiama 
la  derivala  di  z"  : dunque  la  derivala  di  yh  sarà  byb  ~ * , 
quella  di  yf  sarà  cyc'1. 
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172.  Andiamo  a trovare  gli  altri  coefficienti  ed  espo- 
nenti della  serie  superiore.  Per  giungere  a ciò  stabilisco, 
che  la  derivata  (x-+-y)”  è la  stessa  sia  che  si  supponga  cre- 
scere di  ( la  r,  o la  y , il  che  si  esprime  dicendo,  che  la 
derivala  di  (x  -+■  y)m  rispetto  la  x,  è la  stessa  che  la  sua 
derivata  rispetto  la  y.  Ciò  è chiaro  perché  in  (x-t-y)m  le 
due  x,  y entrano  dello  stesso  modo. 

Ma  si  può  anche  dimostrare.  NelFequazionc 

(x  -by)n  — x”-h  mi*"1  y ec. 

Si  muti  la  y in  x sarà 

(x  >4-  *)”•  = x™  •+•  dix”'1  z ec. 


Vi  si  ponga  poi  x + y invece  di  x,  ed  avremo 


(x  •+■  y -t-  z)m  <=  (x  y)m  m(x  -f.  y)m~'s  ec. 


La  m(x  ■+.  y)m~'  é il  coefficiente  dclFincrcmcnto  z quan- 
do in  (x-+-y)'“  o la  x,  o la  y si  supponga  crescere  di  que- 
sta quantità,  dunque  m(x  •+-y)m~i  è la  derivata  di  (x-4-y)"* 
rispetto  alla  x,  o alla  y.  Prendiamo  l’una,  c l’altra  derivata 
neH’cquazione 


(x  -+-  y)m  = + mxn‘-'y  -f-  By^  -4-  Cyc  <4-  Dyf/cc. 


Riteniamo  generalo  il  coefficiente  nel  secondo  termine,  e 

. j . lit  A-  Olili  ' • 

cosi  avremo  lo  sviluppo 

Btoi  7 •}  <i  ut  •« j -•>  f i.-n|pwni<iiiS)  » ,->?«•  iwfl9<v.  viq  -, 

x"’  4-  Ay  -H  ByA  -+-  Cyc  ■+-  Dyrf  ec. 


Prendiamo  prima  la  derivata  di  tatti  i termini  rispetto  la 
x.  La  x*  ci  darà  nix"*-1,  la  A,  dipendente  da  x,  ci  darà 
una  quantità  A',  che  è il  coefficiente  dell’incremento  di  x, 
che  viene  quando  in  A si  ponga  x-+-s  invece  di  x.  Cosi 
B ci  darà  B'  ; C,  C'  ec.  ; dunque  la  derivata  dell’  esprcs- 
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sionc  supcriore  rispetto  li  x è 

(r)  mx""‘  4-  Ay  4-  B'yA  -4-  Cye  4-  D'y'1  ce. 

Prendiamo  ora  la  derivala  rispetto  y.  La  i"  darà  zero.,  per- 
chè é indipendente  da  y.  La  derivata  di  Ay  e A;  perché 
ponendovi  y- f- z invece  di  y sarà  Ay  4-Az  , ove  è A il 
coefficiente  dell’incremento  z.  La  ByA  ci  darà  per  deriva- 
ta 4By4-',  la  Cye  > e così  del  resto;  dunque  la  de- 

rivata cercata  sarà  tutta  insieme 

A 4-  4ByA_ 1 4-  cCyc~  * 4-  dDyrf" 1 ec. 

Questa,  e la  derivata  (r)  debbono  essere  identiche,  dunque 
abbiamo 

A = , b — 1=1,  e — 1=4,  — 1 = e ec. 

4B  = A j cG  •=  B' , rfD  = C”  ec. 


A = è come  di  sopra  ; A — 1=1  ci  dà  4 = 2, 

A' 

q quindi  4B=A'  dà  B=— Inoltre  e — 1=4,  c=44-1=3, 

z 

B' 

e quindi  da  cC  = B'  abbiamo  C = — : da  d— 1 = e si  ha 


d=»  4.  La  quantità  A'  è la  derivata  di  A;  ora  A,  o mr”-1 

era  la  derivata  di  x”  : dunque  come  mx viene  da  mm 
così  deve  venire  A'  da  mxm~I  : cioè  facendovi  passare  l’e- 
sponente per  coefficiente,  e diminuendo  l’esponente  d’una 

unità  : dunque  A'  =m(m  — 1)x"*_1  : ma  B=  — , dun- 

« 

mlm  — 1)*"-» 
que  B = . 


„ tn(m  — 1)x"*_a 

La  B'  è la  derivata  di  B o di  dun- 


que si  dovrà  trovare,  come  si  è trovata  la  derivata  di  x"’; 
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, , m(m  — 0 , , B' 

4 sarà  dunque  B = — - — (m  — 2)xm~3  ; ma  G — -, 

* 3 

, ( m — 1 ) ( m — 2)  , 

dunque  C = m - x”"3:  nello  stesso  mo- 

2 3 


do  avremo 


p_  J— 1)(— 2)  «»-») 

2 3 4 


Sostituendo  questi  valori  nella  formola  (C)  sarà 


. (m-1)  (m-1)  (m-2)  , 

«=  xrn- f-mx""1  y-f-m -+-  m — — ' - x"-3^  ec. 

2 2 3 


173.  Essendosi  supposta  qualunque  la  m,  si  vede,  che 
Io  sviluppo  dimostrato  di  (j  + y)"  vale  per  un  valore 
qualunque  dell’esponente  m ; quindi  abbiamo  generalmente 
provato  la  formola  (§.  143.) 

. , (m-1)  , (m-1)  (m-2)  ... 

(a-\-ò)mt=am-+-mam~l b-hm— — am-a4J-t-m— — - — — — a""“363  ec. 

I»  <6  ó 

174.  Il  secondo  membro  di  questa  uguaglianza  si  dice  lo 
sviluppo  in  serie  di  (a  -h  b)m  , perché  per  sviluppo  in  serie 
di  una  espressione  qualunque  s’intende  il  valore  dell’espressio- 
ne dato  in  tanti  monomii.  La  serie  è finita,  o indefinita  se- 
condo ché  questo  numero  di  monomii  é limitato,  o illimi- 
tato. Se  nell’espressione  di  sopra  la  m sarà  intera  positiva 
la  serie  di  (a  -+-  b)m  sarà  finita  , perché  quando  dal  suc- 
cessivamente togliersi  uno  in  ciascuno  determini  dall’espo- 
nente m di  a saremo  giunti  ad  uno,  avremo  il  penultimo 
termine.  Se  poi  la  m sarà  negativa,  ovvero  una  frazione, 
poiché  da  quella  successiva  sottrazione  dell’  unità  non  si 
potrà  mai  avere  uno  , non  potremo  trovare  il  penultimo 
termine. 

175.  La  serie  si  dice  anche  convergente , o divergente ■ Si 
dice  divergente  quando  i valori  de’suoi  monomii  vanno  suc- 

A.c.  1 5 
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ccssivamcntc  crescendo;  si  dice  convergente  quando  vanno 
decrescendo;  e la  divergenza,  c convergenza  sarà  tanto  più 
grande  quanto  più  cresceranno,  o decresceranno  i succes- 
sivi monomii. 

176.  Si  deve  cercar  sempre  di  rendere  la  serie  conver- 
gente, e più  che  si  può,  perché  in  tal  caso  con  pochi  suoi 
primi  termini  si  ottiene  il  valore  della  data  espressione  suf- 
ficientemente prossimo  al  vero  : si  chiama  la  serie  conver- 
gente., perchè  alcuni  suoi  primi  termini  convergono  verso 
il  giusto  valore  della  serie  stessa,  o delia  quantità  svilup- 
pata in  serie. 

177.  Lo  sviluppo  dato  di  (a-4-é)M  serve  per  svolgere 
in  serie  una  frazione  se  la  w è negativa,  cd  un  radicale 
se  è fratta. 

1 78.  Per  farne  uso  più  comodamente  si  può  il  detto  svi- 
luppo presentare  sotto  altra  forma.  Osservandolo  si  vede, 
che  ogni  termine  si  trova  tutto  intero  nel  termine  seguen- 
te. Così  il  primo  termine  a”  è tutto  in  ma”-1  b , pcr- 

b „ 

chè  questo  si  può  rappresentare  con  ma’" — . Cosi  ancora 

b , 

questo  secondo  termine  ma”  — si  trova  nel  terzo 


m 


ma' 


tm-lì  , , (m- 1 ) b1 

\ : a”-*  b*  , che  si  riduce  ad  m — — a,” — , o ad 

2 2 oJ 

- JL  . È-.  Parimente  questo  termine  è nel  quarto 


K^)a„.3Aj>  chc  ò j0  stesso  che  mf~p  , 


(m-1)  b * (m-3)  b 

o m —-a"’  — • — r ■ 

2 a*  3 a 

179.  Se  dunque  si  esprima  con  A,  B,  C ec.  il  primo, 
il  secondo,  il  terzo  ec.  termine  dello  sviluppo  di  [a+b)m, 
e per  q il  quoto  del  secondo  termine  del  binomio  diviso 
. b 

pel  primo,  cioè  — , potremo  porre 
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. , . m — 1 „ . m—  2 _ m — 3 _ 

(A)  (a+t>)m=an'-hm\q-i — — B q + — — C q -t — Dj  ec.  , 


ove  si  vede,  che  in  ogni  termine  dello  sviluppo  si  è la- 
sciato il  fattore,  che  è tutto  il  termine  antecedente,  ed  in 
sua  vece  si  é posta  una  lettera  dell’alfabeto,  che  nel  po- 
sto che  ha  nell’alfabeto  stesso  indica  il  posto  del  termine 
antecedente,  che  rappresenta. 

180.  Dallo  sviluppo  (A)  si  ricava,  che  la  serie  sarà  con- 

b 

vergente  se  — sara  una  frazione,  e tanto  piu  convergente 
a 

quanto  più  piccola  frazione  sarà  — ,o  quanto  sarà  più  pic- 
ei 

colo  il  secondo  termine  del  binomio  rispetto  al  primo. 

181.  Facciamo  una  applicazione  allo  sviluppo  in  serie 
d’un  radicale  numerico. 

Sia  da  svilupparsi  in  serie  1/^2,  o 2*. É necessario 


di  ridurre  a binomio  il  2;  ma  questo  binomio  deve  ser- 
vire a due  condizioni  : primo,  che  il  secondo  termine  sia 
minore  del  primo,  onde  la  serie  sia  convergente;  secondo 
che  il  primo  termine  sia  tale,  che  esattamente  vi  si  possa 
estrarre  la  radice  seconda.  Infatti  Io  scopo  dello  sviluppo 
in  serie  di  un  radicale  è per  avere  il  suo  valore,  quindi  è 
necessario,  che  nello  sviluppo  svanisca  il  radicale  stesso.  Ora 
nello  sviluppo  (A)  si  vede.,  che  se  am  non  è radicale,  non 
vi  sarà  radicale  in  alcuno  dei  termini  seguenti.  Il  2 si 
ridurrebbe  subito  al  binomio  1 +1  , nel  quale  il  primo 
termine  è tale,  che  vi  si  può  estrarre  la  radice  : ma  il 
secondo  diviso  pel  primo  termine  non  dà  una  frazione  : 
quindi  è meglio  di  fare  2 c=  4 — 2.  In  questa  ipotesi 


, frazione , che  dà  una  convergenza 


b 2 1 

~2 

alla  serie.  Si  può  avere  una  convergenza  maggiore  se  si 
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■ /200 

pone  j/2  = J/  Il  quadrato  prossimo  di  200  è 196, 

la  di  cui  radice  e 14:  dunque 

* 100  y 25 


1/2= 


- 1/(7»  -1-  1). 


Se  si  faccia  a = 7*  , 6=1 


1 • 6 1 . 
« = -5-1  sara  — ==  — ,ed 
2 a 49 


usando  della  forinola  (A)  (§.  179.)  avremo 

(B)  |/2  - si1  2 \7T~  2.4. 7 3 + 2.4. 6. 75  2~4.6.8.77  CC')’ 

la  qual  serie  è molto  convergente,  perché  presi  solamente 


i primi  quattro  termini  avremo  la  frazione 


380299 

268912 


ossia  il  decimale  1.414213,  il  quale  non  differisce  dal  ve- 
ro neppure  d’un  milionesimo. 

Troverete 


1/15=4 


1 1 
■LÀ~~  2X45 


3 

2~4XX 


3 . 5 

2.4.6X47 


facendo  1 5=1 6 — 1.  La  nostra  serie  é convergente,  perché 

1 31 

presi  i soli  due  termini  4 abbiamo — =3.875,  che 

8 8 

non  differisce  dal  vero  neppure  di  tre  millesimi. 

182.  Osservando  la  serie  (B)  ($.  181.)  si  vede,  che  dopo 
il  primo  i termini  vanno  sempre  decrescendo,  ed  hanno  i se- 
gni alternativamente  positivi,  e negativi.  Ora  se  ci  arrestia- 
mo al  termine  negativo  si  commetterà  un  errore  in  difet- 
to, c se  ci  fermiamo  al  termine  positivo  l’errore  sarà  in 
troppo.  Infatti  nel  primo  caso  considerando  i termini,  che 
vengono  appresso  si  vedrà,  che  sono  alternativamente  po- 
sitivi c negativi,  il  valore  però  d’ogni  coppia  sarà  posi- 
tivo a causa  della  serie  convergente  , per  cui  il  termine 
antecedente  é maggiore  del  seguente  : dunque  fermandoci 
ad  un  termine  negativo  si  trascura  una  quautità  seguente 
positiva,  quindi  l’errore  é di  difetto;  si  proverà  facilmente 
l’errore  in  troppo  nel  fermarci  ad  un  termine  positivo. 
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LOGARITMI 
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«AVO  »!!«• 

NATURA  DE’LOGARITMI,  E LORO  ESO- 


1 - iNelIa  teoria  delle  progressioni  geometriche  una  delle 
due  forinole,  che  collegava  i loro  elementi  principali  era 
(A.  G.  $.  179.) 

u =■  aqn~1  , 

ove  a esprime  il  primo  termine  della  progressione,  u l’ul- 
timo, q la  ragione,  cd  n il  nnmero  determini.  Se  si  pro- 
ponesse il  problema.  Trovare  il  numero  determini  d’una  pro- 
gressionii,  che  abbia  per  primo  termine  a , per  ultimo  u,eq 
per  la  ragione , questo  problema  si  risolverebbe  per  mezzo 
della  nostra  equazione,  nella  quale  l’incognita  sarebbe  n. 
Ma  non  abbiamo  mezzi  per  trovare  il  valore  dell’incognita 
cosi  collocata. Abbiamo  veduto  nell’Aritmetica,  ed  Aritmetica 
generale  come  si  possa  isolare  l'incognita  liberandola  dalle 
cognite  ad  essa  nnite  colle  quattro  operazioni  aritmetiche. 
L’Algebra  é un  trattato  tutto  per  liberare  l’incognita  dal- 
l’esponente, e ciò  colla  estrazione  di  radici;  manca  il  me- 
todo per  abbassare  l’incognita  dal  posto  dell’esponente. 

2.  La  nostra  equazione  u = aqn~l  si  può  porre  sotto 


\ 
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la  forma  qn~l  = — , c facendo  n — 1 — t,  ed  — 
a a 

avremo  qz  = b,  e si  dovrà  togliere  x dal  luogo  dell’espo- 
nente. 

3.  Se  in  ciò  riusciremo  potremo  risolvere  i piu  difficili 
problemi  delle  cosi  dette  annualità,  ed  interesse  composto.  Per 
esempio  i problemi  dell’  interesse  composto  suppongono 
un  capitale,  che  si  tenga  a frutto  un  dato  numero  di  anni 
alla  ragione  di  r ad  uno  per  anno,  e volendosi  lasciare  i 
frutti  annui  nei  capitali,  onde  fruttare  insieme  negli  anni 
seguenti,  si  vogliono  collegati  insieme  questi  quattro  cle- 
menti; capitale  c al  principio  del  primo  anno,  il  frutto  r 
del  capitale  uno,  il  numero  n degli  anni,  ed  il  capitale 
finale  C,  affinchè  cogniti  tre  di  questi  elementi  si  possa  tro- 
vare il  quarto. 

4.  La  formola  domandata  si  ottiene  subito.  Se  uno 
frutta  r , il  capitale  c frutterà  cr  : dunque  alla  fine  del 
primo  anno  fra  capitale  e frutto  si  avrà  c-t-cr,  oc(l-f-r): 
dunque  per  avere  ciò  che  si  ha  tra  capitale  e fruito  al 
fine  del  primo  anno  si  deve  moltiplicare  il  capitale  c al 
principio  del  primo  anno  per  1 -+-  r : quindi  per  avere  il 
capitale  c fruito  insieme  al  fine  del  secondo  anno  si  do- 
vrà moltiplicare  il  capitale  c(1  r)  al  principio  di  que- 
sto secondo  anno  per  1 r,  perciò  sarà  c(t-f-r)1.  Cosi  il 
capitale  e frullo  al  fine  del  terzo  anno  sarà  c(14-r)3,  ed 
alla  fine  dell’anno  nm°  sarà  c{  1 -+•  r)".  Se  dunque  questa 
somma  s’indica  con  C sarà  C = c(1  -+-  r)".  In  questa  for- 
mola quattro  sono  le  quantità,  il  capitale  c al  principio 
del  primo  anno,  il  capitale  C alla  fine  dell’anno  nmo,  que- 
sto numero  di  anni,  ed  r frutto  di  1 in  un  anno  : quindi 
date  tre  di  queste  quantità  si  può  trovare  la  quarta. 

5.  Se  si  volesse  il  numero  degli  anni  si  troverebbe  la 
stessa  difficoltà,  che  nel  problema  ($.  1.),  perché  si  dovrch- 

Q 

be  risolvere  l’equazione  (1  -4-  r)v  — , dove  l’incognita 
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trovasi  nell’esponente.  Se  in  questa  equazione  si  fà  1-+r=a, 

c 

e — = 4,  avremo  ax  = b.  Confrontando  questa  coll'al- 
c 

tra  (§.  2.)  qx=zb  si  vede,  che  si  deve  risolvere  una  stessa 
specie  di  equazione  per  determinare  1’  incognita.  Diamo 
questa  soluzione  in  ax  — b. 

6.  A questo  line  la  detta  equazione  si  elevi  alla  potenza 
m,  essendo  m qualunque,  ed  anche  zero;  avremo  cTx  = bm: 
questa  si  può  porro  anche  sotto  la  forma 

(1  +.  a — I)***  = (1+4-1)»: 

sviluppando  col  supporre  monomii  a — 1,  b — 1 sarà 

1 +mx(a-1)+m^^-1  ^a-.1)H-»*(yy  )(a— 1 )3ec'  “ 

1 -Hn(4— 1 (4— -1  )M“  )(^  1)3  ec-  » 

togliendo  r unità  da  ambe  le  parti,  c poi  dividendo  per 
m sarà 

facendo  m = 0 sarà 

x(a— 1)  — y (a  — I)1  4-  — y (a— I)3 —(a— 1)4  ec.  =* 

b — 1 (6  — 1 )*  4 y (4  — 1 )3 y (i-1)4  ec. 
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e lilialmente 


b — 1 — y (A—1)’  H (A—  I)3 j-(*—  I)4  ec. 

a — 1 — y (o— 1)*  H — («  — I)3 ^-(a— 1)4  ec. 


7.  Per  rendere  convergenti  le  due  serie,  che  costitui- 
scono i due  termini  di  questa  frazione  si  riprenda  1’  e- 
quazionc  a*  = b , e si  estragga  la  radice  ma  da  ambe  le 


parli,  sarà 


(W- 


1 fb\  dunque  l’equazione  antecedente, 


che  proveniva  da  ax  = b può  cambiarsi  in  quesl’aitra 


m 1 , 

i- 

.4 

| ec. 

m 1 /m,  1 

[?o-i 

)- 

P'H 

4 

| ec. 

8.  É chiaro,  che  le  due  serie  saranno  tanto  più  con- 
ni 

vergenti  quanto  più  piccole  saranno  le  differenze  \fb — 1, 

m 

j/  «i — 1 : ora  questa  piccolezza  si  può  ottenere  a piacere, 
perché  la  m è arbitraria  : quindi  da  a,  e da  b si  estrarrà 
una  stessa  radice  cosi  grande,  che  le  differenze  dette  siano 
di  quella  piccolezza,  che  si  voglia;  la  quale  se  sia  tale, 
che  nelle  due  serie  bastino  i primi  termini  , in  tal  caso 
il  valore  domandato  di  x sarà  espresso  dalla  semplicissima 
forinola 

m 


m 

[fa  — - 1 

9.  Affinchè  l’estrarre  la  radice  ma  quando  m è un  poco 
grande  non  riesca  tanto  incomodo,  da  è,  e da  a si  pos- 
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sono  estrarre  successive  radici  seconde  : nel  qual  caso  la 
m sarà  una  potenza  di  2;  quindi  si  sceglierà  per  m una 

tal  potenza  di  2,  che  estratta  la  radice  di  questo  grado 

m m 

da  a,  e da  A le  differenze  | /"b — 1 , |/a — 1 riescano  cosi 
piccole,  che  siano  disprezzabili  le  loro  successive  potenze. 

10.  Nell’equazione  ax  = b si  ritenga  a di  valor  fisso, 
egli  è certo  che  variando  la  x varierà  la  b.  Rappresentino 
dunque  y,  / , y" , y"  i valori  di  b corrispondenti  ad  x, 
x , x",  x"'t  quindi  avremo  I’equazioni  a*  ■=  y,  a*'  = y , 
Q**  = y*>  a1'"  - 

1 1.  Moltiplicandole  si  ha  cc.=y  y'y"y"'ec. 

dunque  al  prodotto  delle  quantità  y,  y',  y" , y"  ec.  corri- 
sponde la  somma  degli  esponenti  x , x' , x>  x"'  ec.  delle 
equazioni  ax  = y,  ax'  = y',  a*"  = y",  ax"'  <=>y'"ec.  dalle 
quali  le  dette  quantità  y , y" , y' , y'"  ec.  si  ottengono 
coU’innalzare  la  quantità  fissa  a ai  detti  esponenti. 

12.  Si  divida  l’equazione  ax  = y per  l’altra  a*'  = y', 

sarà  o*^'  = ~ : dunque  alla  divisione  della  quantità 

y,  y'  corrisponde  la  sottrazione  degli  esponenti  x,  x",  l’uno, 
che  appartiene  al  dividendo,  c l’altro  al  divisore  nelle  due 
equazioni  ax  — y , a*'  = y',  per  le  quali  le  dette  quantità 
y,  y si  ottengono  elevando  la  quantità  fissa  ai  detti  espo- 
nenti. 

13.  Si  elevi  l’equazione  ax  = y all’esponente  m,  e sarà 
amx  = ym  ; dunque  all’elevazione  di  y'  alla  potenza  m cor- 
risponde la  moltiplicazione  per  m dall’  esponente  x , cut 
elevata  la  quantità  fissa  a ci  dà  la  stessa  y. 

14.  Si  estragga  la  radice  mma  nell’equazione  ax  = y, 

m m m * 

e sarà  ax  = \fy  : ma  invece  di  | fa?  si  può  porre  a*  : 

f_  ut 

dunque  a"*  =»  |/"y  : dunque  all’  estrazione  della  radice 
mma  da  y corrisponde  la  divisione  per  m del  suo  espo- 
nente x nell’equazione  ax  = y. 
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15.  Nel  5-  8.)  abbiamo  dato  ia  forinola, per  la  quale 
cogniti  a,  b nell’  equazione  ax  =»  b si  può  trovare  x.  Se 
dunque  si  fissa  un  numero  a piacere  a,  e per  y si  rappre- 
sentino tutti  i successivi  valori  numerici  dati  a b , onde 
sia  a*  =»  y,  si  potranno  avere  tutti  i valori  di  x,  che  so- 
no gli  esponenti  a cui  successivamente  elevato  il  numero 
fisso  ci  dà  tutti  i successivi  numeri  y. 

16.  É chiaro,  che  se  nell’equazione  a*=y,  y = 0 non 
si  può  mai  soddisfare  all’equazione  ar— 0 , perchè  non  si 
può  trovare  un  valore  di  x per  quantunque  piccolo,  cui 
elevato  un  numero  esistente  dia  zero  di  risultamento. 

17.  Inoltre  se  y sia  l’unità,  all’equazione  ar  = 1 non 
si  può  soddisfare,  che  col  simbolo  a0 , che  per  convenzio- 
ne rappresenta  uno,  onde  zero  è il  valore  di  x , che  con 
una  simbolica  potenza  di  a può  dare  uno. 

18.  Se  y » a per  soddisfare  adequazione  a*  = a si 
deve  prendere  x = 1 . 

19.  Per  a poi  non  si  può  prendere  nè  l’unità,  nè  una 
quantità  negativa.  Non  1’  unità  , perchè  questa  elevata  a 
qualunque  esponente  non  può  dare  che  uno,  e non  tutti 
numeri  come  si  vuole. 

20.  Non  si  può  prendere  poi  per  a un  numero  nega- 
tivo, perchè  con  un  numero  negativo  elevato  alle  succes- 
sive potenze  non  si  possono  ottenere  lutti  i numeri. 

2 1 . Per  ottenere  tutti  i numeri  espressi  da  —,  ove  ad  v 

y 

si  debbono  dare  i successivi  valori,  si  debbono  prendere 
per  x successivi  valori  negativi,  perchè  fatto 

x = — 1 , x =>  — 2,x=a  — 3 ec.,  ar1  , a~* , <r3  ec. 

t 

sono  simboli  di 

— , — , -V  ec.  valori  di—  . 
a a*  a3  y 


Digitized  by  Google 


235 


Infatti  da  a'—y,  abbiamo 

11.  1 
■ — — — ossia  a~x  — — . 
ar  y y 

22.  Se  dunque  in  ax  = y si  fissi  il  numero  a,  dati 
alla  y tutti  i successivi  valori  interi  e fratti,  coll’equazio- 
nc  (§.  8)- 

m 

X =3 

m 

l/"a  — 1 

si  calcoleranno  i corrispondenti  valori  di  x.  Ciò  eseguito  si 
faccia  un  catalogo  di  due  colonnc;in  una  colonna  si  scrivano  i 
numeri  y, e nella  seguente  i corrispondenti  valori  di  x.  Que- 
sto catalogo  sarà  utile  per  ridurre  primo  l’operazione  della 
moltiplicazione  a quello  di  somma.  Infatti  nel(§.1  1.)  si  è ve- 
duto, che  ai  numeri  y,  y',  y',  y‘" corrispondendo  gli  esponenti 
x , x\  x\  x"\  al  lero  prodotto  corrisponde  x-^-x'-\-x'-^~x"'  : 
dunque  dati  a moltiplicarsi  i numeri  y,  y',  y",  y si  cerche- 
ranno questi  nella  prima  colonna  del  nostro  catalogo,  e nella 
colonna  seguente  si  troveranno  gli  x , x cc.  corrispondenti; 
questi  si  sommeranno  , e la  somma  si  cercherà  nella  se- 
conda colonna;  è chiaro  che  il  numero  accanto  nella  pri- 
ma essendo  il  valore  di  y y'  y'  y ",  questo  sarà  il  prodot- 
to domandato,  ottenuto  con  una  semplice  somma. 

23.  Se  si  desse  a dividere  y per  y' , trovali  questi 
Della  prima  colonna  si  vedranno  nella  seconda  colonna  gli 
x , x'  corrispondenti;  si  sottragga  il  secondo  dal  primo  o 

la  differenza  x — x corrisponderà  a 4-,  (§•  1 2.),  corrispon- 
derà allo  stesso  tempo  al  numero  accanto  nella  prima  co- 

y 

lonna;  quindi  questo  numero  sarà  il  valore  di  -r,  ottenuto 
colla  sottrazione. 

24.  Nell’  estrazione  della  radice  mma  da  y , basta  di- 
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videre  per  m l’esponente  x,  che  si  trova  corrispondergli 

X 

nella  seconda  colonna  (§.  14.),  e trovare  il  quoto — nel- 

YtX 

la  stessa  colonna,  chè  il  numero  che  gli  é accanto  nella 
prima  sarà  la  radice  domandata. 

25.  Dovendosi  elevare  y alla  potenza  m si  moltiplicherà 
per  m il  valore  x (§.  13.),  che  gli  si  trova  accanto  nel- 
la seconda  colonna,  ed  il  prodotto  cercato  nella  stessa  co- 
lonna ci  darà  nel  numero,  che  gli  corrisponde  nella  prima, 
la  potenza  rnma  domandata  di  y. 

26.  Questi  esponenti  x calcolati  dall’equazione  ax  = y 
sono  dunque  di  un  gran  vantaggio  , perchè  riducono  le 
operazioni  aritmetiche  più  complicate  alle  più  semplici.  La 
moltiplicazione  si  riduce  alla  somma;  la  divisione  alla  sottra- 
zione, l’elevazione  a potenza  alla  moltiplicazione,  ed  il  più 
delle  volte  di  piccolo  moltiplicatore;  l’estrazione  di  radice 
alla  divisione,  spesso  di  piccolo  divisore. 

27.  A causa  dell’  uso  frequente  , e molto  comodo  di 
questi  esponenti  x nell’  equazione  ax  = y si  distinguono 
con  un  nome.  Gli  esponenti  x si  chiamano  i logaritmi  dei 
numeri  corrispondenti  y,  ed  a si  dice  la  base  dei  logaritmi. 

28.  Dalla  delta  equazione  si  ricava , che  il  logaritmo 
d’un  numero  è l’esponente  a cui  elevato  un  numero  fisso , o la 
base  dà  il  numero  stesso.  La  base  dei  logaritmi  è il  numero, 
che  si  fissa  per  elevarlo  a tutte  le  possibili  potenze,  onde  ot- 
tenere tutti  i possibili  numeri. 

Se  si  fissa  per  base  per  es.  il  numero  4,  i logaritmi  di  1 6, 
e 64  faranno  2,  e 3,  perché  4J=16,  43=64. 1 logaritmi  di 
1 5 

2 e 32  sono  —,  e — , perché 

It  Jt 

i_  5 

42  — l/"4  <=  2 ; 41  = l/irj  = 25  = 32. 
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1 logaritmi  di  — di  — sono  — 2 , — 3 , perchè 
1 6 64 

1=3  4*  “ 16  ’ “ 43  64  ' 

29.  Per  esprimere  che  x è il  logaritmo  di  y si  scrive 
a:  = log.  y:  quindi  nei  casi  antecedenti 

2 = log.  16,3=  log.  64;  4 = log.32  ; - 3 = log.l. 

Se  avendo  espresso  con  log.64  il  logaritmo  di  64  nella 
base  4,  si  volesse  indicare  il  logaritmo  di  64  nella  base 
2,  si  dovrebbe  variare  l’indice  log. , e scrivere  per  esem- 
pio Log.64,  o 164,  o L64.  Così  si  scriverebbe  per  la  base 
4,  3 = Log.64  ; e per  la  base  2,  6 «=  log.64.  E si  deve 
stabilire,  che  Cariando  la  base  variano  i logaritmi  degli  stessi 
numeri. 

30.  Dal  (jtj.  17.)  si  ricava,  che  in  qualunque  base 

Log.1  «=  0 ; 

cioè  in  una  qualunque  base  il  logaritmo  dell'unità  i zero. 
Dal  ($.  18.) 

Log.a  <»  1 , 

cioè  il  logaritmo  della  base  preso  nella  base  stessa  è l'unità. 
Dal  (§.  20.),  che  il  logaritmo  d'una  quantità  negativa  è im- 
maginario. 

31.  Dal  (§.  11.)  abbiamo 

+ x>  + x"  + eC.  —,  y y y"  y"  eC  ! 

dunque 

x -+-  x‘  •+•  x"*4- x"  ec.  = Log.  y y y"  y"'  ec.  (o) 
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ma  dalle  equazioni 

= a?  =*  y'  > ax'  — y" , a*'"  — y" 

ricaviamo 

x = Log.y  , x—  Log .y'  , x"=  Log.y",  x'"<=  Log.y'"  ec.; 
dunque  l’equazione  (o)  diventa 

Log.y  y'  y"  y"  cc-  — Log.y  •+■  Log./-|-Log.y"-4-Log.y"/  ec. 

cioè  il  Logaritmo  di  un  prodotto  y y ' y"  y"  ec.  è uguale  alla 
somma  dei  logaritmi  dei  fattori  y,  y\  y",y'"  ec- 

32.  Dal  (§.  12.)  abbiamo 

ax  — y , a**  = y ; ax~x‘  — — . 

y 

Da  questa  si  ha 

Log.l-,  z=x  — x'ì 
ossia  per  la  prima,  c seconda  equazione 
Log.iJ;  ==  Log.y  — Log.y'  ; 

dunque,  il  logaritmo  d"  una  frazione  è uguale  al  logaritmo 
del  numeratore  meno  U logaritmo  del  denominatore. 

33.  Dal  (§.  13.)  abbiamo  amx  = ym,  essendo  a*=  y: 
dunque  dalla  prima  mr.=  Log.y1"  : ma  dalla  seconda  ab- 
biamo x ~ Log.y  : dunque  sostituendo  nclPantccedcnte 

Log.y"  ss  m Log.y  : 

dunque  il  logaritmo  di  una  potenza  è uguale  al  logaritmo 
della  quantità  elevata  a potenza  moltiplicato  pel  suo  esponente. 
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34.  In  ultimo  si  sono  avute  (§.  14.)  le  due  equazioni 

— ^ LiOjr.v 

or=y,  ed  am  dunque  Log.y'y  = — = — — : 

m m 

quindi  il  logaritmo  cfuna  radice  è uguale  al  logaritmo  della 
quantità,  da  cui  si  deve  estrarre  la  radice  diviso  per  l’espo- 
nente della  radice. 

35.  Quantunque  (§.  29.)  al  variare  della  base  per  uno 
stesso  numero  debbano  variare  i logaritmi,  pure  calcolati  i 
logaritmi  di  tutti  i numeri  in  una  data  base,  o come  si  dice 
avendosi  un  sistema  di  logaritmi  per  una  base,  si  possono 
ridurre  ad  un’altro  sistema  per  un’altra  base,  e ciò  col  mol- 
tiplicarii per  una  quantità  fissa. 

36.  Siano  due  basi  a,  b,  e nella  base  a siano  noti  i lo- 
garitmi x dei  numeri  y,  e si  vogliano  i logaritmi  x degli 
stessi  numeri  y nella  base  b.  Avremo  dunque  ox=y,  bx'<^y: 
dunque  ax~bx'\  prendendo  in  ambedue  i membri  di  que- 
sta equazione  i logaritmi  cogniti  nella  base  a sarà 


Log.a*  ==  Log.Ax/ , 
ma  (§.  30.)  Log.a  - 

x = x Log .b  , 


ossia  <§.  33.)  xLog.«=>  x'Log.A  : 

V 

1 ; dunque 


ed  x ■ 


x 

Log.ó 


1 

Log.* 


dunque  i logaritmi  x'  nella  base  b si  ottengono  dai  loga- 
ritmi x noti  nella  base  a moltiplicando  questi  per  la  fra- 
zione costante  — . : questa  frazione  si  chiama  modulo 
Log  .b 

del  sistema  de’logaritmi  della  base  a per  avere  il  sistema 
della  base  b.  Dunque  il  modulo  è una  frazione,  che  ha  per 
numeratore  l’unità,  e per  denominatore  il  logaritmo  della  nuo- 
va base,  logaritmo  preso  nel  sistema  della  base,  che  si  deve 
modificare. 


Digitized  by  Google 


240 

37.  Se  y = a avremo  a*  =»  a , b*'  <=•  a ; dalla  prima 
sarà  x ==  1,  e dalla  seconda  x‘  = log.»,  indicando  con 
log.  i logaritmi  nella  base  6.  Facendo  queste  sostituzioni 

OC  1 

in  x'  = avremo  log.a  = = ,,  e log.a  Log .b  =1  : 

Log.ò  Log.ó 

Da  ciò  si  ricava,  che  il  prodotto  dei  logaritmi  di  due  boti , 
futi  logaritmo  preto  nell’altra  bases  è uguale  alV unità. 

38.  La  forinola  per  calcolare  I logaritmi  in  un  siste- 
ma è la  trovata  (§.  22.) 


x 


Log.y, 


m 

Vv  — i 


l fa  — 1 


Questa  formola  si  può  sempliGcare  cosi,  che  sparisca  il  de- 
nominatore, e ciò  scegliendo  una  base  a ciò  acconcia.  Si 
avrà  così  un  particolare  sistema  calcolalo  più  facilmente; 
ma  col  modulo  (§.36.)  si  potrà  con  facilità  ridurre  ad  un 
altro  sistema  qualunque.  Vediamo  dunque  la  semplificazione 
dell'equazione  antecedente. 

39.  Riprendiamo  1’  espressione  (§.  6.)  ponendovi  y in 
luogo  di  b,  ed  avremo 

y — 1 — i-(y— Q.-4-  i-(y— I)3—  -l(y_  1)4  eC. 

c = 

a — 1 — -y(a — !)**+*  y(a— I)3—  j(a  — 1)4  cc.  , 


Si  faccia  A «=»  a — 1 — —(a  — i)J  •+■  — (a  — I)3  cc.  e 

risolviamo  il  problema  ; trovare  un  valore  di  a onde  si 
abbia  A — 1.  , 

Poniamo  a=|(1+a  — 1)"*  Y*  : equazione,  che  evi- 
dentemente sussiste  ; nella  quale  la  m distruggendosi  da 
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se  stessa  può  essere  qualunque,  ed  anche  zero.  Sviluppan- 
do (1  -+-  a — 1)*  poniamo 

(1  4-  a — 1 )"  = 1 + Mm  ■+■  Nm2  cc. 

Facilmente  si  troverà  M = A se  si  sviluppa  (1-4-  a — 1)" 
supponendo  a — 1 un  monomio.  Abbiamo  dunque 

a =3  (1  -+•  Am  Nm2  ec.  )m  = 


(Sviluppando  il  binomio  col  supporre  monomia  la  quan- 
tità A m •+■  Nm2  ec.) 

i .4-  — (Am-t-Nm2  ec.)  -*-  — / 1-— -)  (Am  -4-Nm2ec.)M- 
m m2\  2 / 

+ «c')‘  = 

1 +(A  + Nm  ec.)-*-  (— 2^*)(A  "*"N  m ec)* 
e facendo  m = 0 sarà 

«=1+A  + ^A2+^-3A^2-i-4A«  cc. 


Se  A = 1 sarà 
a 


2 4-1-*.  J cc.  = 2.718281 

2 2. 3 2.3.4 


Questa  base  di  noto  valore,  per  cui  A,  o 

1 

T 


a — 1 — 1 (a  - I)2  1 (a  — ^ ec. 


A-G- 


Ifi 
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ó uno  si  chiama  base  neperiana,  c si  suole  esprimere  coti 
e;  cd  i logaritmi  delle  quantità  si  esprimono  ponendo  in- 
nanzi ad  esse  la  l.  Cosi  Ió  vuol  dire  logaritmo  neperiano  di  b. 

40.  Dopo  ciò  l’espressione  (§.  39.)  diventa 

«=*y— 1 — y (•/  - 1 )M*y(y  — 1 )3  — y (y—  1 )*  ec.  , 
e l’equazione  generalo  nel  nostro  caso  è er*=y.  Estraendo 

x_  m 

in  questa  la  radice  mma  sarà  e”  = , dunque  quan- 

m . x 

do  si  pone  [/~ y invece  di  y si  deve  porre  — invece  di  x : 

quindi  l’equazione  antecedente  diventa 
— = lp^y  = j/y  — 1 — — \y~3—  1 ) -+-  y(l/'y— cc. 
e supponendo  ($.  8.)  estratta  cosi  grande  radice  m"‘a  da 

m 

y , che  i/y  — 1 sia  cosi  piccola  che  basti  il  primo  termi- 
ne della  serie  antecedente,  avremo  semplicemente 

m 

X — ly  e=  m(y y — 1 ) 

formola  semplicissima  per  calcolare  i logaritmi  neperiani. 

41.  Per  mezzo  dei  logaritmi  calcolati  ridotti  in  tavole 
non  solo  si  possono  semplificare  le  operazioni,  come  si  è 
detto  (§.  26.),  ma  si  possono  risolvere  l’equazioni  superio- 
ri (§.  2,  5.),  c le  analoghe  a quelle. 

42.  Nelle  progressioni  geometriche  volendosi  il  numero 
dei  termini  cognito  il  primo,  l’ultimo,  c la  ragione  si  do- 
vrà risolvere  l’equazione  aqx~x  — u.  Prendendo  in  questa 
i logaritmi  sarà 

loyt-'  est  Ili  , 


Digitized  by  Google 


e (§•  31  •)  la  <=  1«  , 

c (S-  33.)  la  -t-  (x  — 1)  \q  = lUl  x==ì  + —~la  . 

k 

basterà  dunque  cercare  i logaritmi  dei  numeri  u , a,  q,  e 
sostituirli  nell’equazione  antecedente,  e si  avrà  x. 

43.  Nei  problemi  d'interesse  composto  (§.  4.)  se  si  vo- 
glia il  numero  degli  anni,  onde  un  capitale  dato  c diventi 
C,  supponendo  r il  frutto  annuo  di  1,  si  dovrà  risolvere 
l’equazione 


c(1  ry  = C. 

Si  prenderanno  dunque  i logaritmi,  e sarà  lc-t-x  l(1-t-r)=IC, 

cd  xJ±Zlc 

1(1  -t-r)  • 

44.  É utile  l’usare  i logaritmi  quando  anche  fosse  dato 
■x,  e ciò  perché  sono  semplificate  le  operazioni  (§.  26.).  In- 
fatti se  si  volesse  la  r nell’equazione  c(  1 r)B  = C:  qua- 
lora si  risolvesse  senza  i logaritmi  si  avrebbe 


n 


dove  si  dovrebbe  estrarre  la  radice  nma  dalla  frazione  — , 

c 

operazione  penosa  un  poco  che  n sia  grande.  All’incontro 
prendendo  i logaritmi  si  avrà 

1(1  r)  = — (|C  — le). 
n 

Si  sostituiranno  i valori  di  1C,  le  trovali  nelle  tavole,  e 
divisa  per  n la  differenza  !C  — le  si  avrà  il  logaritmo 
di  1 — t—  r - Si  cercherà  nelle  tavole  questo  logaritmo  , ed 
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il  numero  accanto  sarà  il  valore  I •+•  r : togliendogli  dun- 
que l’unità  si  troverà  r. 

45.  Se  si  esamina  l'equazione  ax  = y , dalla  quale  si 
calcolano  i logaritmi,  e per  mezzo  di  questi  si  semplifi- 
cano le  operazioni,  e si  risolvono  equazioni , nelle  quali 
•l’incognita  sta  per  esponente,  si  vede  una  nuova  maniera 
di  formare  i numeri  y,  coirelevarc  cioè  una  quantità  fissa 
alle  successive  potenze  maggiori  dell’unità  per  avere  i nu- 
meri maggiori  di  a,  e minori  dell’unità  inclusivamcntc  ai 
negativi  per  avere  i numeri  minori  di  a.  Questa  nuova 
maniera  di  formare  i numeri  semplifica  le  operazioni  più 
complicate  di  moltiplicazione,  divisione,  innalzamento  a po- 
tenza, ed  estrazione  di  radice  , perchè  queste  operazioni 
fatte  sopra  i numeri  y danno  corrispondentemente  somma, 
sottrazione,  moltiplicazione,  e divisione  nei  corrispondenti 
valori  di  x ( $.  22 , 23  , 24  , 25.  ) esponente  di  a , e 
ciò  a causa,  che  questi  numeri  y sono  dati  da  una  poten- 
za, e da  una  potenza  di  quantità  costante.  Infatti  essen- 
do costante  la  a , ad  un  dato  numero  y non  può  corri- 
spondere, che  un  solo  valore  di  x nell’equazione  a*  = y, 
onde  x veramente  rappresenta  y,  e perciò  gli  si  può  so- 
stituire ; e poiché  per  es.  una  elevazione  di  y alla  potenza 
m porta  la  moltiplicazione  di  x per  m,  perciò  come  alla 
y si  sostituisce  la  quantità  rappresentatrice  x,  cosi  all’in- 
nalzamento di  y alla  potenza  m si  sostituisce  la  moltipli- 
cazione di  x per  m. 

46.  Comunemente  nell’aritmetica  si  dice,  che  i numeri 
si  formano  partendo  dall’unità,  ed  aggiungendogli  succes- 
sivamente l’unità.  Ma  cosi  si  hanno  i soli  numeri  interi. 
Si  otterrebbero  tutti  i numeri  fissando  una  quantità  qua- 
lunque a,  e successivamente  aggiungendogli  quantità  cre- 
scenti cominciando  dalla  più  piccola  possibile,  c sottraen- 
dogli successivamente  quantità  sempre  maggiori  comincian- 
do dalla  più  piccola,  e non  oltrepassando  a.  Si  vede  poi 
chiaro  , che  se  a esprime  la  quantità  fissa , x il  numero 
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sempre  crescente,  che  gli  si  aggiunge,  e gli  si  Coglie,  od 
y tutti  i numeri  provenienti,  l’equazione  y = a •+•  x espri- 
me la  maniera  aritmetica  di  formare  i numeri.  Qui  ancora 
essendo  a costante,  un  valore  positivo,  o negativo  di  x non 
dà  che  un  determinato  valore  di  y;  quindi  anche  qui  la 
x rappresenta  la  y , e perciò  gli  si  potrebbe  sostituire  : 
ma  le  operazioni , che  si  facessero  sopra  y sarebbero  le 
stesse  operazioni  sopra  la  x,  ed  anche  più  complicate.  Per 
esempio  ym  equivarrebbe  ad  (a  -4-  x)m  , dove  x parimente 
è elevato  alla  potenza  m,  ed  anche  con  maggior  compli- 
cazione, perchè  formando  con  a un  binomio,  e si  dovrebbe 
elevare  un  binomio  invece  d’un  monomio,  e nello  svilup- 
po s’invilupperebbe  colla  a.  Quindi  il  metodo  aritmetico 
di  formare  i numeri  lascia  le  operazioni  come  sono,  c non 
dà  metodo  per  trovare  l’incognita  quando  sia  nell’esponente. 
Ma  a tutto  ciò  giova  il  metodo  esposto  de’logaritmi,  che 
diremo  metodo  algebraico  di  formare  i numeri;  perchè  co- 
me l'algebra  è quella,  che  tratta  delle  potenze,  cosi  è quella, 
che  ci  ha  dato  il  metodo  di  formare  i numeri  coll’opera- 
zione deirinnalzamento  a potenza. 


im 

COGNIZIONE  ED  USO  DELLE  COMUNI 
TAVOLE  DE’LOGARITMI. 

4 7.  Nelle  tavole  comuni  la  base  è 10.  Ora  10®,  10", 
10»,  IO3,  104  ec.  danno  1,  10,  100,  1000,  lOOOOec.  Da 
ciò  si  vede,  che  i logaritmi  1,  10,  100,  1000,  lOOOOec. 
sono  0,  1,  2,  3,  4 ec.  cioè  » logaritmi  dei  numeri  formati 
dall’unità , e zeri  sono  tante  unità  quanti  sono  i zeri. 

48.  Quindi  tutti  i numeri  fra  uno  e 10  avranno  loga- 
ritmi compresi  fra  0,  ed  1,  perciò  saranno  frazioni:  es- 
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sendo  dunque  queste  frazioni  date  in  decimali  non  avran- 
no intero.  Inoltre  tutti  i numeri  fra  10,  e 100  avranno  i 
logaritmi  fra  1,  e 2,  dunque  saranno  formati  dall’intero  uno 
più  la  parte  decimale.  1 numeri  fra  100,  e 1000  avranno 
logaritmi  formali  dall’intero  2,  e da  parte  decimale.  I lo- 
garitmi de’numcri  fra  1000,  e 10000  avranno  l'intero  3, 
c la  parte  decimale,  c così  innanzi.  La  parte  intera  del 
logaritmo  si  chiama  caratteristica , c la  parte  decimale  si 
dice  mantissa.  Ora  i numeri  fra  1,10  hanno  una  sola  ci- 
fra : dunque  i numeri  d’una  sola  cifra  hanno  zero  di  ca- 
ratteristica. I numeri  fra  10  e 100  hanno  due  cifre  , ed 
una  unità  nella  caratteristica  del  logaritmo.  I numeri  100, 
1000  hanno  tre  cifre,  c due  unità  nella  caratteristica  del 
logaritmo.  I numeri  fra  1 000,  c 1 0000  hanno  quattro  ci- 
fre, e tre  unità  nella  caratteristica  del  logaritmo. 

49.  Possiamo  dunque  stabilire,  che  le  unità  nella  carat- 
teristica et  un  logaritmo  sono  tante  meno  una  quante  sono  le 
cifre  del  numero  al  quale  appartiene  il  detto  logaritmo.  Quin- 
di se  il  numero  ha  5,  6 cifre  il  suo  logaritmo  ha  di  ca- 
ratteristica 4,  5.  Il  perchè  nelle  tavole  dei  logaritmi  si  scri- 
ve solo  la  mantissa.  Si  chiama  caratteristica,  perchè  da  es- 
sa scorgo  a qual  classe  decadica  appartenga  il  numero  nel- 
la sua  più  alla  cifra.  Cosi  se  la  caratteristica  è 4,  il  nu- 
mero ha  cinque  cifre,  quindi  la  sua  più  alta  cifra  appartiene 
alle  ccntinaja  di  mìgliaja.  Si  dice  mantissa  dalla  parola  la- 
tina mantissa , che  vuol  dire  aggiunta,  perchè  è una  parte 
decimale  aggiunta  all'intero. 

50.  Aggiungendosi,  o togliendosi  alla  caratteristica  un 
numero  di  unità,  il  numero,  cui  il  logaritmo  appartiene, 
si  moltiplica,  o si  divide  per  un’altro , che  è 1’  unità  se- 
guita da  tanti  zeri  quante  sono  le  unità  aggiunte.  Infatti 

I.IOOOa  = LI 000  -+-  Lo  = 3 •+•  La  ; 

L — rr-  La  — Li  0000  c“  La  — — 4 ; 

10000 
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dalla  prima  uguaglianza  si  ricava,  che  coH’aggiungcre  il  3 
al  logaritmo  di  a,  la  a è moltiplicala  per  1000,  perchè  si 
ha  così  il  logaritmo  di  1000a  ; dalla  seconda  uguaglianza 
si  ha,  che  togliendo  4 dal  logaritmo  di  a si  divide  a per 

a 

10000,  perchè  si  ha  conciò  il  logaritmo  di . 

r 8 10000 

Dopo  ciò  per  l’uso  delle  tavole  risolviamo  due  problemi  : 

il  primo,  dato  il  numero  trovare  il  suo  logaritmo;  l’altro, 

dato  il  logaritmo  trovare  il  numero. 

PROBLEMA  I. 

DATO  IL  NUMERO  PER  MEZZO  DELLE  TAVOLE 
TROVAE  IL  SUO  LOGARITMO. 

51.  Se  il  numero  è tra  quelli  delle  tavole,  il  suo  lo- 
garitmo è scritto  accanto  nell’altra  colonna. 

52.  Si  voglia  il  logaritmo  del  numero , che  superi  quell* 
delle  tavole.  Nelle  tavole  di  Callet  il  più  alto  numero,  di 
cui  si  abbia  il  logaritmo  è 107999.  Supponiamo  dunque, 
che  si  volesse  il  logaritmo  d’un  numero  di  più  di  sei  cifre 
per  esempio  di  178345698  ; ne  separo  sei  a sinistra  ed 
ho  il  numero  178345,  che  veggo  anche  non  essere  com- 
preso nelle  tavole,  perchè,  come  si  è detto,  il  più  al- 
to numero  è 107999  ; quindi  ne  separo  cinque  , ed  ho 
17834.  Ora  è evidente,  che  il  nostro  numero  è compreso 
fra  178340000,  e 178350000,  e perciò  il  suo  logaritmo 
é compreso  fra  i logaritmi  di  questi.  Ora  i logaritmi  di 
questi  numeri  sono  i logaritmi  di  17834,  17835  aggiunte 
quattro  unità  ad  ambedue  le  caratteristiche  (§.  50.)  Cer- 
cati nelle  tavole  i logaritmi  dei  detti  numeri  si  trovano 
4.2512488,  4.2512731  , dunque  i logaritmi  dei  numeri 
178340000  , 178350000  sono  8.2512488;  8.2512731.  La 
differenza  fra  questi  due  logaritmi  è 0.0000243,  e la  dif- 
ferenza dei  due  numeri  è 10000  : quindi  si  farà  la  pro- 
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porzione;  se  alla  differenza  10000  dei  numeri  tra  i quali 
è compreso  il  nostro  178345698  compete  la  differenza 
0.0000243  dei  logaritmi,  alla  differenza  5698  fra  il  nostro 
numero,  c l’inferiore  178340000  qual  differenza  di  loga- 
ritmi competerà  ? Questa  differenza  aggiunta  al  logaritmo 
del  numero  inferiore  ci  dirà  il  logaritmo  del  nostro.  La 
detta  proporzione  è 

10000  : 0 . 0000243  = 5698  : x 

ed  x = 0.00001 38461 4. 

Dovendosi  aggiungere  questo  risultamento  alla  mantissa  , 
0.2512488  del  logaritmo  del  numero  inferiore,  si  vede,  che 
si  deve  aggiungere  alle  ultime  cifre  della  detta  mantissa 
il  138,  escluse  nel  numero  x le  quattro  ultime  cifre  4614 
che  sono  tante  quanti  sono  i zeri  del  10000,  differenza  dei 
numeri,  fra  i quali  il  nostro  è compreso;  o quante  sono  le 
cifre  ultime  separate  dal  numero  proposto,  onde  trovare 
il  risultante  nelle  tavole.  Dopo  ciò  il  logaritmo  di  1 78345698 
è 8.2512626.  Ecco  dopo  il  caso  antecedente  la  regola  pra- 
tica per  trovare  il  logaritmo  d’  un  numero  maggiore  di 
quelli  compresi  nelle  tavole. 

53.  Separate  nel  numero  proposto  a sinistra  tante  cifre 
quante  sono  necessarie  , affinchè  il  numero  residuo  sia  nelle 
tavole.  Cercate  la  mantissa  del  logaritmo  di  questo  numero 
non  badando  al  denominatore  decimale , e quella  dello  stesso 
numero  aumentato  d'una  unità  nelf  ultima  cifra  a dritta.  Sot- 
traete da  questa  la  prima  mantissa j moltiplicate  il  residuo  pel 
numero  composto  dalle  cifre  tolte  al  proposto  numerose  nel  pro- 
dotto a dritta  toglietene  tante  quante  sono  le  dette  cifre  tolte. 
Aggiungete  il  numero  residuo  alle  ultime  cifre  della  mantissa 
del  proposto  numero  tolte  le  ultime  cifre , e ponendovi  l'oppor- 
tuna caratteristica  avrete  il  logaritmo  del  vostro  numero. 

54.  Per  uso  di  questa  regola  sia  proposto  a trovarsi 
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il  logaritmo  di  97456897.  Separo  le  tre  cifre  a dritta,  e 
cerco  nelle  tavole  la  mantissa  dei  logaritmi  dei  numeri 
97456,  97457,  che  sono  0.9888086  , 0.9888130.  La  dif- 
ferenza di  queste,  prescindendo  dal  denominatore  e decima- 
le , è 44  ; si  moltiplichi  questa  per  897  , parte  esclusa 
dal  nostro  numero,  e dal  prodotto  39468  si  escludano  le 
tre  ultime  cifre , perchè  sono  tre  le  cifre  trascurate  nel 
proposto,  ed  il  39  si  aggiunga  alle  ultime  cifre  della  man- 
tissa 0.9388086,  al  risultamcnto  0.  9888125  si  dia  7 di 
caratteristica,  e 7.9838125  è il  logaritmo  del  nostro  nu- 
mero 97456897, 

55.  La  nostra  regola  è basala  su  questo,  che  i logaritmi 
variano  proporzionalmente  ai  numeri  (§.5 2.) .Ciò  senza  sensi- 
bile errore  si  può  ritenere.  Noi  ci  serviamo  di  numeri  molto 
grandi,  ora  in  questi  i logaritmi  hanno  piccole  differenze 
fra  loro,  e crescono  al  crescere  dei  numeri  ; dunque  l’er- 
rore è piccolo  dicendo,  che  i logaritmi  crescono  come  i 
numeri.  Dissi,  che  i logaritmi  dei  numeri  grandi  hanno  pic- 
cole differenze,  perchè  più  si  va  innanzi,  e più  numeri  si 
comprendono  fra  due  successive  potenze  del  1 0,  le  quali  poi 
non  differiscono  che  di  uno. 

56.  Si  debba  ora  trovare  il  logaritmo  d’ano  frazione.  O 
la  frazione  é vera,  o mista.  In  questo  secondo  caso  dal  lo- 
garitmo dei  numeratore  si  tolga  il  logaritmo  del  denomi- 
natore (§.  12.).  Se  la  frazione  mista  è decimale  si  cerchi 
il  logaritmo  del  numero  considerato  come  intero , cioè 
escluso  il  punto,  e riguardo  alla  caratteristica  si  scrivano 
tante  unità  meno  una  quante  sono  le  cifre  della  parte  in- 
tera. Infatti  il  denominatore  della  frazione  ha  tanti  zeri 
quante  sono  le  cifre  decimali,  quindi  (§.  50.)  altrettante 
sono  le  unità,  che  debbono  togliersi  dalla  caratteristica  di 
tutto  il  numeratore  ; perciò  nel  logaritmo  della  frazione 
decimale  si  deve  scrivere  solo  la  caratteristica  del  numero 
intero,  onde  avrà  tante  unità  meno  una  quante  sono  le 
cifre  di  questo.  Se  la  frazione  è vera  togliendo  dal  loga- 
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ritmo  del  numeratore  quello  del  denominatore  si  avrebbe 
un  logaritmo  negativo,  ebe  non  trovasi  nelle  tavole.  Per 
averlo  positivo  si  aggiungono  dieci  unità  alla  caratteristica 
del  logaritmo  del  numeratore,  e dopo  si  sottrae  il  loga- 
ritmo del  denominatore.  Ma  piuttosto  si  sottrae  dall’intero 
10  il  logaritmo  del  denominatore,  ed  il  risultamento  si 
aggiunge  al  logaritmo  del  numeratore.  La  detta  sottrazio- 
ne si  fa  a mente,  perchè  l’ultima  cifra  del  logaritmo  del 
denominatore  si  toglierà  dal  10,  e le  altre  seguenti  a si- 
nistra sempre  dal  9. 

57.  Se  la  frazione  vera  è decimale,  la  sottrazione  dal 
10  sarà  di  tante  unità  quante  sono  le  cifre  decimali  della 
data  frazione.  Eseguita  questa  sottrazione,  si  aggiunga  il 
resto  alla  caratteristica  dei  logaritmo  del  numeratore,  e così 
si  avrà  il  logaritmo  con  10  unità  di  troppo. 

58.  È meglio  di  togliere  dalla  caratteristica  tutte  le  unità 
rimaste,  e di  notare  con  un  segno  meno  al  di  sopra  le  unità, 
che  mancano  al  10  per  ricordarci,  che  ci  sono  queste  unità 
di  troppo.  Il  residuo,  che  viene  dal  togliersi  dal  10  il  loga- 
ritmo del  denominatore  si  chiama  complemento  aritmetico.  Si 


troverà,  che  il  logaritmo  di  3.4567  è 4.5386617. 


59.  Si  voglia  il  logaritmo  di 


578 
8945  ' 


11  logaritmo  di 


578  nelle  tavole  è 2.7619278  ; il  logaritmo  di  8945  è 
3.9515803:  ma  dovendosi  prendere  di  questo  il  comple- 
mento aritmetico,  non  si  scrive,  e si  dice  3 tolto  da  10 
dà  7,  0 tolto  da  9 dà  9 ; tolto  8 da  9 si  ha  1 , e cosi 
di  seguito  : quindi  si  scrive  piuttosto  il  complemento  arit- 
metico 6.0484197  del  logaritmo  del  denominatore  Questo 
aggiunto  al  logaritmo  del  numeratore  abbiamo  8.8103475. 


Si  tolgano  le  8 unità  della  caratteristica,  e si  scriva  2 per 
indicare,  che  ci  sono  due  unità  di  troppo , onde  il  loga- 
ritmo della  proposta  frazione  sarà  2,  8103475. 
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60.  Sia  la  frazione  decimale  0.7 568.  Il  complemento 
aritmetico  sarà  6,  che  si  ottiene  togliendo  il  logaritmo  4 
dei  denominatore  da  10.  Il  logaritmo  di  7568  è 3.8789811: 
dunque  il  logaritmo  della  data  frazione  coi  complemento 

è 9.8789811,  e senza  complemento  1.8789811. 

61.  Si  voglia  il  logaritmo  di  un  radicale , ® d'una  radice. 
Si  prenderà  il  logaritmo  della  quantità  sotto  il  vincolo  o 
si  dividerà  per  l’esponente  del  vincolo  stesso  (§.  24.). 

62.  Se  sotto  il  vincolo  vi  è frazione  mista,  dal  loga- 
ritmo del  numeratore  tolto  il  logaritmo  del  denominato- 
re,  il  residuo  si  dividerà  per  l’esponente  della  radice. 

63.  Se  sotto  il  vincolo  vi  è frazione  vera,  si  prenderà 
il  suo  logaritmo  col  complemento  aritmetico,  ed  al  risul- 
tamento  nella  caratteristica  si  aggiungeranno  tanti  10  quante 
sono  le  unità  dell’esponente  della  radice  meno  una,  il  ri- 
sultamento  si  dividerà  per  l’esponente  della  radice,  ed  in 
ultimo  si  conterà  un  solo  dieci  di  errore. 

5 

■ /5789 

64.  Si  voglia  il  logaritmo  di  y 9783’  ^ logaritmo 

di  5789  è 3.7626035  , ed  il  complemento  aritmetico  del 
logar.  di  9788  è 6.0093060  : dunque  il  log.  della  frazio- 
ne è 9.7719095.  Prima  di  dividere  per  5 si  aggiunga  40 
alla  caratteristica  9j  onde  diventerà  49,  e fatta  la  divisio- 
ne il  quoto  sarà  9.9543819,  ove  vi  è un  complemento,  e 

senza  complemento  il  cercato  logaritmo  è 1.9543819. 

65.  Diamo  la  ragione,  per  cui  prima  di  dividere  il  lo- 
garitmo d una  frazione  si  deve  alla  sua  caratteristica  ag- 
giungere tanti  10  meno  uno  quante  sono  le  unità  del  di- 
visore, e poi  in  ultimo  non  si  deve  valutare  di  troppo  che 

un  solo  dieci.  Si  voglia  la  radice  nma  della  frazione 

0 

se  questa  si  conoscesse  sarebbe  una  frazione  maggiore  di 
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a 

J 


per  la  quale  se 


a 

T 


si  dividesse  successi vamente  n 


meno  una  volta  si  ritroverebbe  la  stessa  radice.  Ora  se  si 
facciano  le  operazioni  corrispondenti  nei  logaritmi  si  ve- 
drà, che  per  la  prima  divisione  si  dovrà  aggiungere  al  lo- 
garitmo di  -j-  che  ha  già  un  compì,  arit.  un  altro  dicci, 


onde  poterci  sottrarre  il  logaritmo  della  sua  radice  di  essa 
maggiore,  che  ha  un  compì,  arit.  In  questa  sottrazione  spari- 
scono i due  compì,  aritmetici,  onde  rimane  di  troppo  un 
dieci,  che  si  è aggiunto  al  compì,  aritmet.  della  proposta 

Dal  logaritmo  residuo  si  deve  togliere  il  logaritmo  della 
b 

radice,  essendo  questo  maggiore  dell’altro  logaritmo  si  do- 
vrà aggiungere  a questo  un  dieci.  In  questa  sottrazione 
del  logaritmo  della  radice,  che  ha  di  troppo  un  dieci,  dal 
detto  logaritmo  residuo  con  due  dicci  di  troppo,  ne  spa- 
risce uno,  dunque  nel  logaritmo  residuo  vi  è di  troppo  un 
dieci.  Andando  così  innanzi  si  faranno  n — 1 sottrazioni, 
in  ognuna  si  dovrà  aggiungere  un  dieci,  onde  in  ultimo  si 
sarà  aggiunto  il  10  ripetuto  n — 1 volte  : ma  in  ciascuna 
si  toglie  un  dieci,  dunque  saranno  tolti  tutti  i dicci  ag- 
giunti, e non  rimarrà  di  troppo  che  il  solo  10  del  com- 
plemento nel  logaritmo  della  frazione  proposta. 

66.  Si  cerchi  il  logaritmo  d'uri  prodotto.  Si  prendano  i 
logaritmi  dei  singoli  fattori  c si  sommino  (§.  31.). 

Se  siano  vere  frazioni  quelle  delle  quali  si  fa  la  mol- 
tiplicazione, ossia  si  prendono  frazioni  di  frazioni,  in  cia- 
scun logaritmo  di  queste  vi  sarà  un  complemento  arit- 
metico : per  conseguenza  nella  somma  dei  logaritmi  dei 
fattori  vi  saranno  tanti  complementi  quanti  sono  questi  : 
quindi  in  questa  somma  si  rigetteranno  tutti  i dieci,  che 
si  potrà,  e si  terrà  conto  di  quelli,  che  vi  rimangono.  Nei 
comuni  calcoli  non  vi  rimarrà,  che  un  solo  dicci,  da  cui 
come  sopra  si  toglieranno  tutte  le  unità  rimaste,  notando 
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col  segno  meno  nel  vertice  le  unità  che  vi  rimangono  di 
troppo. 

r 3 81  258 

Sia  L. — . . . 

37  159  4769 

Ecco  il  computo  L.3  = 0.4771212 
comp.  L.37  =»  8.4317983 
3 

L.—  = 8.9089195  (a) 

7 

L.83  = 1.9190781 
com.  L.159=  7.7986029 
83 

L.—  = 9.7176810  (il 
59  ' ' 

L.258=  2.4116197 
com.L.4769=  6.3215727 


258  _ 
^ 4769 


8.7331924  (c) 


Sommando  (a),  { b ),  ( c ) avremo  il  logaritmo  del  prodotto 
delle  date  frazioni  espresso  da  27.3597929.  Togliendo  alla 
caratteristica  due  dieci  di  troppo  ne  rimarrà  uno  , e to- 
gliendo il  7 , c ponendo  3,  nel  logaritmo  3.  3597929  vi 
saranno  tre  unità  di  troppo. 

67.  Si  voglia  il  logaritmo  cfuna  divisione.  Se  i due  ter- 
mini della  divisione  saranno  interi,  e col  divisore  minore  del 
dividendo,  dal  logaritmo  del  dividendo  si  sottrarrà  il  lo- 
garitmo del  divisore  (§.  32.).  Se  il  divisore  sarà  maggiore 
del  dividendo  sarà  il  caso  del  logaritmo  d’una  frazione 
(§.  56.).  Se  la  divisione  si  farà  fra  frazioni  miste  si  pren- 
derà il  logaritmo  della  frazione  dividendo,  e da  essa  si  sot- 
trarrà il  logaritmo  della  frazione  divisore. 
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68.  Se  la  divisione  sarà  fra  frazioni  vere  ; o il  divi- 
dendo sarà  maggiore  del  divisore,  ciò  che  si  conoscerà  dal 
sno  logaritmo,  che  riuscirà  maggiore  del  logaritmo  del  di- 
visore , si  farà  la  sottrazione , e non  si  terrà  più  conto 
delli  complementi  di  ambedue  le  frazioni,  perchè  nella  sot- 
trazione si  distruggono.  0 la  frazione  dividendo  è minore 
della  frazione  divisore,  ed  in  questa  si  prenderà  il  com- 
plemento aritmetico  del  suo  logaritmo , che  già  ha  un 
complemento,  per  aggiungerlo  al  logaritmo  del  dividendo, 
e vi  farà  di  troppo  un  10  nel  risultameuto. 

Sia  da  prendersi  il  logaritmo  di 

7598  # 6456 
* 9759  ‘ 7899 

L.7598  = 3 . 8806993 


11  logaritmo  (b)  è maggiore  dal  log.  (a)  : dunque  si  deve 
prendere  il  suo  complemento  aritmetico  per  aggiungerlo 
ad  (a)  : questo  complemento  aritmetico  è 0.0876086,  che 
aggiunto  ad  (a)  ci  dà  9.9789026:  quindi  il  logaritmo  do- 
mandato del  quoto  delle  due  frazioni  è 1 . 9789026. 

69.  Finalmente  si  domanda  il  logaritmo  (funa  potenza. 
Se  la  quantità  elevata  a potenza  è intera,  o frazione  mi- 
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sia,  di  essa  preso  il  logaritmo  si  moltiplichi  pel  grado  della 
potenza. 

70.  Se  poi  la  quantità  elevata  a potenza  è una  vera 
frazione,  si  prenda  il  suo  logaritmo  col  complemento  arit- 
metico, e si  moltiplichi  pel  grado  della  potenza;  nel  risul- 
tamento  vi  saranno  tanti  10  di  troppo  quanto  è il  grado 
della  potenza  : quindi  si  toglieranno  tutti  i 10,  che  si  po- 
trà, che  nei  comuni  computi  saranno  tanti  quanto  è il  gra- 
do della  potenza  meno  uno,  e cosi  vi  rimarrà  un  dieci  di 
troppo. 


Sia 


Abbiamo 


L.27 = 1 . 4313638 


com.  L.98  = 8 . 0087730 


= 9 . 4401377 


47.2006885  . 


In  questo  si  tolga  dalla  caratteristica  il  40,  ed  il  7 si  ri- 


duca a 3;  quindi  il  logaritmo  domandato  è 3 . 1007885 
con  uno  sbaglio  di  3. 

71.  Per  uso  di  tutte  le  regole  date  si  debba  trovare  il 
logaritmo  di  7 

5 ■ //  574  \5 

...  49 f \8597/ 

(A) 
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Ecco  il  calcolo 

L.  5=0.6989700  L.  574=2.75891  19 
co.  L.49=8.3098039  com.L.8597=6.0656531 

P n a 

L.^g=9.0087739(i)  L.  ^^=8.8245650 

-574  x5 


L-(8-^)5=44-1228250  (0) 


Nel  logaritmo  (a)  si  debbono  togliere  quattro  10,  ma  ciò 
fatto  gli  si  debbono  aggiungere  sei  10  prima  di  dividerlo  per 
7,  che  è il  grado  della  radice,  quindi  gli  aggiungerò  20,  e 
dividerò  64.1228250  per  7 ed  il  quoto  sarà  9.1604036, 
questo  si  deve  aggiungere  a (4),  quindi  pel  logaritmo  del 
numeratore  della  nostra  frazione  (A)  si  avrà  18.1691  77d  , 
dove  togliendo  un  dieci,  nel  log.  8.1691775  vi  è un  dieci 
di  errore.  Andando  al  denominatore  di  (A) 

L. 8=0. 9030900  L.5=0.6989700L  l/~8_  ^ ^ 0.1 2901 29  (a) 

L.iA8=0.1290l29com.L.9=9.0457575  [ Jr5_  9.9489455 

9 

5 0.1800674  (6  ) 

L.23=1.361 7278 


L.  — = 9.7447275 
9 


If 


49.7447275 


com.L.59=8.229l  480 


a 

L.  [/—  = 9.9489455 


L.— =9.5908758 
59 


■(D- 


19.1817516 


L.759=2.8802418 


L.|/7  59=0.3600302 


=29.1817516 


9.7272505 


LV 


759 


=>  10.3600302 
- 9.7272505 

0.6327  797  (c') 
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|/8  1/759 


i/— 

v 9 


0.1800674 

0.6327797 


0.9128471 

Quiudi  il  logaritmo  domandato  é 

49'  *8597/ 


7 * 

1/8  .1/759 


8.  1691775 
0.9128471 


V T 1^ (il)  7-  2563304 


ossia 


3.  2563304 

PROBLEMA  il. 


DATO  UN  LOGARITMO  TROVARE  IL  NUMERO 
CHE  GLI  APPARTIENE. 

72.  Sia  on  logaritmo  espresso  da  3.5267988.  Si  cerchi 
la  mantissa  nelle  tavole,  ove  sono  i numeri  di  cinque  ci- 
fre; la  prossima  inferiore  si  trova  essere  (a)  0.5267914  , 
che  appartiene  al  numero  33635,  non  badando  alla  carat- 
teristica. Differisce  la  mantissa  (a)  dalla  nostra  di  0.0000074. 
Le  mantisse  poi,  fra  le  quali  è la  nostra,  una  è quella  ora 
scritta;  l’altra  superiore  è 0.5268043.  Queste  differiscono 
di  0.0000129,  mentre  essendo  le  mantisse  di  33635.,  33636, 
questi  numeri  differiscono  di  uno  : dunque  faremo  la  pro- 
porzione (§,  55.)  ; se  alla  differenza  1 corrisponde  la  dif- 
ferenza di  logaritmi  0.0000129  ; qual  differenza  di  nu- 
a.g.  1 7 
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meri  corrisponderà  alla  differenza  de'logaritmi  0.0000074? 
quindi  la  proporzione  è 

1 : 0000129  = x : 0.  0000074  ; 

74 

ossia  1 : 129  = x : 74  , ed  * = ■ — ==  0.573  . 

Aggiuuto  questo  numero  a 33635  ci  darà  prossimamente 
il  numero  corrispondente  alla  mantissa  proposta,  e questo 
sarà  33635,573.  Se  il  logaritmo  proposto  avesse  zero  di 
caratteristica  il  nostro  numero  dovrebbe  avere  una  sola 
cifra  intera,  ed  il  punto  si  dovrebbe  porre  fra  le  due  pri- 
me cifre,  cbe  danno  33.  Ma  la  caratteristica  3 indica,  che 
vi  sono  tre  unità  di  troppo  : ora  si  è veduto  , che  ogni 
unità  aggiunta  alia  caratteristica  (§.  50.)  porta  la  molti- 
plicazione per  10  nel  numero;  dunque  l'aggiunta  di  3 unità 
induce  nel  numero  una  moltiplicazione  per  1000,  cbe  è di 
troppo  : dunque  il  nostro  numero  và  diviso  per  1000,  os- 
sia il  punto,  che  dovrebbe  essere  notato  fra  le  due  cifre 
del  33,  se  la  caratteristica  fosse  zero,  deve  essere  portato 
di  tre  posti  a sinistra  : quindi  il  numero  domandalo  del 
logaritmo  proposto  è 

0.0036635573  , 
con  grande  approssimazione. 

73.  Ecco  dunque  la  regola  pratica  per  risolvere  il  pro- 
blema, dato  il  logaritmo  trovare  il  numero.  Cercate  nelle 
tavole  la  mantissa  del  dato  logaritmo,  trovandola  scrivete  il 
numero,  che  gli  é accanto  nella  prima  colonna.  Osservate  poi 
la  caratteristica  dii  vostro  logaritmo j e le  cifre  intere  a sinistra 
nel  vostro  numero  debbono  essere  tante  quante  sono  le  unità  di 
questa  caratteristica  più  una.  Se  vi  rimangono  cifre  nel  nu- 
mero trovato  a dritta  separatele  con  un  punto,  se  vi  mancano 
supplite  con  zeri  a dritta  del  numero.  Se  la  caratteristica  è 
negativa  ponete  a sinistra  del  numero  tanti  zeri  quante  sono  le 
unità  della  detta  caratteristica,  notale  il  punto j e segnale  poi  lo 
zero  ad  indicare  la  mancanza  dell'intero. 
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74.  Quando  la  mani  iuta  non  si  trovi  nelle  tavole,  cercate 
la  prossima  inferiore,  e notate  la  differenza  fra  questa  e la 
vostra  mantissa.  Trovate  poi  la  differenza  fra  la  detta  man- 
tissa inferiore,  e la  superiore  nelle  tavole , dividete  la  prima 
differenza  per  la  seconda , ed  il  quoto  decimale  aggiungetelo  al 
numero  nelle  tavole  accanto  alla  mantissa  inferiore.  Osservate 
poi  la  caratteristica  del  vostro  logaritmo,  e vedete  il  posto  che 
dovete  dare  al  punto.  Se  la  caratteristica  è zero  ponete  il  pun- 
to fra  la  prima,  e seconda  cifra  del  numero  notato.  Se  è ne- 
gativa spostate  questo  punto  a sinistra  con  tanti  zeri  di  tanti  po- 
sti quante  sono  le  unità  della  caratteristica  negativa.  Se  poi 
la  caratteristica  ha  delle  unità  positive  ponete  il  punto  in  guisa, 
che  a sinistra  vi  siano  tante  cifre  più  una  quante  sono  que- 
ste unità. 

75.  Sia  il  logaritmo  4.7984539.  La  mantissa  inferiore 
è (a)  0.  7984504,  che  differisce  dall'antecedente  di  35  non 
valutato  il  denominatore  decimale.  Il  numero  poi  cui  ap- 
partiene questo  logaritmo  é 62871.  La  mantissa  supcriore 
alla  (a)  nelle  tavole  è 0.7984573,  da  cui  sottratto  (a)  ab- 
biamo 69.  Si  divida  35  per  69  ed  il  quoto  0,507  si  ag- 
giunga 62871  avremo  62871.507.  La  caratteristica  del  pro- 
posto numero  é quattro,  dunque  il  suo  numero  deve  ave- 
re un  intero  composto  di  5 cifre,  dunque  nel  numero  an- 
tecedente il  punto  é ben  collocato,  onde  il  detto  numero 
è il  domandato. 

Sia  il  log.  7.8362291.  Cercate  la  mantissa  nelle  tavole 
si  trova  esattamente,  e che  gli  appartiene  il  numero  68585. 
La  caratteristica  del  nostro  logaritmo  è 7 : dunque  il  suo 
numero  deve  essere  di  otto  cifre:  ma  il  trovato  uè  ha  cin- 
que, le  altre  tre  si  suppliranno  (§.  73.)  con  tre  zeri,  ed 
avremo  pel  logaritmo  dato  il  numero  68585000. 

Per  esercizio  si  troverà,  che  il  numero  appartenente 
all'ultimo  logaritmo  del  ($.  71.)  é 0.000180439004. 
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«avo  vaiti* 

PROBLEMI  RISOLUTI  PER  MEZZO 
I»E*  LOGARITMI- 

•«a»* 

76.  Trovare  il  numero  determini  in  una  progressione , il 
1 3 

di  cui  primo  termine  è — , la  ragione  — , e Tultimo  ter- 


mine 


2187 

256 


Dalla  formola  u — abbiamo  prendendo  i logaritmi 
L u — la 


1 -t- 


Lg 


ora 


La 


2187 

L = 3.3398488 

256 

— 2.  4082400 


1 


[0.9316088  (a) 

com.  La  = L—  = 9.  6989700  ( b ) . 

Zt 

Questo  numero  (6)  si  deve  sottrarre  da  (a),  si  cresca  dun- 
que (a)  di  10,  e nel  resto  non  si  valuti  più  alcun  10  di 
troppo,  avremo  dunque 

Lu  — La=  1.2326388 

Lo  = L — = 0.  4771212 
* 2 

— 0.  3010300 


dunque 


1 


0.  1760912 
1. 2326388 


1 + 7«=>8: 


0. 1760912 

dunque  sono  otto  i termini,  ciò  che  si  può  verificare. 
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77.  Inserire  sette  termini  in  progressione  geometrica  fra 
2 e 19. 

Si  vede  chiaro,  che  quando  si  conosce  la  ragione  geo- 
metrica si  risolve  il  problema.  A ciò  vale  la  formola 


u = aqn~l  , ove  u=»19,  n = 9 , a = 2. 
La  formola  poi  ci  dà 


Lg 


(Lu  — La) 


Lm  = L19  = 1.  2787536 
La  = L2  1=0.3010300 


Lm  — La  = 0.  9777236 

hq  = 0.  1222154,  e}=  1,325. 

78.  Volendo,  che  un  capitale  di  scudi  1294  frutti  al  5~ 
per  1 00  all’ anno j si  lasciano  i frutti  nel  capitale.  Si  doman- 
da il  numero  degli  anni  } che  deve  essere  tenuto  a frutto  il 
detto  capitale,  per  dare  scudi  57893. 

Abbiamo  la  formola  c(1-+-r)"=C.  (§.  4.).  La  r è il  frutto 
di  1 ; dunque  il  frutto  di  100  sarà  lOOr,  questo  frutto  è 

1 11  11  11  . , 

5 yOy:  dunque  100r=-=  —,  r = -y^-.  Inoltre 

c = 1249,  C = 57893.  Abbiamo 


Le  -+-  L(1  -4-  r)*  =>  LC  , nL(1  •+.  r)  = LC  — Le 
LC  — Le  . . 

i(TT7j (a) 

LC  =>  L57893  = 4 . 7626261 
Le  = LI  249  =3.0965624 


LC  — Le  = 1 . 6660637 

L(1  4-r)  = l/h-— ì =L—  =*  2.3242825 

' ^ ' V 200/  200 

— 2. 3010300 


0. 0232525 


262 

dunque 

1.6660637  16660637 

” 0.  0232525  = 232525 


cioè  anni  7 1 , e mesi  8 in  circa. 

78.  Al  quanto  per  cento  debbono  fruttare  scudi  129,  onde 
lasciati  a frutto  per  10  anni  insieme  coi  frutti  diano  scudi 


3459? 

Nel  noslro  caso  C = 3459  , c<=  129  , n = 10.  Se 
nella  nostra  forinola  (a)  (§.  78.)  la  r non  esprima  piu  il 
frutto  di  uno  ma  di  100,  onde  esprima  il  frutto  di  1,  co- 

f 

me  vuole  la  forinola,  vi  si  dovrà  porre . Ora  la  (a) 

v 100  ' ’ 

ci  dà 


L(1  -+-  r) 


I.C  — Le 


n 


dunque 


LC— \c 

n 


LC  =L3459  3.  5389506 

Le  Li  29  *=»  2.  1105897 


LC  — Le  bs  1.  4283609 


LC  — Le 


n 


1.  4283609 

io 


0.  1428361  (è)  . 


La  mantissa  prossima  è (a)  0.1428273  , che  appartiene 
al  numero  1 3894;  la  differenza  di  queste  due  mantisse  è, 
escluso  il  denominatore,  88.  La  differenza  fra  (a)  e la  man- 
tissa superiore  0.  1428586  è 313  ':  diviso  88  per  313  ab- 
biamo Gk  281  : dunque  il  numero  corrispondente  alla  man- 
tissa (&)  è 13894.  281  : ma  il  (b)  ha  di  caratteristica  0, 
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dunque  il  suo  numero  è 1.3894281  : dunque 


2G3 


1 -f*  <■  3894281 

-^-  = 0.3894281  , cd  r = 38.  94 

cioè  100  scudi  fruttano  scudi  38,  e bajoccbi  94. 

79.  Può  avvenire,  che  ogni  anno  oltre  i’aggiungcre  il  frutto 
si  voglia  aggiungere  una  somma  6;  in  tal  caso  alla  line  del 
primo  anno  si  avrà  la  somma  c(1  r)  -+-  b.  Alla  fine  del 
secondo  anno  si  dovrà  moltiplicare  questa  quantità  per 
1 ■+•  r (§.  4.),  ed  aggiungere  6 , quindi  avremo 

c(1  -1-  r)1  6(1  4-r|+4. 

Alla  fine  del  terzo  anno  avremo 

c(1  -+-  r)3  A^I  —j—  r)>  -+-6(1  -+-  r)  -f-  6 , 

dunque  alla  fine  dell’anno  nm°  sarà 

c(1  -f-r)"-+-6(  1 -+-r)-,-+-A(  1 -+-r)"-JH-6(H-r)*-3...-4-6(1  -*-r)-+-6. 

Ma  le  serie 

6(1  -+-  rj’*-1  -+-  6(1-|-r)«-a  -+-  6(1  -+•  r)"-3  ..  -+-6(1  -4-  r)-+-6 
e lo  stesso  che 

ò((H-r)'1-,-+-  ()  -v-r)'I-J-+-(1  -+-r)"~3...-+-1  -t-r-H  ^ . 

i . * 

Ora  abbiamo  (A.G.$.  178.) 

j"> bm 

=am~l  -+ -a"*1  6+ a”'3  6*  -t-6*-1 

a — 6 

e se  6 a 1 
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1 


am  — 


a — 1 


--  am~'  -+*  am~ 1 -f*  a""3 ....  *4-ai  -+-a-+*1  : 


dunque  facendo  a — 1 -t-  r,  ed  m = n sarà 
( 1+rLzl— ( i i 4_r)-»+(i  1 -4-r)’-+-1  -4-r-t-1  : 


dunque  il  capitale  alla  fine  dell’anno  nmB  sarà 

4(1 -Hr)"-*  . /6  \ b 


— (*  • -hc)-  — ; 


se  questo  capitale  si  dice  C sarà 


(1  -+-  r)'{^-  -i-  c)  — ~ = C (a). 

80.  Se  ogni  anno  si  tolga  la  somma  b,  basta  porre  — b 
invece  di  b nella  formola  antecedente  (a),  e sarà 

(1  -4-  r)»(c  — ^ ■+■  ~ = C (6). 

81.  Avendosi  un  capitale  di  scudi  10,  lasciando  i fruiti 
nel  capitale ed  aggiungendo  ogni  anno  seudi  30,  si  vuol  ri- 
trarre scudi  1 343  col  frutto  del  4 per  cento;  si  domanda  il 
numero  degli  anni. 

Nel  nostro  caso 

4 =;!  , c = 10  , b = 30,  C=*  1343. 


100  25 

Gi  serviremo  della  formola  (a)  (§.  79.).  In  primo  luogo  si 
deve  calcolare 

C -f.  — . 
r 
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Abbiamo 
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dunque 


e 


b 

Ch 1343  -+-  750  = 2093  , 

r 

b 

1-  e = 750  -4-  10  s=  760  : 

r 


quindi  la  formola  (a)  diventa 

(l  H-  1)"  760  = 2093  , 
/26v 

«L(— ) = L2093  — L760 


L2093  — L760 


Ora 

L2093  — L760  = 3.  3207692 
— 2.  8808136 


0.  4399556 

, 26 

L — = 1.  4149733 
25 

— 1. 3979400 
0.  0170333 

dunque 

L2093  — L760  4399556 

26  170333  ’ 

L25 

ossia  n è anni  25,  e 10  mesi  prossimamente. 
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82.  Se  c monta  a C in  n anni , qual  somma  si  deve  dare 
per  ritirare  c dopo  n anni  ? 

Abbiamo 

C = ( 1 r)"c  , e c = ( 1 -t-  r)nx  , 


indicando  per  x ia  somma  da  sborsarsi  per  avere  c : el i— 

c* 

minando  (1  -+-  r)"  sarà  x = — . 

83.  Se  e ad  interesse  composto  cotta  ragione  di  r per  1 
si  duplica  in  anni  rj  e colia  ragione  2r  ad  uno  si  duplica 
in  anni  m,  trovate  la  relazione  fra  m,  n. 

Abbiamo 

2c  « c(  1 -4-  r)"  , ossia  2 = ( 1 -4-  r)*  : 

ancora 


2 c c=  c(1  -+-  2r)m  , ovvero  2 = (1  -+-  2r)”': 

dunque 

(1  -4-r)'*  = (1  -4-  2r)«  , 
ed 


nL(t  +r)=mL(1+  2r)  ; 


m L(1  + r)  L(1  r)  L(1  -4-  r) 

n L(1  2r)  L(  1 -+■  2r  •+-  r*)  L(1  -4-  r)*  2 


84.  Se  P indica  la  popolazione  (l'un  paese  in  un  dato  tem- 
po, — la  ragione  delia  mortalità,  — quella  della  nascita  ai- 
P 7 

la  popolazione  stessa,  ed  A rappresenta  la  popolazione  dopo 
n annij  collegate  in  formole  questi  elementi. 

È chiaro,  che  la  ragione  deirincremento  è 

J 1 P~i  . 

7 P Pi 

dunque  l’aumento  della  popolazione  P in  un  anno  è 
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e la  popolazione  totale  sarà 
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'PI  ' \ PI  / 

dunque  la  popolazione  del  principio  del  primo  anno  si  de- 

P — 7 

ve  moltiplicare  per  1 -+•  onde  avere  la  popolazio- 

P1 

ne  alla  fine  dell'anno  : dunque  la  popolazione  alla  fine  del 
secondo  anno  sarà 


P(1 


alla  fine  del  terzo 


(l  ■+"  P—?V  : 

\ pq  1 


P(i  -t-P— 9 y ; 

V pq  1 

ed  alla  fine  dell’anno  nmi 


p(ift=i)'  -, 
' n ’ 


onde 


p(i  + p— * y 

' pq  / 


è la  forinola  domandata. 

85.  Un  numero  a <t individui  d’uria  popolazione  aumenta 
tutti  gli  anni  del  suo  centesimo  : quanti  anni  vi  vogliono  per- 
ché diventi  1 0 volte  più  grande  t 
Nella  formola  antecedente 


dunque 


P = a j A 


10(i  , 


P~<1  . 

pq  1 00 


10 
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1 


1 


100000 

432 


n 


ora 


Li  01  — 2 0.00432 

LI  00000  = 5 


L432  =»  2.  63548 


L 


100000 
432  “ 


2.  36452 


Ora  nelle  tavole  2.  36452  = L231,48  si  richieggono  circa 
231  anno  e mezzo. 

86.  Da  un  vato  di  vino  di  a misure  si  sono  tolte  misure 
bj  ed  in  loro  vece  si  è mescolata  altrettanta  acqua ; do  si  è 
ripetuto  n volte ; trovate  la  quantità  di  vino  rimasta. 

Siano  o,  , a2  , aj  , ....  a„  queste  quantità  di  vino  ri- 
maste. É chiaro,  che  si  hanno  le  proporzioni 

a : at  = a i a — b 

a,  1 a2  =*»  ala  — b 

a2  : aj  = a : a — b 


&tl- 1 • dn  ■ — 1 01  • & 


b . 


Moltiplicandole  tutte,  e togliendo  i fattori  comuni  nel  pri- 
mo rapporto  sarà 


a : an  ==  a*  : (a  — 6)*,  ed  a„ 


a-t-i 


87.  Da  un  vaso  di  100  misure  di  vino  si  cava  ogni  gior- 
no una  misura  infondendo  una  misura  di  acqua.  Si  domanda 
1 .°  quante  misure  di  vino  rimarranno  nel  vaso  tolta  la  50ma 
misura:  2.°  in  quanti  giorni  il  vino  sarà  ridotto  al  suo  quarto. 
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Per  il  primo  quesito  abbiamo 
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a = 100  , b c= il,  « =3  50, 
dunque  la  formola  diventa 


995° 

an  = r.  Ora  L99  ==  1.99563 

100^9 

L an  — 50L99  — 49L100  = 99.78)5 
L100=2 


49L100  = 98 
99* 

L — = 1.  7815=:  L60.  464 

10049 


circa  misure  60  Pel  secondo  quesito 


a 100 

a"  = T “ T~ 


25  , b ■=»  1 ; 


dunque 


99* 

100"-* 


Ora 


= 25,  ossia  «L99  — 2«  -t—  2 = 


L25  = 1.39794 


dunque 
cioè  giorni  138. 


2 — L25  = 0.  60206 

L99  = 1.99563 

2 — L99  = 0.  00437 

60206 
" = 437 


L25  . 
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88.  Le  annualità  sono  pagamenti , che  si  fanno  al  termine 
di  uguali  intervalli  di  tempo  a causa  di  una  somma  tale  data 
al  principio  di  questi  intervalli , che  insieme  coi  suoi  frutti  per 
tutti  questi  intervalli  alla  ragione  di  r per  1 all ’ anno  i u- 
guale  a tutti  i pagamenti  fatti  più  i loro  frutti  nei  rispettivi  in- 
tervalli seguenti. 

Se  tanto  della  somma  sborsata,  che  dei  pagamenti  si 
considerano  i loro  frutti  si  dice  V annualità  a interesse  sem- 
plice. Se  poi  oltre  ciò  si  considerano  anche  i frutti  de’frutti 
si  dice  annualità  ad  interesse  composto.  Dopo  ciò  sia  il  pro- 
blema. 

89.  A determinati  intervalli  di  tempo,  per  es.  d’ un  anno, 
e questi  di  numero  n,  si  vuole  V annualità  b.  Sia  a la  somma 
da  darsi  in  principio,  che  fruttando  ad  interesse  composto  alla 
ragione  di  r per  uno  in  un  anno,  negli  n anni  equivale  alle  an- 
nualità b pagate  ai  termini  degli  n anni,  anche  queste  conside- 
rate ad  interesse  composto  nei  successivi  anni,  dopo  i quali  par- 
zialmente sono  state  sborsate,  ed  alla  ragione  di  r per  1 in 
un  anno.  Collegate  in  una  formolo  le  dette  quantità  a,  b,  r,  n. 

Secondo  il  problema  (§.  4.)  risoluto  deirinteresse  com- 
posto la  quantità  a(l  H- r)“  esprime  il  capitale,  ed  i frutti 
ad  interesse  composto  negli  n intervalli  di  tempo.  Ora  la 
b pagata  al  termine  del  primo  intervallo  negli  n — 1 in- 
tervalli seguenti  ad  interesse  composto  darà  la  quantità 
4(1  h—  r)'*-1.  11  secondo  pagamento  b al  termine  del  secon- 
do intervallo  negli  n — 2 intervalli  seguenti  ci  darà  tra 
capitale  e frutti,  e fruiti  dei  fruttila  quantità  A(l-t-r)*'1; 
e così  il  terzo  sborso  b al  termine  del  terzo  intervallo  si 
ridurrà  coll’interesse  composto  a 4(1  r)**-3.  Andando  cosi 

innanzi  si  vedrà,  che  lo  sborso  b al  termine  dell’antipenul- 
timo intervallo  equivale  a 4(1  r)J , lo  sborso  b al  ter- 
mine del  penultimo  intervallo  per  l’interesse  composto  equi- 
vale a b(  1 4-  r).  Finalmente  al  termine  dell’ultimo  inter- 
vallo si  fa  lo  sborso  b,  di  cui  non  si  ha  fruito.  Ora  per 
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la  natura  dell’annualità  la  quantità  o(1  4-r)"  deve  essere 
quale  a tutte  le  quantità  ora  indicate  prodotte  dai  succes- 
sivi pagamenti  4 : dunque 


«(1  r)“  - b(  1 4-  r)"-*  4-  4(1  4-r)"-1  4-  4(H-r)"-3...-+- 

4(1  +r)'  + 4(1  + r)  + i . 

Ma  abbiamo  che  (§.  79.) 

{ I 4-  r)-«  4-  (1  4-  r)-1 4*  (1  4-  rjr* 

(1  4-r)«—  1 


4-(1  4-r)»4-(1  4-  r)4-  1 = 


dunque 


a(1 


rV  _ 4 (a)  , 


che  è la  forinola  domandata.  La  stessa  forinola  si  trovava 
subito  dalla  (4)  del  (§.  80.)  facendovi  C=o,  e con  ragione. 

89.  Dare  la  forinola  fra  gli  stessi  elementi  supponendo  l’in- 
teresse semplice. 

La  somma  a in  un  anno  frutta  ar , perché  per  ipotesi  t 
frutta  r : dunque  negli  n anni  frutterà  anr  : dunque  dopo 
lutto  questo  tempo  fra  capitale  c frutto  si  avrà  a 4-  anr , 
ossia  a(1  4-  nr).  Da  ciò  si  ricava,  che  il  primo  pagamento 
4 negli  n — 1 anni  seguenti  darà  tutto  insieme  fra  capitale 
e frutto  4(1  4-  r[n — 1)).  11  secondo  pagamento  per  gli  » — 2 
anni  seguenti  equivalerà  a 4(1  4-  r(n  — 2)).  Il  terzo  darà 
4(l4-r(n  — 3)).  V antipenultimo  pagamento  tra  capitale 
e fruito  sarà  nei  due  anni  seguenti  4(1  -+-2r),  il  penul- 
timo alla  line  dell’ultimo  anno  4(1  4- r),  e l’ultimo  paga  - 
mento é 4 : dunque  avremo  per  la  natura  delle  annullità 
ad  interesse  semplice  avremo 

a(l4-»r)  - 4(1  4-  r(» — 1)  -+*  1 4*  r(n— 2)  4-1 4-r(n — 3) 

4~  I 4~  2r  4“  1 4-  r 4-  1 ) 
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Ora  le  quantità  tra  parentesi  è la  progressione  aritmetica 

1 , 1 r , 1 4-  2r  , 1 + 3r  . . . , 1 4-  (n — 3 )r  , 

1 H-  (n  — 2)r  , 1 -f-  (n  — 1 )r 

nella  quale  il  primo  termine  è 1,  l'ultimo  1 -+-  (n — 1)r, 
ed  il  numero  determini  è n.  Nella  progressione  aritme- 
tica (A.  G.  §.  176.)  la  somma  è uguale  al  primo  termine  più 
l’ultimo  moltiplicata  questa  somma  per  la  metà  del  numero 
de’termini  : dunque  la  somma  della  nostra  progressione  è 

(2+<»~1)r)y  , 

perciò  avremo  per  la  forinola  domandata  dal  problema 
<i(1  4-  nr)  = bn(  1 4-  — (n  — 1)r^ 


90.  Per  avere  un’annualità  b con  interesse  composto  m 
q anni  alla  ragione  di  r per  1 in  un  anno  si  vuol  dare  al 
principio  di  p anni  prima  dei  q,  colla  stessa  ragione  dì  fruito , 
una  somma ; si  domanda  questa. 

É evidente,  che  questa  somma  x deve  fruttare  per  an- 
ni p 4-  q,  dunque  il  suo  valore  farà  x(1  4-  r/,+?  : ora  la 
somma  b è una  annualità  per  anni  q,  quindi  il  suo  valore 
sarà 

£(1  4 -rf  —b 

- 5 

r 


dunque 


ed 


x{1  4-  rf*>  = 


6(1  4-  r)y  — b 
r 


1 


X =* 


MI  4-  r)?  — 1 \ _ 

7\  (1  4-  rf+>  / 


b 

r(  1 4-  r)P 


(' 


bw) 
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91.//  presenti  valore  di  una  annualità  di  uno  scudo  con- 
tinuata per  un  dato  numero  di  anni  è scudi  10_,  ed  il  pre- 
sente valore  di  una  annualità  di  uno  scudo  continuata  pel 
doppio  dei  detti  anni  è scudi  1 6j  si  vuol  il  saggio  r dell'in- 
teresse annuo  d'uno  scudo. 

Sia  x il  numero  degli  anni  avremo 


10 


( 1 -4-  r)r  — 1 
r(1  «+■  r)x 


(«);  16 


da  queste 


(4  +r)»-l 
r(1  -4-  r)lr 


10  _ 5 . _ (1  -4-r)^ ( (1  +r)x — 1) 
16  ' 8 ^ (1-f-  r)«  — 1 


0-H-)J((1-t-r)*  — 1)  (1-+-r)* 

((l-H-)'-f-l)  ( (H-r)*— 1)&  (H-r)'-M 


5(1-+-r)x-4-5  = 8(1  ■+-  r)x,  3(H-r)x=  5,  (iH-r)1 


Ora  dall’equazione  (o)  abbiamo 


(1  •+■  r)x  = 


1 — lOr 


dunque 


5 

3" 


cioè  al  quattro  per  cento. 

92.  Supponendo,  che  A sia  l’annualità  di  q anni  alla  ra- 
gione di  r ad  1 in  un  anno  j trovare  l’annualità  x in  q anni 
alla  stessa  ragione j che  sia  tale,  onde  la  somma  da  sborsarsi 
al  principio  dei  q anni  equivalga  a ciò , che  si  dovrebbe  sbor- 
sare al  principio  di  p anni  innanzi  ai  q per  la  detta  an- 
nualità A. 

Sia  y questo  ultimo  sborso:per  l’interesse  composto  inp-4-j 

(l4-r)V_t 

anni  darà  y(1-f -r)w,  e questo  è equivalente  a A, 

A.G.  1 8 
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per  le  annualità  in  q anni  : dunque  sarà 


((l-Hf-l) 

y—  r(i  + r)P*f 


A. 


Se  1’  annualità  è x nei  q anni  la  somma  equivalente  al 
principio  è 


0 -4-r)»  — 1 
r(1  -H  rf  X'' 


dunque  pel  problema 

((1  -t-  r)y — 1)  ((1  -4-r)y-1(A 

r(1  -t-  rf  X r(1  4-  r)w 

ed  X=(r^rf 

indipendente  da  q. 

93.  Qual  somma  si  deve  ora  sborsartj  onde  in  40  anni 
si  possa  avere  una  annualità  di  1 3 scudi  all'anno  coll’inte- 
resse composto  del  4 per  100. 

Nel  nostro  caso  *=13,  n = 40.  Essendo  r il  frullo 
di  1,  lOOr  sarà  il  frutto  di  100,  onde 

1 

1 00r  = 4,  r = — : 


dunque  per  la  formola  (§.  89.)  avremo 

1 


U'  - sf 


(A)  . 


Dìgitized  by  Google 


275 

Ecco  l’operazione 

L0  -f-^)==Li=i- 4149733 

— 1.  3979400 
0.  0170333 

. /26\4® 

— ) = 0.0170333 

40 


0.6813320  (a)  . 


Cercando  nelle  tavole  si  trova  0.  681 3320  ==L4, 801;  dun- 
que il  valore  della  parentesi  totale  nel  numeratore  di  (A) 
è 3.804;  moltiplicato  per  13  ci  dà  49.413.  Riguardo  al 
denominatore  di  (A)  si  vede,  che  per  trovarlo  coi  logaritmi 
da  (a)  si  deve  togliere  il  logaritmo  di  25.  II  complemento 
aritmetico  del  log.  di  25  è 8.6020600,  aggiunto  ad  (a)  ab- 
biamo 9.2833920.  La  mantissa  corrisponde  nelle  tavole  al 
numero  19204.  Se  la  caratteristica  fosse  zero  il  puntosi 
segnerebbe  frà  1 e 9 : ma  nella  caratteristica  escluso  il  9 
vi  è ancora  una  unità  di  troppo,  dunque  il  numero  de- 
nominatore di  (A)  è 0.  19204.  Il  numeratore  è 49.  413  : 
dunque 


49.413  4941300 

0.  19204  “ 19204 


257.24  . 


94.  Un  Iole  ha  comprato  una  possessione  di  scudi  1 00000 
che  deve  essere  pagata  in  1 5 pagamenti  uguali  coll'interesse 
composto  del  5 per  100;  si  domanda  il  valore  di  ciascun  pa- 
gamento. 

Nel  nostro  caso  ($.  89.) 

a c=  100000  a =s  15,  r »=  — , 

20  ’ 
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dunque 


6 


Abbiamo 


5000 

ar(1  -4-  r)*  

(1  -t-r)"  —1  ^ /2l\ 
120/ 

L21  = 1. 3222192 
L20  = 1.  3010300 


iS 


1 


L — — 0.  0211892 
20 

L(H),5-ra0-  3178380  (0> 

/21  \«5 

L5000J  — 1 = 0.  3178380 

\20* 

3.  6989700 


4.0168080  (b) 

Cercando  la  mantissa  (<r)  nelle  tavole  si  trova  corrispon- 
dere alla  mantissa  prossimamente  inferiore  il  numero  20789. 
La  differenza  fra  la  nostra  mantissa,  e la  detta  inferiore  è 
44  : la  differenza  delle  mantisse  fra  le  quali  la  nostra  è 
compresa  è 209;  dividendo  44  per  209  abbiamo  0.  21  : 
dunque  il  numero  del  logaritmo  (a)  è 2.078921  : quindi 

(£)"-  1 =■  1-078921  , 

denominatore  del  valore  di  b. 

Cerchiamo  il  logaritmo  di  questo  numero  prescindendo 
dal  punto.  La-*mantissa  di  10789  è 0.0329812.  La  diffe- 
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renza  fra  questa,  e la  mantissa  di  10790  prossimamente 
superiore  è 403:  questo  moltiplicato  per  21,  cifre  escluse 
dal  numero,  ci  dà  8463;  escluso  63  abbiamo  85,  che  ag- 
giunto alle  ultime  cifre  della  mantissa  antecedente  ci  dà 
0.  0329897  , che  è il  logaritmo  del  denominatore.  Tolto 
questo  dal  logaritmo  (b)  del  numeratore  abbiamo  3.9838182. 
Nelle  tavole  il  numero,  che  appartiene  alla  mantissa  pros- 
simamente inferiore  è 96342;  la  differenza  fra  la  nostra  e 
questa  mantissa  è 25;  la  differenza  delle  mantisse,  fra  le 
quali  la  nostra  é compresa  è 46:  si  divida  25  per  46,  ed 
il  quoto  è 0.  54  : dunque  il  numero  cercato  per  l’annua- 
lità è di  scudi  9634.25. 

95.  Quattro  persone  A,  B,  C,  D contribuiscono  la  stessa 
somma  per  avere  uno  stabile.  Trovate  i tempi,  che  queste  persone 
successivamente  possano  godere  dello  stabile  nell' ipotesi  che  D, 
che  è T ultima  a goderlo,  lo  abbia  in  perpetuo. 

Siano  x,  y,  s i tempi  delle  prime  tre  persone.  Essen- 
do b il  valore  dello  stabile,  A deve  dare  una  somma 


6((1  -+-r)*-  1) 

r(1  -+-  r)x 

B si  gode  lo  stabile  nel  tempo  y sedente  ad  x,  mentre 
ha  fatto  lo  sborso  al  principio  di  x,  dunque  (§.  90.)  quel- 
lo, che  deve  sborsare  é 


b 


G che  gode  lo  stabile  nel  tempo  : seguente  al  tempo  x-t-y, 
al  principio  del  quale  ha  fatto  lo  sborso:  dunque  ha  sbor- 
sato 


(1-t-r)r+x+* 


±( 

r \\ 


(1-+-  r)* 


(1  r)*  (1  -+-  r )*+x) 
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D,  che  $i  gode  in  perpetuo  lo  stabile  dopo  il  tempo  r-H-y-f-z, 
deve  sborsare 

A/J 1 \ 

r \(l  -+-  r)jrfJr+J  (1  -+-  r)TtJ+t+'/  ’ 

intendendo  per  t una  quantità  quanto  mai  si  vuol  grande, 
o maggiore  di  ogni  assegnabile,  o tale,  che  qualunque  al- 
tra sparisce  in  suo  confronto.  Questa  quantità  si  suol  di- 
re quantità  infinita,  e si  esprime  con  oc . In  questa  ipotesi 
di  t la  quantità  ( 1 -+*  r )»+rt'!+t  è enormemente  grande  , 
ed 

1 

(1  4.  r)x+r4’i+t 

è enormemente  piccola,  o infinitesima , e sparisce  rispetto 
la  quantità  finita 

1 

(1  -+-  y+* 

dunque  la  quarta  persona  deve  sborsare 
"^((1  -+-  ’ 

Ora  per  il  problema  le  quattro  somme  sborsate  debbono 
essere  uguali  : uguagliandole  si  troverà 

(H-r)*=2,(l+r)/=|,  (1  r)'  ==  -i  : 

dalle  quali  si  avrà 

L2  L3  — L2  L4  — L3 

L(l-t-r)’  y L(l+r)’  L(1  — r) 

96.  Avendo  supposto  nei  problemi  d’interesse  compo- 
sto, e delle  annualità  la  r il  frutto  di  uno  in  un  anno  , 
e l’annualità  al  termine  d’ogni  anno,  qualora  si  voglia  la 
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frazione  mma  degli  anni  in  questi  problemi , e si  voglia 
ritenere  la  r pel  fruito  in  un  anno,  invece  di  r si  dovrà 

f 

porre  — , cd  invece  di  n numero  degli  anni , espressi 
m 

questi  nelle  loro  parti  m,  si  porrà  mn,  o meglio  mt  sup- 
ponendo t il  tempo  in  anni.  Dopo  ciò  le  formole  delle  due 
specie  di  problemi  saranno 

(A)  c = ) ; (B)  «(>  - 

-((«  - 

r 


ove  la  b è l’annualità  ad  ogni  mma  di  anno. 

97.  Avendo  sbordato  scudi  20  al  principio  di  40  anni  si 
vuole  riscuotere  dopo  questi  scudi  300  considerando  il  frutto 
del  capitale j e dei  frutti  ad  ogni  mese.  Si  domanda  al  quanto 
per  cento  all’anno  il  danaro  deve  fruttare. 

Nel  nostro  caso  c «=»  20,  C = 300,  m = 1 2,  t «=  40, 

essendo  r il  fruttato  di  100,  — sarà  il  fruttato  di  1. 

Nel  nostro  caso  la  formola  (A)  ci  dà 


15 


r 

1200 


48" 


Risoluta  questa  equazione  coi  logaritmi  sarà  r=a  909.6. 

Se  la  stessa  questione  si  risolve  col  supporre,  che  l’in- 
teresse composto  si  consideri  in  ognuno  dei  40  anni  si 
troverà  r=a7. 

98.  5»  vuole  il  capitale  C,  a cui  si  ridurrà  c supponen- 
do, che  ad  ogni  istante  si  consideri  l’interesse  composto. 

É chiaro,  che  nel  nostro  caso  m =»»  , onde  l’m'""  parte 
dell’anno  è una  quantità  minore  d’ogni  assegnabile, o infinite- 

r 00 

sima.  In  questa  ipotesi  (A)  ci  dà  ( 1 -1-  — \ > espressione 
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di  cui  non  si  conosce  il  valore.Si  sviluppi  il  binomi 


e trascurando  nello  sviluppo  le  quantità  sottratte  da  mt, 
r1 1'  r3*3  r4  ti 

avremo,  (o)  1 -4-  ri  -+-  H 2~  ec.  Ora  se 


si  abbia  t*  e come  nel  (3)  si  ponga 


X 

«r  = ((1  -+-  e — 1)m) 


X 

(1-hAm  •+■  Nm»  ec.)"1 


= (perchè  quando  a=e  , A—  1 ) (1-+-m-+-Nma-+-  cc.)’"  , e 
si  sviluppi  questo  secondo  membro  facendo  in  ultimo  m— o, 
si  troverà 


e * 


x*  x3 


x 4 

2^4 


ec. 


dunque  la  serie  (a)  è em‘  : onde  C^cs".  Questa  formola 
è la  norma  per  vedere  quanto  cresca  il  capitale  diminuen* 
do  gl'intervalli  del  frutto. 

1. ®  Per  esercizio  si  risolva  l’equazione  ax— 8a-jr=2,  e si 

. . 212  1(— 2) 

troveranno  1 due  valori  x = — ■ , x = — . 

la  la 

21* . 8r’  •* 

2. °  Si  risolva  anche  l’equazione  = 32,x*  - 3 , e 


si  troverà  un  risultamenlo  senza  logaritmi. 

3. ®  Nella  formola  delle  annualità  si  supponga,  che  questa 
si  debba  godere  un  numero  indefinito  di  anni , e si  tro- 

b 

verà  che  la  somma  a da  improntarsi  è — . 

4. ®  Provate  ('equazioni 


/ , il6 + 5 i2ì  + 3 .p + 7 i|i>  - .(s1*) 

\ 15  24  80A  1 5 24  80/  v ' 

(2x  -4-  1)* 


lx-4-  2 

2x-j-  1 ~ (2x  -f  1)>  — 1 


l(x-fl)  . 
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1 .  L Estensione  é la  proprietà  dei  corpi  la  più  chiara  , 
perchè  si  sperimenta  colla  vista  , e col  tatto , e si  sente 
sempre.  L’estensione  poi  è una  proprietà  dc’corpi  assai  in- 
teressante ad  essere  conosciuta,  e valutata.  Ne  abbiamo  un 
esempio  nella  misura  dei  terreni,  nella  necessità  di  misu- 
rare la  grandezza  dei  corpi  di  gran  mole,  onde  valutarne 
il  peso,  ed  il  prezzo. 

2.  La  Geometria  è una  parte  delle  Matematiche,  nella 
quale  si  dimostrano  le  proprietà  della  Estensione,  e vi  si 
danno  i metodi  per  misurarla  e calcolarla. 

3.  Quantunque  I’  estensione  presenti  una  idea  semplice, 
pure  in  essa  si  distinguono  tre  specie  di  estensione. 

4.  Nella  distanza  fra  due  punti  nou  si  considera  altro 
che  la  lunghezza  , perchè  nel  misurarla  non  si  bada  nè 
alla  lunghezza,  nè  alla  profondità,  o grossezza  della  misu- 
ra; nè  si  riguarda  l’estensione,  e profondità  dell’intervallo. 
Questa  estensione  di  sola  lunghezza  si  chiama  linea  geo- 
metrica. 

geom.  1 
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. 5.  Sì  consideri  ora  l’esteriore  d’un  corpo,  ed  in  que- 

sto si  troverà  una  specie  di  estensione  dotata  di  lunghezza 
e larghezza,  ma  priva  di  profondità,  perchè  siamo  nell’e- 
steriore del  corpo  ; e se  si  volesse  coprire  questo  corpo 
non  si  baderebbe  alla  sua  grossezza.  Così  se  si  volessero 
parare  le  pareli  di  una  camera  non  si  baderebbe  alla  loro 
grossezza.  Questa  seconda  specie  di  estensione  si  chiama 
superficie  geometrica. 

G.  Finalmente  nello  spazio , che  occupa  un  corpo  , si 
osserva  lunghezza  , larghezza  , e profondità.  Questa  terza 
specie  di  estensione  si  chiama  volume  del  corpo , ed  in  Geo- 
metria solido  geometrico. 

7.  Dunque  la  linea  geometrica  è una  estensione  di  sola  lun- 
ghezza, ed  è la  distanza  fra  i punti  dello  spazio.  La  su- 
perficie geometrica  è una  estensione  di  lunghezza , e larghezza, 
ed  è l’esteriore  dei  corpi.  Il  solido  geometrico , o il  volume 
<L un  corpo  è una  estensione  di  lunghezza,  larghezza,  e pro- 
fondità, ed  è lo  spazio,  che  occupa  un  corpo. 

8.  La  Geometria  trattando  della  estensione,  deve  trat- 
tare delle  sue  tre  specie  indicate,  c perciò  ha  tre  parli;  nella 
prima  tratta  delle  linee,  nella  seconda  delle  superficie,  nella 
terza  dei  solidi. 
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TRATTATO  DELLE  LINEE 

<>5853585* 

9.  Nella  linea  si  considerino  le  estremità.  Queste  non 
hanno  nè  lunghezza,  né  larghezza,  nè  profondità.  Non  hanno 
lunghezza,  perchè  sono  l’estremo,  o il  termine  delia  lun- 
ghezza; non  hanno  poi  larghezza,  e profondità,  perchè  la 
linea  uon  ha  queste  dimensioni^.  7.).  L’estremità' della  li- 
nea geometrica  si  chiama  punto  geometrico  ; dunque  il  punto 
geometrico  è un  ente  tenta  lunghetta , senza  larghezza , e senza 
profondità.  Nulladimeno  il  punto  geometrico  esiste,  perchè 
esiste  ia  linea  geometrica  esistendo  le  distanze  fra  i punti, 
c questa  ha  la  sua  estremità. 

10.  Delle  liuec  geometriche,  altra  è retta  {lig.  1.),  al- 
tra è curva  (lìg.  2.),  ed  altra  è spezzata  (Gg.  3.). 

11.  La  linea  retta,  si  suol  definire,  la  più  corta  distanza 
fra  due  punti.  Il  meglio  sarebbe  di  non  darne  definizione, 
perché  la  linea  retta  presenta  un'idea  così  chiara  da  schia- 
rir piuttosto  le  altre,  anziché  abbia  bisogno  d’essere  dalle 
altre  idee  geometriche  schiarita.  La  curca  è quella  nella  quale 
non  si  trocuno  tre  punti  in  linea  retta.  La  linea  spezzala  c 
formata  da  tante  linee  rette  unite  insieme. 

1 2.  La  linea  retta  essendo  la  più  corta  distanza  fra  due 
punti,  è unica  : dunque  fra  due  ponti  non  si  può  condur- 
re, che  una  sola  retta.  Da  ciò  viene,  che  se  due  rette  han- 
no l’estremità  comuni  , combaccranuo,  o , come  si  dice  , 
coincideranno  in  tutta  la  loro  estensione , perchè,  se  per 
qualche  tratto  fossero  separate,  fra  due  punti  si  potrebbero 
condurre  due  distinte  lince  rette. 

13.  Avendosi  due  rette  AB,  AC  Gg.  4.),  che  si  uniscano 
in  un  punto  A,  queste  avranno  una  inclinazione  più,  o meno 
grande  l’una  all’altra  nell’incontrarsi;  questa  inclinazione  si 


4 

chiama  angolo  : dunque  l'angolo  è l'inclinaiione  di  due  rette 
nell' incontrarsi.  Le  due  rette  AB,  AG  si  chiamano  i latij  o 
gambe  dell'angolo;  cd  il  punto  A d’intersezione  si  chiama  ver- 
tice dell'angolo.  L'angolo  si  suole  esprimere  con  tre  lettere, 
due  B,  C che  sono  alla  estremità  dei  lati,  e la  terza  A,  che 
si  trova  nel  vertice,  colla  avvertenza  di  porre  in  mezzo  la 
lettera  del  vertice  : quindi  il  nostro  angolo  si  esprime  con 
BAC,  o CAB.  Nella  fig.  1 1.  i quattro  angoli  intorno  al  pun- 
to £ si  leggono  AEB,  A ED,  DEC,  BEC.  Quando  però  l'an- 
golo è isolato  si  esprime  colla  lettera  del  vertice  : cosi  ucl 
nostro  caso  si  dice  l’angolo  A (fig.  4.). 

14.  L’angolo  non  dipende  dalla  lunghezza  delle  gam- 
be, perché  è la  loro  inclinazione  nell’inconlrarsi  ($.  13.), 
cioè  nell’indefinita  vicinanza  al  vertice  A. 

1 5.  Se  una  retta  DB  (fig.  5.)  cade  cosi  sopra  di  un’al- 
tra AC  , che  formi  da  una  parte,  e dall’altra  due  angoli 
DBA.  DBG  uguali,  la  linea  DB  si  dice  normale,  o perpen- 
dicolare ad  AC,  e ciascuno  dei  due  angoli  DBA  , DBG  si 
chiama  angolo  retto , o semplicemente  retto  ; dunque  la  li- 
nea perpendicolare  ad  un  altra  è quella  , che  cadendo  su  di 
questa  fa  da  una  parte , e dall' altra  due  angoli  uguali.  L'an- 
golo retto  poi , è uno  degli  angoli  fatti  dalla  normale. 

16.  L’angolo  minoro  del  retto  si  dice  angolo  acuto ; e 
l’angolo  maggiore  del  retto  si  dice  angolo  ottuso.  Nella  (fig.8.) 
l’angolo  DBG  è acuto,  e I’  angolo  DBA  é ottuso  , perchè 
elevata  da  B la  normale  BE  sopra  AC,  l’angolo  DBC  è mi- 
nore dell’angolo  retto  EBC  , e l’angolo  DBA  è maggiore 
del  retto  EBA. 

17.  Se  una  retta  MB  (fig.  6.)  cade  comunque  sopra  di 
un  altra  AC  gli  angoli  da  una  parte  e dall’altra  MBA, 
MBC,  si  chiamano  angoli  conseguenti , o angoli  posti  accanto. 
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saio  nino 

DELLE  RETTE,  E DEGLI  ANGOLI- 
TEOREMA  I. 

TUTTI  GLI  ANGOLI  RETTI  SONO  UGUALI. 

18-  Dimostr.  Che  gli  angoli  retti  falli  da  una  stessa 
normale  sieno  uguali,  ciò  viene  dalla  definizione  {§.  1 5.): 
dunque  si  deve  dimostrare,  che  sono  anche  uguali  gli  an- 
goli rotti  fatti  da  diverse  normali.  Cadano  due  normali  DB, 
D'B'  (fig.  7.)  sopra  le  rette  AC,  A'C',  dimostro,  che  gli  an- 
goli retti  dcll'ana  sono  uguali  agli  angoli  retti  dell’altra. 
A tal  fino  si  prendano  le  quattro  parti  uguali  AB  , BC  , 
A'B' , B'C',  e si  porti  la  retta  AC  sulla  retta  A'C'  in 
guisa  che  il  punto  A sia  sopra  A' , ed  il  punto  C sopra 
C7;  le  due  rette  AC,  A'C'  eombaeeranno,  perché  sono  ret- 
te fra  due  punti  (§.  12.  ) ; dunque  il  punto  medio  B di 
AC,  sarà  sopra  B'  punto  medio  di  A'C'.  Ora  dico,  che  la 
normale  BD  anderà  sopra  B'D'.  Supponiamo,  se  é possi- 
bile, che  «iò  non  avvenga  , e che  BD  vada  secondo  una 
retta  B'K.  In  tal  caso  come  sono  uguali  gli  angoli  DBA, 
DBC,  saranno  uguali  gli  angoli  KB' A',  KB'C/;  ma  KB'A' 
è maggiore  di  D'B'A',  c KB'C'  è minore  di  D 'B'C' , o di 
D'B'A':  dunque  dei  due  angoli  KB'A' , KB'C'  I’  uno  è 
maggiore,  e l’altro  è minore  dello  stesso  angolo  D'B'A', 
dunque  sono  disuguali,  ma,  come  si  é detto,  sono  uguali; 
dunque  sono  uguali  e disuguali,  ciò  é assurdo  : dunque  la 
normale  DB  coincide  colla  normale  D'B',  e perciò  gli  angoli 
retti  della  normale  DB  coincidono  cogli  angoli  retti  della 
normale  D'B'. 

19.  Caroli.  Dunque  in  grandezza  non  vi  è che  un  an- 
golo retto,  mentre  sono  inGniti  gli  angoli  acuti,  ed  ottusi. 
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TEOREMA  H.  . 

LA  SOMMA  DEGLI  ANGOLI  CONSEGUENTI 
VALE  DUE  RETTI. 

20.  Dimnstr.  La  somma  dei  due  angoli  DBA,  DBC  (fig.8.) 
vale  due  angoli  retti.  Dal  punto  B sopra  AC  si  alzi  la  nor- 
male BE,  si  vede  chiaro,  che  la  somma  degli  angoli  ABE, 
EBC  equivale  alla  somma  dei  tre  angoli  ABE,  EBD,  DBC, 
ossia  unendo  i due  primi  angoli,  equivale  ai  due  ABD  , 
DBC;  i primi  sono  angoli  retti,  questi  sono  angoli  conse- 
guenti : dunque  la  somma  degli  angoli  conseguenti  vale 
due  retti. 

21.  Corali.  Dunque  se  l’uno  degli  angoli  conseguenti 
è retto,  l'altro  pure  deve  essere  retto,  e se  uno  è acuto, 
l’altro  deve  essere  ottuso,  e viceversa. 

22.  Scolio.  Se  al  di  sopra  della  retta  AC  (fig.  8.1  da  un 
punto  B si  conducano  quante  mai  rette  si  vogliano  con  che 
si  formi  un  numero  di  angoli  ABF,  GRE , EBD,  DBI , IBC 
a piacere , la  somma  di  questi  angoli  equivale  ai  due  angoli 
retti  EBAj  EBC.  E se  si  faccia  lo  stesso  al  di  sotto  di 
BC  conducendo  dallo  stesso  punto  B quante  rette  si  vo- 
gliano, la  somma  degli  angoli  provenienti  sarà  ugnale  a 
due  retti.  Quindi  la  somma  di  quanti  angoli  si  vogliano  in- 
torno ad  un  punto  R vale  quattro  angoli  retti. 

. » ..  • ’ • 

■ • TEOREMA  HI.  • 

DI  DUE  LINEE,  CHE  SI  SEGOSO,  SE  l’uNA  È NORMALE 
ALL’ALTRA,  LA  SECONDA  È NORMALE  ALLA  PRIMA. 

23.  Dimostr.  Se  BE  (fig.  9.)  è normale  ad  AD,  vice- 
versa AD  è normale  a BE.  Infatti  se  BE  è normale  ad 
AD,  l’angolo  BCA  deve  essere  retto^-ma  BCA,  ed  ACE  so- 
no conseguenti  : dunque  essendo  l’uno  ACB  retto  , deve 
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essere  retto  anche  l’altro  ACE  ($.  21.).  Quindi  cadendo  AD 
sopra  BE  forma  due  angoli  retti  : dunque  AD  è normale 
a BE. 

TEOREMA  IV. 

DUE  RETTE,  CHE  HANNO  DUE  PUNTI  COMUNI 
COINCIDONO  IN  TUTTA  LA  LORO  ESTENSIONE. 

24.  Dimostr.  Siano  due  rette  (fig.  10.)  che  abbiano  due 
punti  comuni  A,  B,  dimostro  che  coincidono  in  tutta  la 
loro  estensione.  Che  coincidano  fra  i punti  A,  e B,  è evi- 
dente (§.  12.).  Se  si  separano,  ciò  avverrà  in  un  punto  R, 
fuori  della  estensione  AB.  Abbia  dunque  I’  una  la  dire- 
zione RN,  c l’altra  la  direzione  RC.  Dal  punto  di  sepa- 
razione R s’innalzi  la  retta  RM  in  guisa  che  l’angolo  ARM 
sia  retto.  Essendo  AC  una  retta,  l’angolo  MRC  sarà  con- 
seguente di  MRA  , e perciò  sarà  retto.  Similmente  nella 
retta  ARN  l’angolo  MRN  sarà  retto,  perchè  conscguente 
dello  stesso  MRA  : dunque  i due  angoli  MRC,  MRN  sono 
retti,  ma  gli  angoli  retti  sono  uguali  ( §.  18.);  dunque 
MRN  è uguale  ad  MRC,  ciò  è assurdo,  perchè  la  parte 
MRN  non  può  essere  uguale  al  tutto  MRC,  dunque  è as- 
surdo, che  NR  non  coincida  con  RC. 

25.  CòroU.  Dunque  due  linee  rette  non  possono  segar- 
si , che  in  un  punto  solo.  Infatti  il  segarsi  di  due  linee 
richiede  il  separarsi  da  una  parte,  e dall’altra  della  por- 
zione, che  hanno  comune;  ma  due  rette,  che  potessero  ave- 
re due  punti  comuni  coinciderebbero  in  tutta  la  loro  esten- 
sione, dunque  non  si  separerebbero,  e perciò  non  si  se- 
gherebbero. 

26.  Due  rette  segandosi,  come  formano  angoli  conse- 
guenti, cosi  formano  angoli,  che  non  sono  tali,  questi  an- 
goli si  chiamano  angoli  verticali,  od  angoli  opposti  al  vertice. 
Cosi  (6g.  11.)  segnandosi  le  due  rette  AC,  BD,  gli  angoli 
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AEB,  DEC,  che  non  sono  conseguenti  si  dicono  angoli 
verticali;  sono  anche  verticali  gli  angoli  AED,  BEC. 

TEOREMA  V. 

GLI  ANGOLI  VERTICALI  SONO  UGUALI. 

27-  Dimosir.  L'angolo  BEC  ( fig.  11.)  unito  al  conse- 
guente BEA  dà  due  retti;  ma  anche  l’angolo  AED  unito 
allo  stesso  BEA  dà  due  retti,  perché  conseguenti  : dunque 
i due  angoli  BEC,  AED,  che  uniti  ad  un  terzo  danno  lo 
stesso  valore,  sono  uguali. 

TEOREMA  VI. 

SE  DUE  RETTE  AD,  OC  (fig.  12.)  SI  UNISCONO  COSÌ  IN  UN  PUN- 
TO D,  CHE  DA  QUESTO  CONDOTTA  UNA  RETTA  DE  A PIA- 
CERE, FORMINO  CON  ESSA  DUE  ANGOLI  ADE,  EDC  DI  SOM- 
MA UGUALE  A DUE  RETTI,  LE  DUE  LINEE  AD,  DC  FORMA- 
NO UNA  RETTA. 

28.  Diuwstr.  Se  DC  con  DA  non  forma  una  linea  retta; 
la  formi  la  DB.  In  tal  caso  essendo  ADB  una  retta  l’an- 
golo EDB  unito  al  suo  conseguente  EDA  darà  due  retti  : 
ma  per  ipotesi  anche  EDC  unito  allo  stesso  EDA  dà  due 
retti  : dunque  EDB  deve  essere  uguale  ad  EDC  : questo 
é assurdo,  perché  la  parte  non  può  essere  uguale  al  tutto: 
dunque  è assurdo,  che  DC  non  sia  in  linea  retta  con  DA. 

29.  Il  triangolo  é una  superficie  chiusa  da  tre  linee 
rette,  che  si  uniscono  in  tre  punti  (fig.  13.).  La  figura  ABC 
è un  triangolo  , perchè  è una  superficie  chiusa  dalle  tre 
rette  AB,  AC,  BC,  che  si  uniscono  nei  tre  punti  A,  B,  C. 
Due  triangoli  si  dicono  uguali  quando  sono  equivalenti  le 
loro  superficii  ; si  dicono  perfettamente  uguali,  o coincidenti , 
quando  sopraposti  combaciano  in  tutta  la  loro  estensione, 
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e quindi  hanno  i lati,  e gii  angoli  respettivamcnte  uguali 
fra  loro. 

TEOREMA  VII. 

SUSO  I DUE  TRIANGOLI  ACB,  A'cYffig.  14.)  NEI  QUALI  I LATI 
CA,  CB  dell’uno  SIANO  UGUALI  Al  LATI  c'a",  c'b'  DELl’aL- 
TRO,  E l’angolo  C FATTO  DAI  PRIMI  DUE  LATI  SIA  UGUALE 
All’angolo  c'  FATTO  DAGLI  ALTRI  , DIMOSTRO  , CHE  IL 
TRIANGOLO  ACB,  È COINCIDENTE  COL  TRIANGOLO  a'cV. 

30.  Dimostr.  Per  dimostrarlo  si  porti  il  iato  CA  sopra 
C'A',  essendo  uguali,  coincideranno,  e l’angolo  C trovan- 
dosi sopra  C'  coincideranno,  perchè  per  ipotesi  sono  ugua- 
li; dunque  CB  anderà  sopra  CIV  , e perché  sono  uguali 
coincideranno.  Trovandosi  ora  il  punto  A sopra  A',  B so- 
pra B',  la  retta  AB  coinciderà  con  A'B  (§.  12.),  c perciò  il 
triangolo  ACB  coinciderà  con  AC  B'. 

TEOREMA  Vili. 

SIANO  DUE  TRIANGOLI  (fig.  15.)  ACB,  DEF,  NEI  QUALI  GLI  AN- 
GOLI A,  B,  SIANO  UGUALI  AGLI  ANGOLI  D,  EFD,  ED  IL  LATO 
AB,  FRA  I PRIMI  ANGOLI  SIA  UGUALE  AL  LATO  DF  FRA  I 
SECONDI  J DIMOSTRO,  CHE  1 DUE  TRIANGO*  I SONO  COINCI- 
DENTI. ! 

-,  : 1 ! !■>  ■ ■■  ( «J  ,«  . ' !.*•!•  t.n  UGY.l'-i 

31.  Dimostr.  Se  sono  tali,  il  lato  AC  deve  essere  uguale 
al  lato  DE  : ma  supponiamo,  che  non  io  sia,  e che  il  lato 
DE  sia  maggiore  di  AC;  in  tal  caso  sopra  DE  si  prenda 
la  parte  DR  uguale  ad  AC,  e si  conduca  FR.  I due  trian- 
goli CAB,  DRF  saranno  coincidenti,  perchè  i lati  AC,  AB 
dell’uno  sono  ugnali  ai  lati  DR,  DF  dell’altro,  e per  ipo- 
tesi l’angolo  A fatto  dai  primi,  è uguale  all’angolo  D fat- 
to dai  secondi;  dunque  l’angolo  B sarà  uguale  all’angolo 
RFD  : ma  per  ipotesi  lo  stesso  angolo  Bé  uguale  ad  EFD: 
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dunque  saranno  uguali  gli  angoli  RFD  , EFD,  cioè  la 
parie  è uguale  al  lutto  , ciò  è assurdo;  dunque  è assur- 
do , che  DE  sia  maggiore  di  AC.  Facendo  la  costru- 
zione sopra  AC,  si  proverebbe  allo  stesso  modo,  ebe  DE 
non  può  essere  minore  di  AC  : dunque  DE  deve  essere 
uguale  ad  AC  : perciò  uei  due  triangoli  proposti  i due  iati 
AC,  AB,  dell’uno  sono  uguali  ai  lati  DE,  DF  dell’altro, 
e l'angolo  A fallo  dai  primi  6 uguale  all'angolo  D fatto 
dai  secondi  : dunque  ($.  30.)  i due  triangoli  sono  coinci- 
denti. 

ASSIOMA  1.° 

Se  due  grandezze  sono  disuguali , cosicché  la  prima  sia 
maggiore  della  seconda  , rimarranno  (ali  se  ad  ambedue  si 
aggiunga  là  siessa  grandezza. 

ASSIOMA  2." 

Se  si  abbiano  tre  grandezze  tali,  che  la  prima  sia  mag- 
giore della  seconda , e questa  maggiore  della  tersa , a più  for- 
te ragione  la  prima  sarà  maggiore  della  lena. 

TEOREMA  IX. 

SE  DA  UN  PUNTO  C (fìg.  1 6.)  DENTRO  DI  UN  TRIANGOLO  ABC, 
SI  CONDUCANO  AGLI  ESTREMI  A,  E,  DI  UN  LATO  DUE  RETTE 
CA,  CE,  LA  SOMMA  DEI  DUE  LATI  AB,  BE  È MAGGIORE  DEL- 
LA SOMMA  DI  QUESTE  DUE  RETTE  AC,  CE. 

32.  Dimostr.  Si  prolunghi  la  retta  AC  finché  s’incontri 
in  un  punto  D col  lato  BE.  Poiché  la  linea  retta  è più 
corta  della  spezzata,  colla  quale  ha  gli  stessi  estremi  ($.11-), 
ABD  sarà  maggiore  della  retta  AD;  si  aggiunga  ad  am- 
bedue la  retta  DE,  pel  primo  assioma  la  spezzata  ABE  sarà 
maggiore  dell’altra  spezzata  ADE.  Similmente  la  spezzata 
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CDE,  sarà  maggiore  della  retta  CG  , ed  aggiungendo  ad 
ambedue  AC  sarà  la  spezzata  ADG,  maggiore  delia  spezzata 
ACE;  dunque  abbiamo  spezzata  ABE  maggiore  di  spezzata 
ADE,  e questa  maggiore  della  spezzata  ACE:  dunque  (A.ss.2.) 
a più  forte  ragione  ABE  maggiore  di  ACE. 

, . fi  „ ' » • . , . 

TEOREMA  X. 

DA  UN  PUNTO  AD  UNA  RETTA  NON  Si  PUÒ  CONDURRE 
CHE  UNA  SOLA  NORMALE. 

33.  Vimotlr.  Dal  punto  B (fig.  1 7.)  sopra  la  retta  AD 
si  conduca  la  normale  BE,  dico,  che  non  si  può  condurre 
un  altra  normale  BC.  Se  é possibile  sia  anche  BC  normale 
sopra  DA.  Si  prolunghi  BE  finché  EF  sia  uguale  a BE , 
c si  conduca  FC.  I triangoli  BEC  , CEF  saranno  coinci- 
denti, perchè  i iati  BE , EC  dell’  uno  sono  uguali  ai  iati 
EF,  EC  dell'altro,  ic  l'angolo  BEC  fatto  dai  primi  é ret- 
to come  l’angolo  CEF  fatto  dai  secondi.  Se  i triangoli 
sono  coincidenti,  l’angolo  BCE  sarà  uguale  all’angolo  ECF; 
ma  BCE  per  ipotesi  è retto  ; dunque  sarà  retto  anche  l'an- 
golo ECF  : quindi  le  due  rette  BC , FC  si  uniscono  cosi 
in  un  punto  C,  che  colla  retta  CE  formano  due  angoli  di 
somma  uguali  a due  retti  ; perciò  (ij.  28.)  la  liuea  BCF 
è retta.  Se  dunque  si  potesse  condurre  un  altra  normale 
BC,  tra  due  punti  B , F si  potrebbero  condurre  due  di- 
stinte linee  rette  AEF,  BCF,  questo  è assurdo  : dunque  è 
anche  assurdo,  che  da  un  punto  ad  una  retta  si  possano 
condurre  dne  normali. 

TEOREMA  XI. 

'(ldmoJ»;b  ii  ,r  ‘ ■ ■ . j 

DA  UN  PUNTO  AD  UNA  RETTA  LA  PIÙ  CORTA  DISTANZA  È LA 
NORMALE  CONDOTTA  DAL  PUNTO  ALLA  RETTA;  DI  DUE  OBLI- 
QUE CONDOTTE  DA  UN  PUNTO  AD  UNA  RETTA  LA  PIÙ  LUN- 
GA È LA  PIÙ  DISTANTE  DALLA  NORMALE  ; E DUE  OBLIQUE 
UGUALMENTE  DISTANTI  DALLA  NORMALE  SONO  UGUALI. 
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34.  Dimostr.  Sia  la  normale  BE  alla  retla  MN  (fig.  18.) 
ed  un’altra  linea  qualunque  BE  dallo  stesso  punto  B con- 
dotta alia  retta  MN.  Si  prolunghi  BE  Bnché  EF  sia  uguale 
a BE , e si  conduca  FC;  il  triangolo  DEC  é coincidente 
con  FEC  ; dunque  BC  è uguale  ad  FC.  Ora  la  spezzata 
BCF  6 maggiore  della  retta  BF;  ma  invece  della  spezzata 
BCF,  si  può  porre  il  doppio  di  BC,  ed  invece  della  retta 
BF,  si  può  porre  il  doppio  di  BE  : dunque  il  doppio  di 
BC  è maggiore  del  doppio  di  BE,  ossia  la  semplice  BC  é 
maggiore  di  BE. 

Si  conduca  l’altra  obligua  BD  più  distante  di  BC  dalla 
normale,  e si  congiunga  F con  D ; si  proverà  come  so- 
pra, che  sono  coincidenti  i due  triangoli  BED,  DEF:  dun- 
que BD  è uguale  a DF.  Abbiamo  ora,  che  da  un  punto  C 
dentro  il  triangolo  BDF  agli  estremi  B,  F del  iato  BF  si 
sono  condotte  le  rette  BC,  CF  ; dunque  ($.  32.)  sarà  BDF 
maggiore  di  BCF  , o il  doppio  della  retta  AD  maggiore 
del  doppio  della  retta  BC,  o semplicemente  BD  maggiore 
di  BC  ; cioè  di  due  oblique  condotte  ad  una  retta  dallo 
stesso  punto  la  più  lunga  é quella,  che  è più  diverge  dalla 
normale. 

Finalmente  siano  due  oblique  BD,  BA  ugualmente  di- 
stanti dalla  normale  BE,  cosicché  ED  sia  uguale  ad  EA, 
avremo  due  triangoli  BED,  BEA  coincidenti,  perché  i lati 
BE,  ED  deli’  uno  sono  uguali  ai  lati  BE,  EA  dell’altro , 
e l’angolo  BED  fatto  dai  primi  retto  come  DEA  fatto  dai 
secondi  : dunque  le  oblique  BD,  BA  saranno  uguali. 

33.  Coroll.  Dunque  da  un  punto  ad  una  retta  non  ri 
possono  condurre  più  di  due  rette  uguali,  perché  se  po- 
tessero essere  per  esempio  tre,  questa  terza,  o disierebbe 
come  le  due  prime  dalla  normale,  e coinciderebbe  con  una 
di  esse;  o disierebbe  più,  o meno  delle  due,  e sarebbe  di 
esse  o più  lunga,  o più  corta. 
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SE  DUE  LINEE  CONDOTTE  DA  UN  PUNTO  AD  UNA  RETTA  SONO 

UGUALI  , DEBBONO  ESSERE  UGUALMENTE  DISTANTI  DALLA 

NORMALE  CALATA  DAL  PUNTO  ALLA  RETTA. 

36.  Dimoitr.  Siano  le  due  rette  EA,  ED  uguali  (lig.  19.) 
condotte  dal  punto  E ad  una  retta  AD,  dico,  che  sono  equi- 
distanti dalla  normale  Eli  calata  da  E,  sopra  AD  , cioè 
deve  essere  BA  uguale  a RD.  Se  é possibile  ciò  non  sia, 
e sia  RD  maggiore  di  RA  ; si  prenda  la  parte  BC  uguale 
a DA  , e si  conduca  EC  j avremo  due  oblique  EA  , EC 
ugualmente  distanti  dalla  normale  ER  : dunque  saranno 
uguali  (§.  34.)  , ma  per  ipotesi  sono  uguali  le  due  linee 
EA,  ED  : dunque  da  un  punto  E si  possono  condurre  ad 
una  retta  AD  tre  linee  ugnali,  ciò  è assurdo  (§.  35.):  dun- 
que le  due  linee  AB,  BD  sono  uguali,  e perciò  le  due  rette 
EA,  ED  equidistano  dalla  normale. 

37.  Coroll.  Tutti  i punti  di  una  normale  EB  (fig.  19.) 
che  cade  sul  mezzo  d’una  retta  AD  sono  equidistanti  da- 
gli estremi  AD  della  retta  stessa,  perchè  se  da  un  punto 
qualunque  E della  normale  si  conducano  agli  estremi  della 
retta  le  lince  EA,  ED,  queste  saranno  uguali,  poiché  souo 
due  oblique  egualmente  distanti  dalla  normale. 

Viceversa  , ogni  punto  fuori  della  normale,  che  cade 
nel  mezzo  d'  una  retta  non  equidista  dagli  estremi  della 
retta  stessa.  Sia  la  normale  OB  (lig.  20.)  sul  mezzo  della 
retta  AC,  ed  un  punto  E fuori  di  questa  normale  : dico, 
che  sono  disuguali  le  distanze  AE,  CE.  Infatti  si  conduca 
la  retta  DC;  sarà  la  spezzata  EDC  maggiore  della  retta  EC: 
ma  invece  di  DC  posso  porre  DA  : dunque  la  retta  AE  6 
maggiore  di  EC. 

Da  tutto  ciò  viene,  che  ogni  punto  D , che  sia  equi- 
distante dagli  estremi  d’  una  retta  deve  essere  punto  di 
una  normale,  che  cade  sul  mezzo  della  retta  stessa. 
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36.  Dunque  una  retta,  che  passa  per  due  punti  equidi- 
stanti dagli  estremi  di  un'altra  retta  è normale  sul  mezzo 
di  questa,  perchè  i due  punti  sono  di  una  normale,  che  ca- 
de sul  mezzo  della  seconda  retta  , e per  due  punti  non 
può  passare  che  una  sola  retta. 

39.  In  un  triangolo,  o tutti  c tre  i lati  sono  uguali, 
c si  chiama  triangolo  e/uilatero  (fig.  21.),  o sono  uguali 
duo  lati,  c si  chiama  triangolo  isoscele  (fig.  22.) , o final- 
mente i tre  lati  sono  disuguali,  c si  chiama  triangolo  sca- 
leno (fig.  23.). 

TEOREMA  XUI. 

NEL  TRIANGOLO  ISOSCELE  GLI  ANGOLI  OPPOSTI  Al  LATI 
IGEALI  SONO  UGUALI. 

40.  Dimostr.  Sia  il  triangolo  BAC  (fig.  24.)  nel  quale 
siano  uguali  i lati  BA,  AC  : dimostro  che  gli  angoli  B,  C, 
incontro  a questi  lati  sono  uguali.  Da  A si  cali  la  nor- 
male AO,  questa  cadcrà  fra  i lati  AB,  AC,  perchè  se  ca- 
desse così,  che  li  avesse  da  una  parte  sarebbero  questi  lati 
due  oblique  disugualmente  distanti  dalla  normale,  ed  eguali, 
ciò,  che  non  può  essere  (§.  34.).  Ora  le  due  lince  AB,  AC 
sono  due  oblique  uguali;  dunque  sono  equidistanti  dalla  nor- 
male; perciò  OB,  OC  sono  uguali  (§.36.):  dunque  i due  trian- 
goli AOB,  AOC  sono  coincidenti , perchè  i lati  AO  , OB 
dell'uno  sono  uguali  ai  lati  AO,  OC  deil’allro , e gli  an- 
goli in  0 sono  retti;  perciò  gli  angoli  B,  C saranno  uguali. 

41.  Coroll.  Dunque  in  un  triangolo  equilatero  tutti  gli 
angoli  sono  uguali,  perchè  considerandolo  successivamente 
isoscele  col  prendere  a due  a due  i lati  uguali,  saranno 
a due  a due  uguali  gli  angoli  opposti. 

TEOREMA  XIV. 

IN  UN  TRIANGOLO,  IN  CUI  DUE  ANGOLI  SONO  UGUALI, 

I LATI  OPPOSTI  SONO  UGUALI. 

42.  Dimostr.  Sia  il  triangolo  DAC  (Gg.  25.),  nel  quale 
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gli  angoli  B,  ACB  siano  uguali:  dimostro,  che  sono  uguali 
i lati  opposti  AC,  AB.  Se  è possibile  ciò  non  sia,  ed  il  lato 
BA  sia  maggiore  del  lato  AC;  si  prenda  BO  uguale  ad  AC, 
c si  conduca  CO.  Nei  due  triangoli  OBC,  ACB  i due  lati 
BO,  BC  dell’uno  sono  uguali  ai  Iati  AC,  BC  dell'altro,  c per 
ipotesi  l’angolo  B fatto  dai  primi  lati  è uguale  all’angolo 
ACB  fatto  dai  secondi:  dunque  il  triangolo  OBC  sarà  coin- 
cidente col  triangolo  ACB,  cioè  la  parte  è uguale  al  tutto, 
questo  è assurdo;  dunque  i due  lati  BA,  AC  sono  uguali. 

43.  Corali . Dunque  in  un  triangolo,  che  ha  tutti  gli 
angoli  uguali,  lutti  i lati  sono  uguali. 

TEOREMA  XV. 

DUE  TRIANGOLI  CHE  HANNO  I LATI  RE.SPETTI VA.MENTE 
EGUALI  SONO  COINCIDENTI. 

44.  Dimostr.  Siano  i due  triangoli  ABC,  EFG  (fig.  26.), 
nei  quali  sia  il  lato  BA  uguale  al  lato  FE,  BC  uguale  ad 
FG,  ed  AC  uguale  ad  EG  : dimostro,  che  i due  triangoli 
sono  coincidenti.  Si  porti  il  triangolo  EFG  sotto  il  trian- 
golo ABC  adattando  il  lato  EG  sopra  I’  uguale  AC,  e sia 
rappresentato  dal  triangolo  ADC,  c si  conduca  la  retta  BD; 
il  triangolo  BCD  sarà  isoscele,  perche  i lati  BC,  CD  sono 
uguali  essendo  uguali  per  ipotesi  i lati  BC , FG  ; sono 
perciò  uguali  gii  angoli  x , y opposti  co’lati  uguali;  saran- 
no uguali  per  la  stessa  ragione  gli  angoli  x,  y : dunque 
le  due  parti  dell’angolo  B sono  uguali  alle  due  parti  del- 
l’angolo D,  c perciò  saranno  uguali  questi  duo  angoli:  dun- 
que nei  due  triangoli  ABC,  ADC  i due  lati  BA,  BC  del- 
l’uno, sono  uguali  ai  due  lati  AD,  DC  dell’altro,  e l’an- 
golo B fatto  dai  primi,  è uguale  all’angolo  D fatto  dai  se- 
condi ; perciò  i due  triangoli  sono  coincidenti , c quindi 
sono  coincidenti  i due  proposti  ABC,  EFG. 

43.  In  un  triangolo  ABC  (fig.  27.),  nel  quale  si  trova 
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un  angolo  rcllo  B,  che  perciò  si  chiama  triangolo  rettan- 
golo, il  lato  opposto  AC  all'angolo  retto  si  chiama  ipote- 
nusai,  c i lati  AB,  BC,  che  formano  l'angolo  retto  si  chia- 
mano cateti. 

TEOREMA  XVI. 

DUE  TRIANGOLI  RETTANGOLI,  CHE  HANNO  DUE  CATETI  UGUALI, 
ED  UGUALI  LE  IPOTENUSE,  SONO  COINCIDENTI. 

46.  Dimostr.  Siano  i due  triangoli  ABD,  MNO  (fig.  28.) 
rettangoli,  nei  quali  sono  uguali  le  ipotcnuse  AD,  MO,  cd 
i cateti  AB,  MN,  dico,  che  sono  coincidenti.  Per  provarlo, 
si  trasporli  il  triangolo  MNO,  fino  ad  adattarsi  il  cateto 
MN  sul  cateto  AB,  onde  il  triangolo  MNO  sia  rappresen- 
tato dal  triangolo  ABC.  Le  due  lince  BD.,  BC  formeranno 
una  retta  D€,  perché  essendo  retti  gli  angoli  ABD,  ABC, 
le  due  linee  BD,  BC  si  uniscono  cosi  in  B,  che  con  una 
terza  BA  formano  due  angoli  di  somma  uguali  a due  ret- 
ti (§.  28.)  Ora  le  due  linee  AD,  AC  per  ipotesi  uguali  ; 
sono  dunque  due  oblique  uguali;  dunque  saranno  equidi- 
stanti dalla  normale  AB  : perciò  BD,  BC  sono  uguali,  os- 
sia sono  uguali  i cateti  BD,  NO  : dunque  nei  due  trian- 
goli rettangoli  ABD,  MNO,  i due  lati  AB,  BD  dell’  uno 
sono  uguali  ai  lati  MN  , NO  dell’  altro , e l’angolo  ABD 
fatto  dai  primi  è retto,  come  Io  è l’angolo  N fatto  dai  se- 
condi: quindi  i due  triangoli  sono  coincidenti. 

TEOREMA  XVII. 

SIA  UN  TRIANGOLO  AFE  (fig.  29.)  ED  IN  ESSO  SI  PROLUNGHI  IL. 
LATO  AB  INDEFINITAMENTE  IN  C '.  DIMOSTRO,  CHE  l’àNGOLO 
FBC  CHE  SI  CHIAMA  ANGOLO  ESTERNO  È MAGGIORE  DI  CIA- 
SCUNO DEI  DUE  ANGOLI  FAB,  AFB,  CHE  SI  CHIAMANO  ANGOLI 
INTERNI  ED  OPPOSTI. 

47.  Dimostr.  Si  divida  il  lato  FB  nel  suo  punto  mc- 
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dio  D,  e da  A per  D si  conduca  la  retta  ADE,  si  prenda 
DE  uguale  ad  AD,  e si  conduca  EB;  i due  triangoli  FAD, 
DEB,  sono  coincidenti,  perchè  i lati  FD,  DA  dell’uno  sono 
uguali  per  costruzione  ai  lati  DB,  DE  dell’altro,  e l’an- 
golo FDA  fatto  dai  primi  è verticale  con  EDB  fatto  dai 
secondi.  Dalla  coincidenza  dei  triangoli  si  ricava,  che  l'an- 
golo DBE  è uguale  all’angolo  AFB;  ina  DBC  è maggiore 
di  DBE;  dunque  DBC,  o l’angolo  esterno  è maggiore  di 
AFB,  uno  degli  interni  ed  opposti. 

Dimostriamo,  che  l’angolo  esterno  DBC  e anche  maggio- 
re dell’altro  interno  ed  opposto  FAB.  A tal  uopo  diviso  per 
mezzo  in  M il  lato  AB,  per  i punti  F,  M si  conduca  la  retta 
FO,  e presa  MO  uguale  ad  MF  si  conduca  BO,  c si  di- 
mostrerà come  innanzi,  che  i triangoli  RMO,  FAM  sono 
coincidenti  ; dunque  l’  angolo  MBO  è uguale  all’  angolo 
FAM;  ma  MBN  è maggiore  di  MBO  : dunque  sarà  ancora 
maggiore  di  FAB;  ma  MBN  è uguale  al  suo  verticale  FBC: 
dunque  FBC  esterno  è maggiore  dell’altro  intento,  ed  op- 
posto FAB. 

TEOREMA  XVIII. 

DUE  TRIANGOLI,  CHE  HANNO  OLE  ANGOLI  UGUALI  A DUE  AN- 
GOLI, EO  UN  LATO  UGUALE  AD  UN  LATO  SONO  COINCIDENTI. 

48.  Diinoslr.  Siano  i due  triangoli  ACB,  EFR  (fig.  30.) 
nei  quali  l’angolo  A sia  uguale  all’angolo  E,  I'  angolo  C 
uguale  all’angolo  F,  ed  il  lato  AB  uguale  al  lato  ER,  dico, 
che  i triangoli  sono  coincidenti.  Se  sono  tali  i lati  CA,  FE 
sono  uguali.  Se  è possibile  non  Io  siano,  c sia  CA  mag- 
giore di  FE.  Si  prenda  la  parte  DA  uguale  ad  EF,  c si 
conduca  DB.  I due  triangoli  DAB  , FER  saranno  coinci- 
denti : dunque  l’angolo  ADB  sarà  uguale  all’angolo  F;  ma 
gli  angoli  C,  F souo  uguali,  dunque  l’angolo  ADB  esterno 
al  triangolo  DCB  sarà  uguale  all’interno,  ed  opposto  C;  ciò 
è assurdo  ($.  47.).-  dunque  AC  è uguale  ad  EF;  e perciò 
i triangoli  ACB,  EFR  sono  coincidenti. 

«som.  2 
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TEOREMA  XIX. 

IN  UN  TRIANGOLO  AL  LATO  MAGGIORE  È OPPOSTO  ANGOLO 
MAGGIORE,  ED  AL  LATO  MINORE  É OPPOSTO  ANGOLO  MINORE, 

E VICEVERSA. 

49.  Dimoslr.  Sia  il  triangolo  ABC  (fìg.  31 .),  nel  quale 
il  lato  AG  sia  maggiore  di  AB:  dimostro,  che  l'angolo  ABC 
opposto  al  lato  maggiore  AC  è maggiore  dell’angolo  ACB 
opposto  al  lato  minore  AB.  Per  provarlo  si  prenda  sul  lato 
maggiore  AC  la  parte  AO  uguale  ad  AB  e si  conduca  BO. 
Nel  triangolo  isoscele  BAO  l’angolo  AOB  sarà  uguale  al- 
l’angolo ABO;  ma  AOB  come  esterno  al  triangolo  OCB  è 
maggiore  dell’angolo  OCB,  dunque  anche  ABO  sarà  mag- 
giore di  OCB,  ed  a più  forte  ragione  l’angolo  ABC  sarà 
maggiore  di  OCB. 

Viceversa  se  l’angolo  ABC  sarà  maggiore  di  ACB  il  lato 
AC  opposto  al  primo  sarà  maggiore  di  AB  opposto  al  se- 
condo; perchè  se  ciò  non  fosse  il  lato  AC  sarebbe  o uguale 
ad  AB,  o minore  : nel  primo  caso  l’angolo  ACB  sarebbe 
uguale  ad  ABC , c nel  secondo  ABC  sarebbe  minore  di 
ACB,  il  tutto  contro  l’ipotesi. 

- TEOREMA  XX. 

IN  UN  TRIANGOLO  NON  VI  POSSONO  ESSERE  NÉ  DDE  ANGOLI 

RETTI,  NÉ  DUE  OTTUSI,  NÉ  UNO  RETTO  ED  UNO  OTTUSO. 

50.  Dimostr.  Sia  il  triangolo  BEC  (lig.  32.),  gli  angoli 
EBC,  ECB  non  possono  essere  nè  ambedue  retti,  nè  am- 
bedue ottusi,  nè  uno  rotto  ed  uno  ottuso.  Si  prolunghi  il 
lato  BC  da  una  parte  e dall’altra;  gli  angoli  EBA  , ECD 
esterni  dovranno  essere  maggiori  degli  interni,  ed  opposti 
ECB,  EBC  : dunque  nelle  tre  indicate  ipotesi  i detti  an- 
goli EBA  , ECD  sarebbero  ottusi  , mentre  i loro  angoli 
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conscguenti  EBC,  ECB  sarebbero  o retti,  o ottusi,  ciò  che 
è assurdo  (§.  21.). 

51.  Coroll.  I.o  In  un  triangolo,  ove  sia  un  angolo  retto 
o ottuso,  gli  altri  due  debbono  essere  acuti. 

52.  Coroll.  2.°  In  un  triangolo  isoscele  niuuo  degli  an- 
goli opposti  ai  Iati  uguali , o alla  base  può  essere  retto, 
ed  ottuso;  e niuno  può  essere  retto  o ottuso  degli  angoli 
di  un  triangolo  equilatero,  altrimenti  nel  primo  caso  vi  sa- 
rebbero in  un  triangolo  due  angoli  retti,  o ottusi  ; c nel 
secondo  ve  ne  sarebbero  tre. 

53.  Scolio.  Dovendo  essere  nel  triangolo  equilatero  tutti 
c tre  gli  angoli  acuti,  in  un  triangolo  possono  essere  acuti 
tutti  e tre  gli  angoli.  Ma  in  uu  triangolo  vi  può  essere 
un  angolo  retto,  ovvero  uno  ottuso.  Infatti  se  da  un  pun- 
to F (fig.  33.)  sopra  d’una  retta  AE  si  cala  una  normale 
FD  , c poi  l'obliqua  FC , il  triangolo  FCD  ha  un  ango- 
lo retto  in  D.  Se  poi  si  conduca  un’altra  obliqua  FB  si 
avrà  il  triangolo  FBC  coll’  angolo  ottuso  FCB.  Infatti 
l’angolo  FCB  esterno  rispetto  il  triangolo  FDC  deve  essere 
maggiore  dell'angolo  interno  ed  opposto  FDC,  ossia  mag- 
giore del  retto. 

54.  Da  ciò  viene  , che  in  un  triangolo  relativamente 
agli  angoli  possono  darsi  tre  casi.  1.°  Cbc  abbia  tutti  gli 
angoli  acuti,  c si  chiama  triangolo  acutangolo.  2.°  Che  ab- 
bia un’  angolo  ottuso  , o si  chiama  triangolo  ottusangolo. 
3.°  Che  abbia  un  angolo  retto,  e si  chiama  triangolo  ret- 
tangolo. 

TEOREMA  XXI. 

se  dall’estremita’superiore  d’una  retta,  che  sega  un’al- 
tra NON  AD  ANGOLO  RETTO,  SI  CALA  SU  QUESTA  UNA  NORMA- 
LE, QUESTA  DEVE  CADERE  DALLA  PARTE  DELL’ANGOLO  ACUTO 
FATTO  DALLA  RETTA,  CHE  SI  SEGA  COLL’ALTRA. 

55.  Dimoslr.  Sia  la  retta  DE  (lig.  34.),  che  si  sega  con 
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AF  in  B non  ad  angoli  rolli,  e dal  punto  D si  cali  una 
normale  DC  sopra  AF,  questa  caderà  dentro  l'angolo  acuto 
DBF.  Se  è possibile  cada  come  AD  dentro  l’angolo  ottuso 
DBA.  In  tal  caso  l'angolo  DBC  esterno  rispetto  il  triangolo 
DBA  sarà  maggiore  dell’ angolo  interno  ed  opposto  DAB; 
ma  questo  é retto  per  ipotesi,  dunque  DBC  sarà  ottuso  con- 
tro l’ipotesi. 

TEOREMA  XXII. 

DUI  TRIANGOLI  ABBI  ARO  DUE  LATI  UGUALI  A DUE  LATI  , UH 
ASGOLO  OPPOSTO  AD  US  LATO  IS  US  TRIASGOLO  UGUALE  AL- 
l’ ASGOLO  OPPOSTO  AL  LATO  UGUALE  SELL’ ALTRO  TRIASGOLO,  E 
GLI  ALTRI  DUE  ASGOLI  OPPOSTI  AGLI  ALTRI  DUE  LATI  UGUALI 
SIANO  DELLA  STESSA  SPECIE  O ACUTI,  O OTTUSI,  I TRIANGOLI 
SOSO  COINCIDESTI. 

56.  Dimoslr.  Siano  i due  triangoli  ACB,  DEE  (lìg.  35.), 
nei  quali  i due  lati  AC,  CB  dell’uno  siano  uguali  ai  lati 
DF,  FE  dell'altro;  siano  uguali  gli  angoli  A,  D opposti  ai 
lati  uguali  CB,  FE;  e gli  angoli  B , E opposti  agli  altri 
due  lati  uguali  AC,  DF  siano  ambedue  o acuti,  o ottusi; 
i due  triangoli  sono  coincidenti.  Se  lo  sono  deve  essere  il 
lato  AB  uguale  a DE  : ma  non  lo  sia,  e sia  maggiore.  Si 
prenda  la  parte  AG  uguale  a DE,  e si  conduca  CG,  avre- 
mo i due  triangoli  ACG,  DFE  coincidenti,  perchè  i due 
lati  AC,  AG  dell'uno  sono  uguali  ai  due  lati  DF,  DE  dell’ 
altro,  e gli  angoli  A,  I)  sono  uguali  : dunque  il  lato  CG 
è uguale  ad  FE  ; ma  per  ipotesi  CB  era  uguale  ad  FE  , 
dunque  CG  è uguale  a CB , c perciò  il  triangolo  GCB  è 
isoscele.  Siano  ora  gli  angoli  B,  E ottusi,  dunque  nel  trian- 
golo isoscele  GCB  vi  saranno  due  angoli  ottusi  B,  e CGB 
ciò  che  è assurdo  (§.  50.).  Se  poi  B,  ed  E saranno  acuti, 
sarà  acuto  l’angolo  CGB;  dunque  sarà  ottuso  l’angolo  con- 
seguente CGA  (§.  21.),  e perciò  essendosi  provalo,  che  il 
triangolo  ACG  è coincidente  con  FDE,  l’angolo  ottuso  CGA 
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potrebbe  coincidere  coll’acuto  E : dunque  il  lato  BA  non 
può  essere  maggiore  di  DE  ; non  può  essere  minore,  per- 
ché la  costruzione,  e la  dimostrazione  all’  assurdo  ai  fa- 
rebbe sopra  il  Iato  DE  ; dunque  i lati  AB,  DE  sono  ugua- 
li, e perciò  i due  triangoli  CAB,  DFE  sono  coincidenti. 

N.  B.  Gli  angoli  B,  E sono  implicitamente  dati  in  spe- 
cie, se  A,  D fossero  retti,  o ottusi,  perché  dovrebbero  es- 
sere acuti  ; e se  essendo  A , D acuti  fosse  BC  > AC  , 
FE>FD,  perchè  gli  angoli  B,  £ opposti  ai  lati  minori 
a più  forte  ragione  dovrebbero  essere  acuti. 

57.  Scolio.  Riunendo  li  teoremi  dimostrati  nei  ($.  30, 

43,  45,  48,  56.)  sulla  coincidenza  dei  triangoli  si  deduce, 

che  essendovi  in  un  triangolo  sei  clementi,  tre  angoli.,  e / 

tre  Iati,  i triangoli  sono  coincidenti  quando  abbiano  tre 
elementi  ( tra  i quali  vi  sia  almeno  un  lato  ) uguali  a tre 
clementi.  Cosi  i triangoli  sono  coincidenti  quando  abbiano 
due  angoli  uguali  a due  angoli,  ed  un  lato  uguale  ad  un 
lato  ($.  31.  48.).  Sono  coincidenti  quando  abbiano  due  lati 
uguali  a due  lati,  ed  un  angolo  uguale  ad  un  angolo  ($.  30, 

56.).  Dunque  si  può  stabilire  questa  proposizione  generale 
interessantissima. 

58.  US  TRIANGOLO  fe  DATO  QUANDO  SONO  DATI  TRE  Dt’ 

SUOI  SEI  ELEMENTI  FRA  I QUAUI  VI  SIA  ALMENO  UN  LATO. 

11  triangolo  in  tal  modo  è fissato  , perchè  ogni  altro 
triangolo,  che  abbia  gli  stessi  tre  elementi  dati  coincide  con 
esso. 

59.  Gli  elementi  poi  da  darsi  saranno  1.  Due  lati,  ed  un 
angolo.  II.  Due  angoli,  ed  un  latOj  che  è l’inverso  dell’an- 
tecedente. III.  / tre  lati.  Qui  non  vi  può  essere  l’inverso, 
perchè  con  tre  angoli  non  si  fissa  il  triangolo,  non  essen- 
dovi un  Iato  tra  le  condizioni.  Ognuno  dei  due  primi  casi 
ne  contiene  due.  Per  es.  il  primo , che  fissa  due  lati  ed 
un  aogolo,  contiene  il  caso,  che  l’angolo  sia  fatto  dai  due 
Iati,  o che  sia  all’estremità  di  uno,  ossia  opposto  ad  uno 
dei  duo  Iati.  Il  secondo  caso  pure  ne  ha  due,  perchè  o gli 
angoli  sono  alle  estremità  del  lato,  o altrimenti. 
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TEOREMA  XXIII. 


DUE  RETTE  NORMALI  AD  UNA  TERZA  PROLUNGATE  QUANTO  Si 
VOGLIA  DA  AMBE  LE  PARTI  MAI  s’iNCONTRERANNO. 

. : ’ . ..i  >l:q  » ^1 

60.  Dimostr.  Siano  le  rette  FD,  GE  (fig.  36.)  normali 
ad  una  retta  S€,  prolungate  le  prime  a piacere  da  ambe 
le  parti  F,  G,  e D,  E,  non  s'incontreranno.  Poiché  se  s'in- 
contrassero in  nn  punto  O,  ovvero  0'  si  verificherebbe  , 
che  da  uno  stesso  punto  si  potrebbero  condurre  due  distinte 
normali  ad  una  retta,  eiò  che  è assurdo  (§.  33.). 

TEOREMA  XXIV. 

■ ...  v . ». 

DUE  RETTE,  CHE  CON  UNA  TERZA  FANNO  DUE  ANGOLI  DALLA 
STESSA  PARTE  DI  SOMMA  UGUALE  A DUE  RETTI  PROLUN- 
GATE DA  AMBE  LE  PARTI  MAI  s’iNCONTRERANNO. 

• 

61.  Dimostr.  Siano  le  due  rette  AB,  DC  (fig.  37.),  che 
con  una  terza  FE  facciano  gli  angoli  BHG , HGC  dalla 
stessa  parte  BC,  che  sommati  diano  due  retti , dico , che 
AB,  DC  comunque  si  prolunghino  dalle  due  parti  B,  C > 
ed  A,  D non  s’incontreranno  mai.  Por  dimostrar  ciò  si  sta- 
bilisca, che  non  essendo  retti  i due  angoli  BHS  , HGC 
( perché  altrimenti  si  avrebbe  il  caso  antecedente  ) , uno 
sarà  minore  del  retto,  o acuto,  e l’altro  maggiore  del  ret- 
to , o ottuso  , onde  insieme  diano  due  retti.  Inoltre  dal 
punto  medio  O di  HG  si  conduca  IL  normale  in  I ad  AB. 
Se  l’angolo  BHG  £ ottuso,  il  posto  accanto  IHG  sarà  acu- 
to (§.  21.)  : in  tal  caso  la  normale  IL  caderà  dalla  parte 
deil’aogolo  IHG  acuto  ($.  55.).  Ora  nei  due  triangoli  IHO, 
GOL,  gli  angoli  I0H,  GOL  sono  uguali,  perché  verticali: 
l’angolo  OGL  è uguale  all’angolo  OHI,  perché  ambedue 
uniti  allò  stesso  angolo  BHO  danno  due  retti  ; in  ultimo 
il  lato  HO,  OG  fra  gli  angoli  uguali  sono  uguali  per  co- 
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struzione  : dunque  (§.  31.)  i due  detti  triangoli  sono  coin- 
cidenti; perciò  l'angolo  OIH  é uguale  all’angolo  OLG  : ma 
per  costruzione  OHI  è retto,  dunque  è retto  anche  l’an- 
golo OLG  : quindi  le  duo  rette  BA,  CU  sono  normali  alla 
terza  IL,  dunque  prolungate  da  ambe  le  parti  (§.  60.)  non 
s’incontreranno. 

TEOREMA  XXV. 

DUE  RETTE  PROLUNGATE  NON  s’iNCONTRERANNO  MAI  SE  l’uNA 
È NORMALE  AD  UNA  TERZA,  E I.’ALTRA  CON  QUESTA  FA  UN 
ANGOLO  QUALUNQUE. 

62.  Dimostr.  Siano  le  due  rette  GC,  AN  (fig.  38.),  la 
prima  normale  ad  AS,  l’altra  AN,  che  con  questa  dalla 
parte  di  GC  fa  l’angolo  acuto  NAC,  dico,  che  le  due  AN, 
GC  sufficientemente  prolungale  s’incontreranno.  Per  pro- 
varlo dal  punto  A s’innalzi  AF  normale  sopra  AS,  avremo 
l’angolo  acuto  FAN.  Si  facciano  tanti  angoli  NAO,  OAP, 
PAQ,  QAB  tutti  uguali  ad  FAN  , e tanti  finché  un  lato 
AB  venga  sotto  la  retta  AS  : quindi  sulla  indefinita  AS 
prese  le  parti  CD,  I)T,  TR,  RS  uguali  ad  AC  si  suppon- 
ga, che  tutte  insieme  con  AC  sieno  tante  quanti  sono  gli 
angoli  FAN,  NAO,  OAP,  PAQ,  QAB,  cioè  nel  nostro  caso 
siano  cinque,  c dai  punti  D,  T,  R,  S si  elevino  le  normali 
DII,  TI,  RL,  SM  sopra  AS,  avremo  così  cinque  strisce  indefi- 
nite FACG,  GCDH,  HDTI,  1TRL,  LRSM  tulle  uguali,  e cin- 
que spazi  angolari  indefiniti  uguali  FAN,  NAO,  OAP,  PAQ, 
QAB.  Ora  lo  spazio  angolare  indefinito  FAB  è maggiore  dello 
spazio  indefinito  FAS,  perchè  questo  è compreso  in  quello  : 
dunque  potremo  dire,  che  cinque  volte  lo  spazio  angolare  in- 
definito FAN  è maggiore  di  cinque  volte  la  striscia  indefinita 
FACG:  dunque  anche  il  quinto  del  primo  spazio  sarà  mag- 
giore del  quinto  del  secondo,  ossia  Io  spazio  angolare  indefi- 
nito FAN  sarà  maggiore  della  striscia  indefinita  FACG;  quin- 
di la  linea  AN  deve  segare  CG,  altrimenti  Io  spazio  indefi- 
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nito  compreso  FAN  sarebbe  maggiore  dello  spazio  FACG, 
che  lo  comprenderebbe,  lo  che  è assurdo. 

TEOREMA  XXVI. 

DUE  RETTE,  CHE  CON  UNA  TERZA  DALLA  STESSA  PARTE  FANNO 
DUE  ANGOLI  DI  SOMMA  MINORE  DI  DUE  RETTI  PROLUNGATE 
s’incontreranno. 

63.  Dimoslr.  Siano  le  due  rette  AB,  DC  (fig.  37.),  che 
con  FE  formino  gli  angoli  AHG,  HGD  di  somma  minore  di 
due  retti.  Pel  punto  medio  O di  HG  si  conduca  IL  normale 
a DC,  dico,  che  non  potrà  essere  normale  in  I sopra  AB.  Se 
è possibile  lo  sia,  in  tal  caso  i due  triangoli  IOH,  OGL 
sono  coincidenti  (§.  56.),  perché  gli  angoli  in  I,  ed  L sono 
retti,  gli  angoli  GOL.,  IOH  sono  verticali,  ed  i lati  OH,  OG 
per  costruzione  sono  uguali;  perciò  gli  angoli  IHO,  OGL 
sono  uguali;  ma  OGL  unito  ad  OGD  da  due  retti,  dun- 
que anche  IHO  unito  ad  OGD  da  dne  retti,  contro  l’ipo- 
tesi; dunque  IC  non  è normale  in  I.  Ora  se  IL  non  è nor- 
male in  I uno  degli  angoli  AIO,  OIH  sarà  acuto,  perciò 
li  retta  DC  cadendo  normale  sopra  IL,  l’altra  vi  cade  fa- 
cendovi l’angolo  acuto,  dunque  (§.  62.)  le  stesse  due  rette 
AB,  DC  s'incontreranno  sufficientemente  prolungate. 

64.  Due  rette,  che  prolungate  quanto  si  voglia  da  ambe 
le  parti  nou  s’incontrano  mai  si  chiamano  rette  paralleli e. 
Due  rette,  che  nel  prolungamento  tendono  ad  incontrarsi 
si  dicono  rette  convergenti,  se  poi  sempre  più  si  scostano 
si  dicono  rette  divergenti.  È chiaro  però,  che  anche  le  rette 
divergenti  tendono  ad  incontrarsi  dall’altra  parte,  ove  sono 
convergenti  : quindi  riguardo  a due  rette  si  danno  due  ca- 
si : o prolungate  da  ambe  le  parti  non  s’incontreranno,  o 
s’incontreranno  da  una  parte. 
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DUE  RETTE  SONO  PARALLELI.  £ SE  SEGATE  DA  Uff  A TERSA  VANNO 
COR  ESSA  DUE  ANGOLI  DALLA  STESSA  PARIE  DI  SOMMA  UGUALE 
A DUE  RETTI,  E VICEVERSA  SE  SONO  PARALLELLE,  CON  Uff  A TÈR- 
ZA, CHE  LE  SEGA,  PARSO  DUE  ANGOLI  DALLA  STESSA  PAETE  DI 
SOMMA  UGUALE  A DUE  RETTI. 

65.  Dimostr.  La  prima  parte  del  teorema  è il  teorema 
XXIV;  l’altra  si  prova  cosi. 

Se  BA,  CD  (fig.  37.)  essendo  parallellc  con  una  FE  non 
facessero  i due  angoli  BHG,  HGC  di  somma  uguale  a due 
retti,  o questa  somma  sarebbe  maggiore,  o minore  di  due 
retti.  Se  minore  pel  teorema  XXVI  s’incontrerebbero;  se 
maggiore,  poiché  la  somma  dei  quattro  angoli  BHG,  GHA, 
HGC,  HGD  a due  a due  couseguenti  vale  quattro  retti,  e 
per  ipotesi  la  somma  dei  due  BHG,  HGC  è maggiore  di 
due  retti,  la  somma  degli  altri  due  AHG,  HGD  riesce  mi- 
nore di  dne  retti,  dunque  le  dne  dette  rette  s’incontre- 
ranno contro  l’ipotesi. 

66.  Scolio.  La  linea  FE,  che  sega  le  parallelle  si  dice 
secante.  Gli  angoli  BHG  , HGC  si  chiamano  angoli  interni 
posti  dalla  stessa  parte  : quindi  la  somma  degli  angoli  inter- 
ni posti  dalla  stessa  parte  vale  due  retti. 

Gli  angoli  AHG,  HGC  si  chiamano  angoli  alterni  interni. 

L’angolo  HGC  si  dice  angolo  interno,  ed  EHB  si  chia- 
ma angolo  esterno  ed  opposto. 

TEOREMA  XXVIII. 

GLI  ANGOLI  ALTERNI  INTERNI  SONO  UGUALI,  E a’aNOOLO 
INTERNO  t.  UGUALE  AL  SUO  ESTERNO  ED  OPPOSTO. 

67.  Dimostr.  L’angolo  AHG  unito  al  suo  conseguente 
GHB  dà  due  retti;  ma,  essendo  AB , DC  parallelle,  anche 
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1IGC  unilo  allo  stesso  GUB  dà  due  retti,  dunque  AHG  è 
uguale  ad  HGC. 

Inoltre  EHB  è uguale  al  suo  verticale  AHG,  ma  per 
l’antecedente  dimostrazione  HGC  è uguale  allo  stesso  AHG, 
dunque  HGC  è aguale  ad  EHB. 

A * 

TEOREMA  XXIX. 

SE  GLI  SEGOLI  ALTERNI  SOSO  UGUALI  , O È UGUALE  l’aHGOLO 
(STEREO  AL  SUO  ESTERNO  ED  OPPOSTO,  LE  DUE  LINEE  SEGATE 
SOSO  PARALLELLE. 

I 

68.  Dimostr.  Infatti  se  AHG  é uguale  ad  HGC,  poiché 
AHG  unito  a BHG  dà  due  retti;  anche  HGC  unito  a BHG 
da  due  retti;  quindi  la  somma  dei  due  augoli  interni  po- 
sti dalla  stessa  parto  è uguale  a due  retti  ($-  61);  perciò 
le  due  lince  AB,  AC  sono  parallelle. 

Similmente  se  HGC  é uguale  ad  EHB,  poiché  questo 
unito  al  suo  conseguente  BHG  dà  due  retti,  anche  HGC 
unito  a BHG  darà  due  retti,  cioè  la  somma  dei  due  an- 
goli interi  è uguale  a due  retti. 

TEOREMA  XXX. 

USA  RETTA  NORMALE  AD  UNA  DI  DUE  RETTE  PARALLELLE,  I!  NOR- 
MALE all’altra;  le  normali  fra  due  parallelle  sono  PA- 
RALLELLE SONO  UGUALI,  E LE  Più  CORTE  RETTE  FRA  LE  DA- 
TE PARALLELLE. 

69.  Dimostr.  Se  BF  (fig.  39.)  è normale  ad  EII,  é nor- 
male anche  alla  parallelia  AD,  e ciò  affinchè  la  somma  dei 
due  angoli  interni  posti  dalla  stessa  parte  BFG,  CDF  dia 
due  retti.  Le  due  normali  poi  BF  , CG  sono  parallelle  , 
perchè  ambedue  sono  normali  ad  una  terza  EH  (§.  60.).  . 
Queste  normali  sono  uguali  , perchè  condotta  FC  i duo 
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triangoli  BFC,  CFG  sono  coincidenti.  Infatti  essendo  BF, 
CG  paraliellc  saranno  gli  angoli  alterni  uguali  FCG,  BFC; 
essendo  parallelle  BC,  FG  saranno  uguali  gli  angoli  alter* 
ni  BCF,  CFG  : inoltre  FC  è lato  comune  ai  due  detti  tri- 
angoli : dunque  BF  è uguale  a CG. 

Finalmente  se  fra  le  due  parallelle  AD,  GH  si  conduca 
a piacere  una  retta  CF  questa  sarà  sempre  maggiore  di 
una  qualunque  delle  normali  condotte  fra  le  parallelle  stes- 
se. Poiché  condotta  la  normale  CG,  o la  BF,  la  linea  CF 
sarà  una  obliqua  rispetto  queste  normali,  e perciò  mag- 
giore di  esse. 

70.  Scolio.  Poiché  le  normali  fra  le  parallelle  sono  tutte 
uguali,  e sono  le  più  corte  linee  fra  le  parallelle  stesse, 

si  prendono  ad  esprimere  le  distanze  dei  punti  corrispon- 
denti delle  parallelle,  intendendo  per  punti  corrispondenti 
le  due  estremità  di  queste  normali.  Viene  dunque  dal 
(§.  69.),  che  le  parallelle  sono  rette  equidistanti  in  tutti  i loro 
punti  corrispondenti. 

TEOREMA  XXXI. 

IH  UH  TRIANGOLO  L*  ANGOLO  ESTERNO  È UGUALE  ALLA  SOMMA 
DEI  DUE  ANGOLI  lNIBRNt  ED  OPEOST1. 

71.  Dimostr.  Sia  il  triangolo  ABC  (fig.  40.).  Si  prolun- 
ghi il  lato  AC  in  E,  sarà  l’angolo  BCE  uguale  alla  somma 
dei  due  interni  ed  opposti  BAC  , ABC.  Per  dimostrarlo 
si  conduca  CD  parallella  ad  AB,  e si  consideri  la  BC  se- 
cante di  queste  due;  gli  angoli  x , x saranno  angoli  al- 
terni interni,  e perciò  uguali.  Considerando  ora  delle  stesse 
parallelle  AB,  CD,  la  AE  come  secante  sarà  l’angolo  inter- 
no y uguale  all’esterno,  ed  opposto  y.  Essendo  ora  le  dne 
parti  x,  y di  tutto  l’angolo  BCE  uguali  alli  due  angoli 
x , ed  y,  tutto  l’angolo  BCE  sarà  uguale  alla  somma  dei 
due  angoli  x,  y , ossia  l’angolo  esterno  è uguale  alla  som- 
ma dei  due  interni,  ed  opposti. 
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72.  Caroli.  Si  aggiunga  l'angolo  BCA  all'angolo  BCE, 
sarà  lo  stesso,  che  aggiungerlo  alla  somma  dei  due  x,  ed 
y ; ma  la  prima  somma  essendo  quella  di  due  angoli  con- 
seguenti 6 uguale  a due  retti , dunque  anche  la  seconda 
somma  di  BCA  con  x,  ed  y darà  due  retti;  cioè  m un  trian- 
golo qualunque  la  somma  dei  Ire  angoli  è uguale  a due  angoli 
retti. 

Ma  ciò  si  dimostra  assolutamente  dal 
TEOREMA  XXXII. 

IN  UN  TRIANGOLO  QUALUNQUE  LA  SOMMA  DEt  TRE  ANGOLI 
È UGUALE  A DUE  ANGOLI  RETTI. 

73.  Dimostr.  Sia  il  triangolo  ABC  (fig.  41.),  e dal  punto 
A si  conduca  la  retta  DE  parallella  al  lato  BC.  Se  si  con- 
sidera AC  come  secante  di  queste  due  parallelle,  saranno 
uguali  gli  angoli  alterni  x,  x.  Considerando  poi  AB  co- 
me secante  delle  stesse  parallelle  saranno  uguali  gli  an- 
goli y,  y';  dunque  la  somma  dei  due  angoli  x,y  è uguale 
alla  somma  dei  due  angoli  x',  y'  : ad  ambedue  queste  som- 
me si  aggiunga  1’  angolo  BAC,  si  avrà , che  i tre  angoli 

BAC,  y presi  insieme  equivarranno  alla  somma  dei  tre 
angoli  x\  y,  BAC  del  triangolo  BAC  : ma  la  prima  somma 
è uguale  a due  angoli  retti  ($.  22.),  dunque  la  somma  dei 
tre  angoli  d’  un  triangolo  qualuuquc  equivale  a due  an- 
goli retti. 

74.  Scolio.  Da  questo  teorema  si  conferma  ciò  che  si 
disse  nel  (§.  50.);  perchè  se  in  un  triangolo  vi  è un  angolo 
retto,  dovendo  essere  la  somma  degli  altri  due  un  retto, 
ciascuno  è minore  del  retto,  e perciò  é angolo  acuto.  Se 
poi  nel  triangolo  ri  é un  angolo  ottuso,  dovendo  essere 
la  somma  degli  altri  due  minore  d’un  retto,  a più  forte 
ragione  ciascuno  dovrà  essere  acuto.  Ciò  però  non  prova 
la  possibilità  dell’esistenza  di  un  angolo  retto,  o di  un  an- 
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golo  ottuso  in  un  triangolo;  nè  col  nostro  teorema  si  pro- 
va la  possibilità  , che  in  un  triangolo  vi  siano  tutti  gli 
angoli  acuti.  Ma  tutto  ciò  è stato  provato  nel  (§,  53.). 

75.  Per  poligono  s’ intende  una  superficie  chiusa  da 
quante  linee  si  vogliono  congiunte  ad  angoli.  Cosi  la  fi- 
gura 42  è un  poligono,  perché  la  superficie  é chiusa  da 
7 lince  BC,  CD,  DE,  cc.  congiunte  nei  punti  C,  D,  E ec. 
È evidente,  che  sempre  sono  tanti  i lati  quanti  sono  gli 
angoli,  c viceversa:  perchè  considerando  un  lato,  per  esem- 
pio BC,  si  vede,  che  congiungcndosi  alla  sua  estremità  C 
un  altro  lato  CD  si  forma  un  angolo  C,  e se  all’altra  c- 
sl  remi  la  D di  questo  CD  si  congiunga  un  altro  lato  DE  si 
forma  un  altro  angolo  D,  e cosi  di  seguito;  dunque  per 
ogni  lato,  che  successivamente  si  considererà  dopo  il  pri- 
mo BC  si  forma  un  angolo,  ma  il  primo  formerà  il  suo 
angolo  B congiungendosi  nel  suo  principio  col  fine  dell'ul- 
timo lato  AB;  dunque  tanti  sarauuo  gli  angoli  quanti  i lati. 

76.  11  poligono  si  dice  poligono  regolare  quando  ha 
tutti  i lati  uguali,  c lutti  gli  angoli  uguali. 

77.  Dei  poligoni  regolari  quelli  di  cui  si  parla  nella 
geometria  sono  il  poligono  di  15  lati,  di  12,  di  10,  di  8, 
di  6,  di  5.  Il  poligono  di  15  lati  si  chiama  pentadecagono', 
quello  di  12  si  dice  duodecagoiw,  quello  di  10  si  chiama 
decagono ; quelli  di  6,  c 5 si  dicono  esagono j e pentagono. 

78.  (Jn  poligono  di  quattro  lati  si  chiama  quadrilatero. 
Se  in  questo  i lati  opposti  sono  paralleli!  si  chiama  pa- 
raUellogrammo.  Cosi  la  figur.  43  è un  parallcllogrammo  se 
il  lato  AB  è paradello  a CD,  cd  il  lato  AC  è paradello  a BD; 
quindi  il  parallellogrammo  è un  quadrilatero , che  ha  i lati  op- 
posti parallela. 

79.  Il  parallellogrammo,  che  ha  gli  angoli  retti  si  dice 
rettangolo.  Tale  è la  figura  44. 

80.  Se  oltre  gli  angoli  retti  avrà  tutti  i lati  uguali  si 
chiama  quudrat».  Tale  è la  figura  15:  quindi  il  quadrato 
é un  quadrilatero , che  ha  tutti  i lati  uguali,  c tutti  gli 
angoli  retti. 
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81.  Se  in  un  quadrilatero  i lati  saranno  tutti  uguali 
essendo  gli  angoli  qualunque,  la  figura  si  chiama  rombo , o 
losanga.  Tale  è la  figura  46. 

TEOREMA  XXX11I. 

IN  UN  POLIGONO  QUALUNQUE  LA  SOMMA  DI  TUTTI  OLI  ANGOLI  £ 
UGUALE  AL  DOPPIO  DI  UN  ANGOLO  METTO  E1PETUTO  TANTE  VOLTE 
QUANTI  SONO  I LATI  DEL  POLIGONO  MENO  DUE. 

82.  Dimostr.  Sia  il  poligono  ABCDEFG  (fig.42.),  e da  uu 
punto  qualunque  interno  0 ai  vertici  A,  B,  C,  D,  E,  F,  ti, 
dei  suoi  angoli  si  conducano  le  rette  QA,  QB,  QC,  QD, 
QE,  QF,  Qti,  il  poligono  sarà  cosi  diviso  in  tanti  trian- 
goli quanti  sono  i suoi  lati , c tutti  gli  angoli  di  que- 
sti triangoli  meno  quelli  intorno  al  punto  Q saranno  gli 
angoli  del  poligono.  Ora  la  somma  degli  angoli  d’  ogni 
triangolo  è il  doppio  d’un  retto,  e la  somma  di  tutti  gli 
angoli  intorno  al  punto  Q è quattro  retti  (§.  22.),  cioè  due 
volte  il  doppio  d'un  retto,  dunque  la  somma  di  tulli  gli 
angoli  del  poligono  sarà  il  doppio  d’un  retto  ripetuto  tante 
volte  quanti  sono  i lati  del  poligono  tolti  due,  onde  to- 
gliere il  doppio  di  due  retti  appartenenti  a tutti  gli  an- 
goli intorno  al  punto  Q. 

83.  Corali.  Se  il  poligono  sarà  regolare  per  avere  il  va- 
lore di  uno  dei  suoi  angoli  uguali  si  dovrà  dividere  pel 
numero  dc’suoi  lati  il  valore  della  somma  di  tutti  gli  an- 
goli, cioè  il  doppio  del  retto  ripetuto  pel  numero  dei  lati 
meno  due. 

84.  Si  prolungano  i lati  BC,  CD,  DE  ec.  in  M,  N,  O 
ec.  avremo  gli  angoli  esterni  al  poligono  MCD,NDE,OEF  ec. 
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LA  SOMMA  DEGLI  ANGOLI  ESTERNI  d’un  POLIGONO 
VALE  QUATTRO  RETTI. 

85.  Dimostr.  La  somma  dell’angolo  interno  del  poligono 
coll’angolo  esterno  dà  il  doppio  d’un  retto,  perchè  sono  an- 
goli conseguenti.  Ora  queste  somme  nel  poligono  sono  di 
numero  uguale  al  numero  dei  lati  del  poligono  stesso:  dun- 
que la  somma  di  tutti  gli  angoli  interni  ed  esterni  è il 
doppio  d’un  retto  ripetuto  pel  numero  dei  lati  del  poligono. 
Ma  alla  somma  degli  angoli  interni  appartiene  il  doppio  d’un 
retto  ripetuto  pel  numero  dei  lati  meno  due  (§.  82.):  dun- 
que la  differenza  della  somma  di  tutti  gli  angoli  interni  ed 
esterni,  c la  somma  degli  angoli  interni,  ossia  la  somma 
degli  angoli  esterni,  sarà  il  doppio  d’un  retto  ripetuto  due 
volle,  o sarà  quattro  retti. 

TEOREMA  XXXV. 

IN  UN  r ARALLELLOGBAMMO  I LATI,  E GLI  ANGOLI  OPrOSTI 
SONO  UGUALI. 

86.  Dimoslr.  Sia  il  parallcllogrammo  ABCD  (fig.  43.), 
dal  vertice  A d’un  angolo  si  conduca  al  vertice  D dell'an- 
golo opposto  la  retta  AD  : questa  si  chiama  diagonale.  I 
due  triangoli  ABD,  ACD,  che  ne  provengono  sono  coin- 
cidenti. Infatti  per  le  parallcllc  AB,  CD,  e la  secante  AD 
saranno  uguali  gli  angoli  alterni  x , x\  c per  le  parallcllc 
AC,  BD,  e la  stessa  secante  saranno  uguali  y,  y'  : dunque 
i due  triangoli  ABD,  ACD  lianuo  gli  angoli  x,  y ugua- 
li agli  angoli  x , y , ed  il  lato  compreso  AD  comune  : 
dunque  i triangoli  sono  coincidenti,  e perciò  AB  è uguale 
a CD  ; AC  è uguale  a BD,  cioè  sono  uguali  i lati  oppo- 
sti. Sono  anche  uguali  gli  angoli  opposti  B,  C,  e gli  an- 
goli A , D formati  dalle  parti  jr,  y uguali  alle  x , y'. 
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87.  Coroll.  Se  i»  un  parallellogrammo  gli  angoli  sono 
uguali,  sono  rclli.  Infatti  la  somma  dei  quattro  angoli  di 
un  parallcliogrammo  è uguale  a quattro  retti,  perchè  ($-82.) 
uguale  al  doppio  d’un  retto  ripetuto  quattro  volte  meno 
due,  cioè  pel  numero  dei  lati  meno  due;  dunque  ognuno 
dei  quattro  angoli  uguali  vale  il  quarto  di  quattro  retti, 
o un  retto. 

TEOREMA  XXXVI. 


se  in  un  qvadbilatebo  i iati  opposti  sono  vocali 

LA  FttìUB A C VX  PARALLELLOGRAMMO. 


88.  Dimoslr.  Sia  (fig.  43.)  il  lato  AB  uguale  a CD,  ed 
AC  uguale  a BD,  i due  triangoli  ABD,  ACD  saranno  uguali, 
perché  hanno  tutti  i lati  uguali;  dunque  I’  angolo  x sarà 
uguale  ad  x ',  quindi  la  secante  AD  fa  coi  lati  AB  , CD 
gli  angoli  alterni  uguali,  perciò  questi  lati  sono  paradelli. 
Similmente  per  la  detta  coincidenza  essendo  uguali  gli  an- 
goli y,  y,  saranno  parallclli  i lati  AC,  BD  : dunque  il  qua- 
drilatero ABDC,  che  ha  i lati  opposti  parallclli,  è un  pa- 
rallellogrammo. 

TEOREMA  XXXVII. 

NEL  PABALLELLOGBAMMO  LE  DIAGONALI  SI  SEGANO 
IN  PABTI  VGVALI. 

89.  Dimoslr.  Sia  il  parallellogrammo  ABCD  (fig.  47.), 
in  cui  si  conducano  le  diagonali  AC , BD , che  si  seghe- 
ranno in  punto  O.  I due  triangoli  AOD,  BOC  sono  coin- 
cidenti, perchè  i lati  opposti  AD,  BC  sono  uguali,  ed  es- 
sendo questi  parallclli  gli  angoli  alterni  x , y sono  uguali 
ai  corrispondenti  alterni  x',  y':  dunque  BO,  OD,  che  sono 
incontro  agli  angoli  uguali  x , x coincidono,  e per  la 
stessa  ragione  souo  coincidenti  le  diagonali  AO,  OC,  cioè 
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BD,  AC  sono  segate  in  mezzo  dai  punto  O di  loro  interse- 
zione. 

TEOREMA  XXXVIII. 

NEL  ROMBO  LE  DIAGONALI  SI  SEGANO  AD  ANGOLI  RETTI. 

90.  Dimoslr.  Sia  il  rombo  ABCD  (fig.  46.),  e si  conducano 
le  diagonali  AC,  BD.  Essendo  uguali  le  quattro  linee  AB, 
BC,  CD,  DA  i punti  B,  D saranno  equidistanti  dagli  estre- 
mi A,  C della  diagonale  AC,  dunque  (§.  38.)  sono  due  pun- 
ti d’una  normale,  che  cade  nel  mezzo  di  AC,  e questa  non 
può  essere  che  BD. 

TEOREMA  XXXIX. 

NEL  RETTANGOLO  LE  DIAGONALI  SONO  UGUALI. 

91.  Dimostr.  Sia  il  rettangolo  (fig.  44.)  ABCD,  nel  qua- 
le si  conducano  le  diagonali  AC,  BD;  avremo  due  trian- 
goli ABC,  ADB  rettangoli  in  A,  e B coi  lati  AB,  BC  re- 
speltivamente  uguali  al  lati  AB,  AD;  dunque  questi  due 
triangoli  sono  coincidenti,  e perciò  sono  uguali  le  ipote- 
nuse, AC,  BD,  o le  diagonali  del  rettangolo. 

TEOREMA  XL. 

UN  QUADRILATERO  CHE  HA  DUE  LATI  OPPOSTI  UGUALI 
E PARALLELLI  È UN  PARALLELLOGRAMMO. 

92.  Dimoslr.  Siano  nel  quadrilatero  ABDC  (fig.43.)  ugua- 
li e paradelli  i due  lati  AB,  CD  , i due  triangoli  ABD  , 
ACD  saranno  coincidenti,  perché  i lati  AB,  AD  dell’  uno 
sono  uguali  ai  lati  DC,  AD  dell’altro,  e I’  angolo  x fatto 
dai  primi  é uguale  all’angolo  x fatto  dagli  altri  due  lati, 
essendo  angoli  alterni  delle  parallelle  AB,  CD:  dunque  AC 
sarà  uguale  a BD,  onde  la  figura  sarà  (§.  88.)  un  paral- 
lellogrammo. 
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CAPO 

DELLE  DETTE  NEL  CIRCOLO 


'Ha»?» 

93.  Il  circolo  é uno  spazio  chiuso  da  una  linea  in  tutti 
i punti  equidistante  da  uno  interno,  che  si  chiama  centro. 
La  linea,  che  chiude  questo  spazio  si  chiama  circonferenza, 
o periferia. 

94.  Qualunque  retta  condotta  dal  centro  alla  circon- 
ferenza si  chiama  raggio  del  circolo.  La  retta,  che  con- 
dotta da  un  punto  della  circonferenza  ad  un  altro  passa 
pel  centro  si  chiama  diametro  , c si  vede  , che  è doppia 
del  raggio..  Nella  (6g.  49.)  AD  è il  raggio,  ed  AM  il  dia- 
metro. Dalla  definizione  data  del  raggio  si  vede,  che  nello 
stesso  circolo  i raggi  sono  uguali,  poiché  questi  raggi  so- 
no le  distanze  uguali  dei  punti  della  circonferenza  dal  cen- 
tro. Quindi  anche  i diametri,  che  sono  doppii  dei  raggi,  so- 
no uguali.  Il  diametro  divide  in  due  parli  coincidenti  il 
circolo.  Poiché  se  nella  (Gg.49.)  la  parto  ANM  roti  intorno 
al  diametro  AM,  c con  ciò  la  parte  ANM  venga  sopra  ACM 
debbono  coincidere,  altrimenti  vi  sarebbero  dei  punti  della 
circonferenza  disugualmente  distanti  dal  centro. 

95.  Se  la  linea  andando  da  un  punto  ad  un  altro  della 
circonferenza  non  passa  pel  centro  si  chiama  corda.  Cosi 
(fig,  49.)  la  AC  é una  corda  , c l’arco  ABC  si  dice  arco 
sotteso  dalla  corda. 

96.  Finalmente  una  linea  che  tocca  la  circonferenza  in 
un  sol  punto  si  chiama  tangente  della  circonferenza  in  quel 
punto. 

TEOREMA  I. 

LA  nETIA  SORMALE  ALL’eSTREMIT  a’  n’t'S  RAGGIO, 
e rASGESTE  ALLA  CIRCOSFERESZA. 

97-  Dimoslr.  Sia  la  retta  AB  (fig.  48.)  normale  all’eslre- 
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raità  B del  raggio  GB  , dico , che  tocca  la  circonferenza 
nel  solo  punto  B.  Si  consideri  un’altro  punto  qualunque  O, 
cd  a questo  dal  centro  C si  conduca  la  retta  CO;  poiché 
CB  é la  normale  sopra  AB,  CO  sarà  un  obliqua,  c perciò 
maggiore  di  CB  : dunque  il  punto  O dista  dal  centro  C 
di  più  del  raggio  : dunque  è fuori  del  circolo;  ciò  si  può 
dire  di  qualunque  punto  di  BA  eccetto  il  punto  B,  quindi 
la  retta  BA  tocca  la  circonferenza  nel  sol  punto  B. 

TEOREMA  II. 

UNA  RETTA  OBLIQUA  ALL’ESTREMITÀ’  DEL  RAGGIO 
NON  PUÒ  ESSERE  TANOENTE. 

98.  Dimostr.  Sia  la  retta  CAffig.  49.),  che  sia  obliqua  in 
C al  raggio  DC,  potremo  sempre  condurre  dal  centro  D 
sopra  la  retta  CA  la  normale  DG,  e prendendo  la  parte 
GA  uguale  ad  GC  si  conduca  la  retta  DA,  avremo  cosi  le  due 
oblique  DA,  DC  ugualmente  distanti  dalla  normale  DG, dun- 
que sono  uguali;  ma  DC  per  ipotesi  é un  raggio,  dunque 
sarà  un  raggio  anche  DA  , c perciò  il  punto  A sarà  un 
altro  punto  delia  circonferenza  comune  a CA,  quindi  questa 
non  é tangente. 

99.  Corali.  Una  linea  CA,  che  sega  la  circonferenza  in 
un  punto  C la  sega  in  un  altro  punto  A,  e la  parte  AC  fra 
i due  punti  A,  C è tutta  dentro  la  circonferenza,  perché 
tutte  le  oblique,  che  si  conducessero  da  D,  sopra  AC  fra 
i punti  A,  C,  sarebbero  tutte  minori  delle  oblique  DA,  DC, 
come  più  vicine  di  queste  alla  normale  DB  ;dunquc  que- 
ste oblique  sarebbero  minori  dei  raggi  del  circolo,  quin- 
di tutti  i punti  di  AC  distano  dal  centro  di  meno  del 
raggio,  e perciò  questi  punti  sono  tutti  dentro  la  circon- 
ferenza. É poi  chiaro  , che  una  retta  non  può  segare  la 
circonferenza  in  più  di  due  punti,  perchè  se  la  segasse  in 
tre,  condotte  a questi  dal  centro  tre  rette  sarebbero  tre 
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raggi  ; e quindi  da  un  punto  ad  un'altra  retta  si  potreb- 
bero condurre  tre  linee  uguali,  ciò  che  non  può  essere 

(S-  35.). 

100.  Angolo  iterino  in  un  circolo  si  dice  quello,  che  è 
formato  da  due  corde,  che  s’incontrano  in  un  punto  della 
circonferenza,  così  angolo  iscritto  sarà  l’angolo  ABC  (fig.50.) 

TEOREMA  III. 

l’angolo  iscritto  è la  meta’  dell’angolo  col  vertice 

AL  CENTRO,  ED  INSISTENTE  SULLO  STESSO  SUO  ARCO. 

101.  Dimostr.  Sia  l’angolo  iscritto  ABC  (fig.  51.),  di- 
mostro, che  è la  metà  dell’angolo  AOC,  che  ha  il  vertice 
al  centro  0,  e che  insiste  sullo  stesso  arco  AMC  sul  quale 
insiste  ABC.  Per  provarlo  si  conduca  il  diametro  BOM,  ed 
i raggi  OA,  OC.  II  triangolo  BAO  sarà  isoscele  ; dunque 
l'angolo  BAO  sarà  uguale  all’  angolo  ABO  , ma  I’  angolo 
esterno  AOM  è uguale  alla  somma  di  questi  due  angoli 
interni  ed  opposti  ; dunque  si  potrà  dire  , che  AOM  ov- 
vero x sia  il  doppio  di  ABO,  o di  x.  Allo  stesso  modo 
/.  si  dimostra  essere  y'  doppio  di  y: ; dunque  x'  con  y ossia 

tutto  l’angolo  AOC  è doppio  dei  due  angoli  x,  y uniti  in- 
sieme , o di  tutto  l’angolo  ABC;  cioè  questo  angolo  ABC 
è metà  di  AOC. 

Se  si  osservi  la  dimostrazione,  e costruzione  si  vedrà 
essersi  supposto,  che  il  centro  stia  o sopra  di  un  lato  del- 
l’angolo iscritto,  o fra  i lati  stessi.  Il  primo  caso  é quan- 
do si  considerava  l’angolo  ABM  (Gg.  51.),  e si  dimostrava, 
che  l'angolo  x è metà  di  x\  il  secondo  quando  si  considera- 
va l’angolo  ABC,  e si  dimostrava,  che  l’angolo  ABC  è me- 
tà dell’angolo  AOC. 

Sia  ora  il  terzo  caso  , in  cui  l’angolo  iscritto  ABE 
(fig.  52.)  abbia  il  centro  C fuori  dei  suoi  lati  : anche  qui 
l’angolo  ABE  è la  metà  dell’angolo  ACE,  col  vertice  al  cen- 
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tro  insistente  sul  suo  arco  AE.  Si  conduca  il  diametro  BD; 
e l’angolo  ABD  avendo  il  centro  sul  suo  lato  BD  sarà  me- 
tà di  ACD;  per  la  stessa  ragione  l’angolo  EBD  sarà  metà 
di  ECD,  dunque  ABE  differenza  dai  due  angoli  ABD,  EBD 
sarà  la  metà  dell’  angolo  ACE  differenza  dei  due  angoli 
ACD,  ECD. 

TEOREMA  IV. 

l’angolo  iscritto  in  mezza  circonferenza 

È ANGOLO  RETTO. 

102.  Dimostr.  Sia  l’angolo  ABC  iscritto  in  mezza  cir- 
conferenza ABC  (fig.  53.);  dico,  che  è retto.  Per  dimostrarlo 
si  conduca  il  diametro  BO;  i triangoli  BDA,  BDC  saran- 
no isosceli  : dunque  il  doppio  dell'angolo  ABD  sarà  uguale 
alla  somma  di  due  angoli  ABD,  BAD;  ma  questa  somma 
é uguale  all’angolo  esterno  ADO  : dunque  il  doppio  di  ABD 
è uguale  ad  ADO.  Per  la  stessa  ragione  il  doppio  di  OBC 
è uguale  all’angolo  esterno  ODC;  dunque  il  doppio  di  tutto 
l’angolo  ABC  è uguale  alla  somma  dei  due  angoli  ADO,  ODC, 
ma  questi  danno  due  retti,  dunque  il  doppio  di  ABC  vale 
due  retti,  ossia  ABC  è un  angolo  retto. 

103.  Tutti  gli  angoli  AEC  , ABC,  ADC  iscritti  nello 
stesso  segmento  ABDC  ( fig.  50.)  di  circolo  sono  ugua- 
li, perchè  tutti  sono  doppii  dell’angolo  col  vertice  al  cen- 
tro, e che  .insiste  sull’arco  ASC,  sul  quale  insistono  i detti 
angoli. 

104.  Segmenti  simili  di  circoli  sono  quelli,  nei  quali 
tutti  gli  angoli  iscritti  sono  uguali.  Cosi  i due  segmenti 
ACD,  MON  (fig.  54.)  sono  simili  se  un  angolo  qualunque 
ACD  iscritto  in  uno  è uguale  all’angolo  qualunque  MON 
iscritto  nell’altro. 
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TEORFMA  V. 


I SEGMENTI  SIMILI,  CHE  HANNO  CORDE  UGUALI 
SONO  COINCIDENTI. 

105.  Dimostr.  Siano  i due  segmenti  simili  ACD,  MON 
(fig.54.),  che  abbiano  le  corde  uguali  AD,MN;  dico,  che  sono 
coincidenti.  Se  è possibile  non  siano  tali, e portato  il  segmen- 
to MON  sopra  ACD  adattando  la  corda  MN  alla  AD  sia 
esso  rappresentato  da  ABD.  Si  conduca  la  retta  ABC,  c le 
due  altre  BD,  CD.  Perchè  i segmenti  sono  simili  saranno 
uguali  gli  angoli  iscritti  in  essi  ABD,  ACD;  ma  ciò  è as- 
surdo, perchè  l’angolo  ABD  esterno  è maggiore  dell’  in- 
terno ACD,  dunque  è assurdo,  che  il  segmento  MON  non 
coincida  con  ACD. 

TEOREMA  VI. 

GLI  ANGOLI  UGUALI  COI  VERTICI  Ai  CENTRI  DI  CIRCOLI  UGUALI 
COMPRENDONO  ARCHI  UGUALI. 

106.  Siano  i due  angoli  ABC,  MNO,  coi  vertici  B,  N 
(lìg.  55.)  ai  centri  di  due  circoli  di  raggi  uguali,  dimo- 
stro, che  comprendono  gli  archi  uguali  ÀEC,  MFO.  Si  con- 
ducano le  corde  AC,  MO,  queste  saranno  uguali  essendo 
coincidenti  i due  triangoli  ABC,  MNO.  1 segmenti  ARC, 
MPO  saranno  simili,  perchè  gli  angoli  iscritti  in  essi  sa- 
ranno tutti  la  metà  degli  angoli  ABC,  MNO  supposti  ugua- 
li, che  hanno  i vertici  al  centro,  ed  insistono  sopra  i loro 
archi.  Ora  questi  segmenti  hanno  le  corde  uguali  AC,  MO, 
dunque  (§.  105.)  saranno  coincidenti.  Ma  gl’interi  circoli  so- 
no coincidenti,  perché  di  raggi  uguali,  dunque  saranno 
coincidenti  i segmenti  AEC,  MFO  differenze  fra  gl’interi 
circoli  ed  i segmenti  ARC,  MPO,  perciò  gli  archi  AEC, 
MFO  sono  uguali. 

107.  Caroli.  Nel  circola  ACMN  (lìg.  49.)  si  conduca  il 
diametro  ADM,  ed  il  raggio  CD  ad  esso  uormaie  : gli  an- 
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goti  retti  uguali  ADC  , MDC  comprenderanno  gli  archi 
uguali  AC,  CM  : ma  ACM  è mezza  circonferenza  (§.  94.); 
dunque  AC,  CM  sono  un  quarto  della  circonferenza;  per- 
ciò l’angolo  retto  col  vertice  al  centro  comprende  un  ar- 
co, che  è la  quarta  parte  della  circonferenza.  L’arco  che  è 
la  quarta  parte  della  circonferenza  si  chiama  quadrante. 

TEOREMA  VII. 

VICEVERSA  SE  SONO  UGUALI  GLI  ARCHI  COMPRESI  DA  DUE 
ANGOLI  COI  VERTICI  AI  CENTRI  DI  CIRCOLI  UGUALI 
QUESTI  ANGOLI  SONO  UGUALI. 

108.  Dimostr.  Siano  gli  archi  AEC , MEO  (fig.  55.)  , 
uguali,  dimostro,  che  sono  uguali  gli  angoli  ABC,  MNO. 
Se  è possibile  non  lo  siano,  e l’angolo  ABC  sia  maggiore  di 
MNO.  Si  conduca  BS  in  guisa  che  l’angolo  SBC  sia  uguale 
all’angolo  MNO;  per  l’antecedente  dimostrazione  sarà  l’arco 
SEC  uguale  all’arco  MFO;  ma  per  ipotesi  AEC  è uguale 
ad  MFO,  dunque  sarebbero  uguali  i due  archi  AEC,  SEC, 
lo  che  è assurdo. 

TEOREMA  Vili. 

IN  CIRCOLI  UGUALI,  CORDE  UGUALI  SOTTENDONO 
ARCHI  UGUALI,  E VICEVERSA. 

109.  Dimostr.  Nei  due  circoli  uguali  (fig.  55.)  siano 
uguali  le  corde  AC,  MO,  saranno  coincidenti  i triangoli 
ABC,  MNO,  e quindi  saranno  uguali  gli  angoli  B,  N;  dun- 
que saranno  simili  i seguenti  ARC,  MPO;  di  più  questi 
hanno  le  corde  uguali  AC,  MO,  perciò  saranno  coincidenti; 
dunque  saranno  coincidenti  anche  i segmenti  AEC,  MFO,  e 
quindi  saranno  uguali  gli  archi  AEC,  MFO.  Viceversa  se 
questi  archi  sono  uguali  saranno  uguali  gli  angoli  ABC, 
MNO  (g.  108.),  e quindi  i triangoli  ABC,  MNO  saranno 
coincidenti,  e le  corde  AC,  MO  saranno  uguali. 


Digitized  by  Google 


40 


TEOREMA  IX. 


LN  RAGGIO  SUL  MEZZO  01  UNA  CORDA  È NORMALE  AD  ESSA, 
E DIVIDE  L’ARCO  SOTTESO  IN  DUE  PARTI  UGUALI. 

1 10.  Dimostr.  Sia  il  raggio  BF  (fig.  56.)  sul  mezzo  C del- 
la corda  ED,  dico  , che  a questa  è normale,  e divide  in 
due  parti  uguali  l’arco  EFD.  Per  provarlo  si  conducano 
i raggi  BE  , BD  , ed  avremo  i due  triangoli  coincidenti 
BCE,  BCD,  perchè  hanno  tutti  i lati  uguali;  dunque  sa- 
ranno uguali  gli  angoli  BCE,  BCD,  e perciò  BF  sarà  nor- 
male ad  ED.  Essendo  anche  uguali  gli  angoli  EBF,  FBD 
saranno  uguali  gli  archi  fra  essi  intercetti  EF,  FD. 

TEOREMA  X. 

VICEVERSA  SE  IL  RAGGIO  È NORMALE  ALLA  CORDA 
LA  DIVIDE  IN  DUE  PARTI  UGUALI,  E IN  DUE 
PARTI  UGUALI  DIVIDE  l’aRCO  SOTTESO. 

111.  Dimostr.  Se  BC  è normale  ad  ED  (figura  56.)  i 
due  triangoli  BCE  , BCD  rettangoli  saranno  coincidenti  ; 
perchè  hanno  le  ipotenuse  uguali  BE  , BD  , ed  il  cateto 
eomune  BC  (§.  46.);  dunque  saranno  uguali  le  parti  EC, 
CD  della  corda  ED.  Essendo  uguali  gli  angoli  EBC,  CBD 
saranno  uguali  gli  archi  intercetti  EF,  FD. 

1 1 2.  Coroll.  Dunque  i tre  punti  B,  C,  F,  cioè  il  centro 
B,  il  punto  C medio  di  una  corda  ED,  ed  il  punto  medio  F 
dell’arco  sotteso  EFD  sono  sopra  di  una  retta  BF;  quindi 
una  retta  , che  passa  per  due  di  questi  punti  passa  pel 
terzo. 

TEOREMA  XI. 

UNA  RETTA  ELEVATA  NORMALE  DEL  MEZZO  DI  UNA  CORDA 
PASSA  PEL  CENTRO  DEL  CIRCOLO. 

* 13.  Dimostr.  Sia  BC  elevata  normale  sul  mezzo  C della 
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corda  ED  (Gg.  57.)»  dico,  che  passa  pel  centro.  Se  ù pos- 
sibile GB  non  passi  pel  centro  , potremo  condurre  una 
retta  CS,  che  vi  passi;  allora  SC  sarà  una  linea  condotta 
dal  centro  al  punto  medio  di  una  corda  ; di  é dimostra- 
to (Jj.  110.),  che  questa  deve  essere  normale  alla  corda 
stessa;  dunque  l’angolo  SCE  sarà  retto , e perciò  uguale 
all'angolo  retto  BCE  ; ciò  è assurdo , dunque  è assurdo 
che  BC  non  passi  pel  centro. 

1 1 4.  Coroll.  Dunque  una  normale  elevata  dal  mezzo  di 
una  corda  passa  pel  centro,  e per  la  metà  dell’arco  sot- 
teso dalla  corda. 

TEOREMA  XII. 

GLI  ARCHI  COMPRESI  FRA  DUE  CORDE  PARALLELLE 
SONO  LOCALI. 

115.  Dimosir.  Siano  le  due  corde  BF,  CE  (fig.  58.)  pa- 
rallelle,  dico,  che  sono  uguali  gli  archi  BC,  FE  fra  esse 
compresi.  Si  conduca  il  raggio  GD  normale  alla  corda  BF, 
sarà  anche  nomale  all’altra  corda  CE  parai  Iella,  dunque 
l’arco  BD  (§.  Iti .)  sarà  uguale  all’arco  DF;  e l’arco  DC  sarà 
uguale  all’  arco  DE  , dunque  la  differenza  dei  due  archi 
BD,  CD  sarà  uguale  alla  differenza  dei  due  archi  FD,  ED; 
queste  differenze  sono  gli  archi  BC,  FE,  dunque  questi  ar- 
chi sono  uguali. 

TEOREMA  XIII. 

l’angolo  fatto  da  due  corde  che  si  segano  è la  meta’ 

DEI  DUE  ANGOLI  COL  VERTICE  AL  CENTRO,  L’UNO  INSI- 
STENTE SUL  SUO  ARCO,  E L’ALTRO  INSISTENTE  SULL’ARCO 

DEL  SUO  ANGOLO  VERTICALE. 

116.  Dimotlr.  Sia  l'angolo  DCE  (fig.  59.)  fallo  dalle 
due  corde  BD,  AE  , dico , che  è la  metà  dei  due  angoli 
col  vertice  al  centro  l’uno  insistente  sull’  arco  DE  fra  i 
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suoi  Iati,  l’altro  insistente  sull’arco  AB  fra  i lati  dell’an- 
golo opposto  al  vertice  ACB.  Per  dimostrarlo  si  conduca 
la  corda  BF  parallella  ad  AE,  ed  i raggi  OD  , OE,  OF. 
L’angolo  iscritto  DBF  sarà  la  metà  dell’angolo  DOF,  o la 
metà  dei  due  DOE,  EOF  : ma  invece  di  EOF  si  può  porre 
l’angolo  AOB  col  vertice  in  0,  ed  insistente  sull’arco  AB , 
che  é uguale  all’arco  EF  (§.  115.):  dunque  l'angolo  DBF 
i la  metà  dei  due  angoli  l’uno  DOE  col  vertice  al  centro 
insistente  sull’arco  DE,  l’altro  AOB  col  vertice  al  centro 
insistente  sull’  arco  BA  : ma  1’  angolo  DBF  interno  delle 
parallelle  è uguale  all'esterno  ed  opposto  DCE  , dunque 
DCE  è uguale  alla  metà  dei  detti  angoli. 

TEOREMA  XIV. 

l’angolo  PATTO  DA  DOE  CORDE  CHE  SI  SEGANO  FUORI  D*ON 
CIRCOLO  fe  UGUALE  ALLA  META’  DELLA  DIFFERENZA  DI  DUE 
ANGOLI  COI  VERTICI  AL  CENTRO,  L’UNO  INSISTENTE  SULL’ AR- 
CO CONCAVO  , E L’ALTRO  SULL’ARCO  CONVESSO  , AMBEDUE 
QUESTI  ARCHI  COMPRESI  PRA  LE  GAMBE  DELL’ANGOLO  DEL- 
LE DUE  CORDE. 

117.  Dimostr.  Sia  l’angolo  ACE  (lìg.  60.)  fatto  dalle 
due  corde  BA,  DE,  che  si  uniscono  in  C fuori  del  circolo, 
dico,  che  é uguale  alla  metà  della  differenza  dei  due  an- 
goli col  vertice  al  centro  1’  uno  insistente  sull’arco  AFE 
concavo,  e l’altro  sull’arco  BD  convesso,  ambedue  fra  le 
gambe  CA,  CE  dell’angolo  C.  Per  provarlo  si  conduca  la 
corda  BF  parallela  a DE,  l’angolo  iscritto  ABF  sarà  la  metà 
dell’angolo  AOF  col  vertice  al  centro,  ed  insistente  sull'ar- 
co AF;  ma  quest’angolo  è la  differenza  dei  due  angoli  AOE, 
FOE  col  vertice  al  centro  l’uno  insistente  sull’arco  AFE, 
e l’altro  sull’arco  FE,  o sull’uguale  arco  BD,  dunque  l’an- 
golo ABF,  e perciò  il  suo  uguale  ACE  sarà  la  metà  della 
differenza  di  due  angoli  col  vertice  al  centro,  l’uno  insi- 
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stente  sull'arco  AFE  concavo,  e l’altro  sull'arco  BD  con- 
vesso. 

TEOREMA  XV. 

i/angolo  fatto  dalla  tangente,  e dalla  corda  è la 
meta’  dell’angolo  col  vertice  al  centro, 

ED  INSISTENTE  SULLA  CORDA. 

1 1 8.  Dimostr.  Sia  l’angolo  BAC  fatto  dalla  tangente  AB 
(fig.  61.),  c dalla  corda  AC,  dico,  che  è la  metà  dell’an- 
golo ADC  col  vertice  al  centro,  ed  insistente  sulla  corda 
AC.  Infatti  l’angolo  BAD  fatto  dalla  tangente,  e dal  rag- 
gio è retto  : dunque  è la  metà  dei  due  angoli  conseguenti 
ADC , CDE  , che  formano  due  retti  : ma  invece  di  BAD 
posso  dire  i due  angoli  BAC , CAE  : dunque  questi  due 
angoli  sono  la  metà  dei  due  ADC,  CDE:  ma  CAE  iscrit- 
to é la  metà  di  CDE:  dunque  BAC  sarà  la  metà  di  ADC. 

TEOREMA  XVI. 

l’angolo  DCB  (fig.  62.)  FATTO  DAL’  A CORDA  BC,  E DAL  PRO- 
LUNGAMENTO DELL’  ALTRA  AC  È LA  META’  DELLA  SOMMA 
DEGLI  ANGOLI  COL  VERTICE  AL  CENTRO  ED  INSISTENTI  SU- 
GLI ARCHI  CB,  CA  SOTTESI  DALLE  DETTE  CORDE. 

119.  Dimostr.  Si  conducano  i raggi  AO,  OC,  OB.  La 
somma  dei  due  angoli  conseguenti  DCB  , ACB  è la  metà 
della  somma  degli  angoli  AOC,  COB,  AOB  intorno  al  punto 
0,  perchè  la  prima  somma  vale  due  retti,  e l’altra  quat- 
tro retti  : ma  l’angolo  iscritto  ACB  è la  metà  dell’angolo 
AOB;  dunque  l’altro  angolo  DCB  sarà  la  metà  dei  due  an- 
goli AOC,  COB. 

120.  Scolio.  Nel  teorema  XV  si  considerava  V angolo 
fatto  dalla  corda  AC  colla  tangente  AB  (fig.  61.);  nel  teo- 
rema XVI  si  è considerato  l'angolo  fatto  dalla  corda  CB,  e 
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dalla  secante  AD  del  circolo.  Se  questa  girando  intorno  al 
punto  C verso  sinistra  avvenga,  che  si  congiungano  i punti 
A,  C,  l’arco  AG  sparirà,  sparirà  l’angolo  AOC,  la  secante  AD 
diventerà  una  tangente  in  C,  e l’angolo  DCB  invece  di  es- 
sere la  metà  della  somma  dei  due  angoli  COB,  COA  sarà 
la  metà  dei  solo  angolo  COB,  come  si  è provato  nel  (§.118.). 

121.  In  Geometria  si  dice,  che  due  grandezze  per  es. 
di  linee,  di  superfici,  sono  come  due  altre,  quando  la  pri- 
ma divisa  per  la  seconda,  e viceversa  è uguale  alla  terza 
divisa  por  la  quarta,  e viceversa;  ossia  allorché  il  quoto 
delle  due  prime  è uguale  al  quoto  delle  altre  due.  Quando 
ciò  avvenga,  le  due  prime  grandezze  si  dicono  essere  co- 
me le  altre  due  ; o che  la  prima  sta  alla  seconda,  come 
la  terza  sta  alla  quarta.  Le  quattro  grandezze  poi  si  di- 
cono essere  in  proporzione  geometrica , perchè  per  ipotesi 
sono  grandezze  geometriche,  ed  il  quoto  di  due  grandezze 
é il  loro  rapporto,  o ragione  geometrica. 

1 22.  É evidente  poi,  che  se  la  prima  sia  maggiore  della 
seconda  grandezza,  e viceversa,  la  terza  deve  essere  mag- 
giore della  quarta,  e viceversa  ; perché  per  esempio  una 
quantità  minore  non  può  entrare  in  una  maggiore  lo  stesso 
numero  di  volte  che  una  maggiore  entra  in  una  minore. 

123.  È evidente  ancora  , che  se  una  proporzione  fra 
quattro  grandezze  non  esiste,  si  potrà  aver  subito  col  ren- 
dere acconciamente  maggiore  o minore  uno  dei  quattro 
termini  per  esempio  il  quarto.  Infatti  se  il  primo  termine 
entrando  un  certo  numero  di  volte  nel  secondo,  il  terzo 
non  entra  lo  stesso  numero  di  volte  nel  quarto,  ma  vi  entra 
più  o meno  volte,  basterà  nel  primo  caso  opportunamente 
diminuire  il  qqarto  termine,  onde  il  terzo  vi  entri  un  mi- 
nor numero  di  volte,  ed  opportunamente  si  dovrà  crescerlo 
nell’altro  caso. 

124.  Se  due  linee,  o due  superfici,  o due  solidi  stiano 
fra  loro  come  due  numeri,  per  esempio  5 e 9,  ciò  vuol 
dire  , che  come  l’unità  entra  nel  5 cinque  volte  , e nel 


Digitized  by  Google 


45 

9 nove  volte,  cosi  una  linea,  o una  superfìcie,  o un  so- 
lido preso  per  unità  deve  entrare  cinque  volte  nella  prima 
linea,  o superficie,  o solido,  e nove  volte  nell’altra,  o li- 
nea, o superfìcie,  o solido.  Dopo  ciò  sia 

TEOREMA  XVII. 

DUE  ANGOLI  COI  VERTICI  Al  CENTRI  DI  DUE  CIRCOLI  UGUALI, 
STARANNO  FRA  LORO  COME  GLI  ARCHI  INTERCETTI  FRA  1 
LORO  LATI. 

125.  lìimostr.  Siano  i due  angoli  BAF,  GON  (fig.63.)  coi 
vertici  nei  centri  A,  O di  circoli  di  uguali  raggi  AB,  OG; 
dico,  che  l'angolo  BAF  sta  all’  angolo  GON  come  I’  arco 
BF  sta  all’arco  GN.  Sia  l’arco  BF  all’arco  GN  come  quat- 
tro a cinque.  Ciò  vuol  dire  (§.  124.),  che  se  un’arco  BC 
preso  come  unità  entra  quattro  volte  nell’arco  BF,  entre- 
rà cinque  volte  nell'arco  GN.  Si  divida  dunque  l’arco  BF 
in  quattro  parti  uguali  a BC,  e l’arco  GN  in  cinque  parti 
uguali  allo  stesso  BC,  e dai  punti  di  divisione  C,  D,  E; 
H,  I,  L,  M si  conducano  i raggi  CA,  DA,  EA;  HO,  IO, 
LO,  MO,  con  questo  avremo  gli  angoli  BAC,  CAD  ec.;  GOH, 
HOI  cc.  uguali  , perchè  coi  vertici  ai  centri  di  circoli 
uguali  (§.  108.)  intercettano  archi  uguali  ; e di  questi 
uguali  angoli  quattro  ne  conterrà  l’angolo  BAF,  e cinque 
l’angolo  GON  ; dunque  l’angolo  BAF  sta  all’angolo  GON 
come  quattro  a cinque:  dunque  il  quoto  degli  angoli  BAF, 
GON  è quello  di  4,  e 5;  ma  anche  il  quoto  degli  archi 
BF,  GN  è quello  di  4 e 5 : dunque  il  quoto  dei  due  an- 
goli stessi  BAF,  GON  è il  quoto  degli  archi  fra  essi  inter- 
cetti ; ossia  due  angoli  coi  vertici  ai  centri  di  circoli 
uguali  sono  come  gli  archi  intercetti. 

126.  La  stessa  conseguenza  sarebbe  venuta  se  la  di- 
mostrazione non  avesse  cominciato  dal  supporre  dato  in 
numeri  il  quoto  degli  archi,  ma  piuttosto  quello  degli  au- 
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goli;  perchè  se  i due  angoli  BAF,  GON  siano  fra  loro  co- 
me 4 a 5,  ciò  vuol  dire  , che  vi  è un  angolo  per  esem- 
pio BAC,  che  entrando  quattro  volte  in  BAF,  in  GON  vi 
deve  entrare  cinque  volle.  In  tal  caso  si  farebbero  que- 
ste divisioni  dei  due  angoli,  gli  archi  intercetti  BC,  CD  cc. 
GH  , HI  ec.  sarebbero  uguali  ( §.  106.),  e perciò  i due 
archi  BF,  GN  sarebbero  come  4 a 5,  al  qual  ponto  della 
dimostrazione  si  vede  come  si  progredirebbe  subito  a di- 
mostrare l’enunciato  teorema. 

1 27.  Se  avvenisse,  che  non  vi  fosse  misura  comune  dei 
due  angoli,  o dei  due  archi,  pur  sarebbe  vero  il  teorema. 
Per  dimostrarlo  supponiamo,  che  nel  detto  caso  il  teorema 
non  sia  vero,  e perciò  non  esista  la  proporzione,  BAF  sta 
a GON  come  1’  arco  BF  sta  all’  arco  GN  ; modificando 
(§.  123.)  questo  quarto  termine  si  porrà  far  sussistere  la 
proporzione  : invece  dunque  dell’arco  GN  si  prenda  il  mi- 
nore GB,  onde  sia  la  proporzione;  BAF  sta  a GON  come 
BF  sta  a GR.  Si  prenda  ora  un  arco  BC  minore  di  RN, 
il  quale  entri  in  BF  quattro  volte;  portato  sopra  GN  dovrà 
essere  un  punto  di  divisione  S fra  B,  N.  Condotto  il  raggio 
OS  gli  angoli  BAF,  GOS  saranno  fra  loro  conieBF  a GS, 
perchè  sono  nel  caso  antecedente  degli  archi  misurati  da 
una  comune  misura. 

1 28.  Ora  invece  di  dire  BAF  sta  a GOS  come  BF  sta  a 
GS,  si  può  dire,  BAF  sta  a BF  come  GOS  sta  a GS,  cioè  il 
primo  termine  detta  proporzione  sta  al  suo  terzo  come  il  se- 
condo sta  al  quarto  ; perchè  è lo  stesso  che  dire,  quattro 
volle  BAC  sta  a quattro  volte  BC  , come  sei  volte  BAC  sta 
a sei  volte  BC,  (supponendo,  che  BC  entri  6 volte  in  GS); 
cioè  BAC  sta  a BC  come  BAC  sta  a BC,  proporzione,  che  evi- 
dentemente sussiste.  Dopo  tutto  ciò  abbiamo,  che  il  quoto 
di  BAF,  e BF  è uguale  al  quoto  di  GOS  e GS;  e che  il  quoto 
di  BAF  e BF  è uguale  al  quoto  di  GON  e GR:  dunque, 
poiché  i quoti  di  GOS  , e GS  , e di  GON  , e GR  sono 
uguali  allo  stesso  quoto  di  BAF,  e BF,  saranno  uguali  fra 
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loro,  onde  avremo  la  proporzione;  GOS  sta  a GS  come  GON 
sta  a GR,  ossia,  dicendo  come  sopra,  il  primo  termine  sta 
al  terzo  come  il  secondo  sta  al  quarto,  avremo  GOS  sta 
a GON,  come  GS  sta  a GR  ; cioè  1’  angolo  minore  GOS 
sta  al  maggiore  GON  come  l’arco  maggiore  GS  sta  al  mi- 
nore GR,  ciò  che  è assurdo:  dunque  BAF  sta  a.  GON  co- 
me BF  sta  a GN,  cioè  gli  archi  sono  come  gli  archi  inter- 
cetti fra  i loro  lati,  e descritti  collo  stesso  raggio  facendo 
centro  nei  loro  vertici,  abbiano  o no  gli  angoli  cd  archi 
una  comune  misura. 

TEOREMA  XVIII. 

SE  FATTO  CENTRO  AL  VERTICE  d’uN  ANGOLO  , CON  DIVERSI 
RAGGI  FRA  I SUOI  LATI  SI  DESCRIVANO  ALTRETTANTI  AR- 
CHI, QUESTI  SARANNO  PARTI  DELLA  STESSA  GRANDEZZA  RE- 
LATIVAMENTE ALLE  LORO  CIRCONFERENZE. 

1 29.  Dimostr.  Sia  l’angolo  BOC  (fig.  64.),  e coi  ragg 
OB,  Ob  si  descrivano  fra  i suoi  lati  gli  archi  BC,  he,  dico, 
che  quella  parte,  che  è BG  relativamente  alla  sua  circon- 
ferenza BDFA  lo  è bc  rispetto  la  sua  circonferenza  bdfa , 
cosicché  se  il  primo  arco  della  sua  circonferenza  è l’ottava 
parte,  come  nella  figura,  anche  il  secondo  è l’ottava  parte 
della  sua.  Infatti  essendo  BC  l’ottava  parte  della  circon- 
ferenza, divisa  questa  in  otto  parti  BC,  CD,  DE  ec.  dal 
centro  O si  conducano  i raggi  OD,  OE  ec.,  avremo  otto 
angoli  uguali  BOC,  COD,  DOE  ec.,  perchè  comprendono 
archi  uguali.  Ora  essendo  uguali  gli  angoli  BOC , COD , 
DOE  ec.,  ossia  bOc  , cOd,  dOe  ec.  dovranno  essere  uguali 
gli  archi  intercetti  bc,  cd,  de  ec.;  e perciò  bc  sarà  I’  ot- 
tava parie  della  circonferenza  bdfa. 

130.  Scolio.  I geometri  hanno  diviso  la  circonferenza 
in  360  parti  uguali,  che  hanno  chiamato  gradi,  ogni  grado  è 
italo  diviso  in  sessanta  parti,  che  sono  state  chiamale  primi. 
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ogm  primo  si  è diviso  in  sessanta  parti  chiamate  secondi, 
e cosi  di  seguito.  Se  si  dovessero  scrivere  70  gradi , 20 
primi,  50  secondi  ec.  si  scriverebbe  70°,  20',  507  ec.  Re- 
centemente si  é divisa  la  circonferenza  in  400  gradi  , il 
grado  in  tOO  primi,  il  primo  in  100  secondi  ec. 

131.  Avendo  dimostrato,  cbe  gli  angoli  sono  come  gli 
archi  intercetti  fra  i loro  lati,  e descritti  con  raggi  uguali 
prendendo  i loro  vertici  per  centri,  si  assumono  questi  ar- 
chi a misurare  gli  angoli,  o per  dir  meglio  a valutare  gli 
angoli  in  uno  fisso,  quale  è l’angolo  retto,  che  é l’angolo 
unico  in  valore  ($.  19.),  ed  è il  più  noto. 

132.  L’arco  ($.  107.)  intercetto  fra  i lati  dell’angolo  retto 
è un  quadrante,  dunque  quel  che  sarà  l’arco  fra  i lati  d'un  an- 
golo qualunque  rispetto  il  quadrante  lo  sarà  l’angolo  stesso 
rispetto  l’angolo  retto;  si  suppone,  che  il  quadrante,  e l'ar- 
co siano  descritti  con  uguali  raggi.  Se  per  esempio  l’arco 
sarà  due  quinti,  tre  undicesimi , venti  noni  del  quadran- 
te, l’angolo  sarà  due  quinti,  tre  undicesimi,  venti  noni 
dell’angolo  retto. 

133.  Ammettendo  poi,  che  la  circonferenza  sia  divisa 
in  360  gradi , I’  angolo  retto  sarà  misurato  da  un  arco 
quarta  parie  della  circonferenza,  o da  90  gradi  ; quindi 
valutando  in  gradi  l’arco  fra  un  angolo  qualunque  si  divi- 
deranno per  90,  ed  il  quoto  indicherà  la  ragione  degli 
archi  , e perciò  la  ragione  dell’angolo  retto , e dell’  an- 
golo proposto,  ossia  cosa  sia  quest’  angolo  rispetto  l’an- 
golo retto.  Se  I’  arco  fra  questo  angolo  sia  gradi  7 , o 


7 10 

100  la  detta  ragione  sarà  — o —,  cioè  I angolo  proposto 


sarà  i sette  novantesimi  dell’angolo  retto,  ovvero  ne  sarà 
i dieci  noni,  ossia  sarà  un  retto,  ed  un  nono  del  retto. 

134.  Si  può  avere  ancora  la  ragione  fra  due  angoli  qua- 
lunque, perchè  se  l’arco  misuratore  del  primo  sia  di  gradi 
20,  e quello  misuratore  il  secondo  angolo  sia  di  50,  la  ra- 


20  2 

gione  fra  il  primo  e secondo  angolo  sarà  - o - , cioè 

50  5 
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H primo  angolo  è due  quinti  del  secondo,  ed  il  secondo 
è cinque  mezzi  del  primo,  o due  del  primo  più  la  sua  metà. 

1 35.  Nè  è necessario,  che  gli  archi  fra  i lati  degli  an- 
goli siano  descritti  cogli  stessi  raggi,  perchè  il  numero  dei 
gradi  sarà  sempre  lo  stesso  qualunque  arco  si  descriva  fra 
i lati  dell’angolo,  purché  si  prenda  per  centro  costante  il 
suo  vertice.  Infatti  essendo  questi  archi  (§.  129.)  parti 
dello  stesso  valore  relativamente  alle  loro  circonferenze , 
le  parti  uguali  dello  stesso  numero  360  debbono  dare  lo 
stesso  numero.  Se  per  esempio  i detti  archi  siano  la  sesta 
parte  delle  loro  circonferenze,  il  sesto  di  360  gradi  sarà 
costantemente  gradi  50. 

136.  Per  misurare  gli  angoli  si  usa  un  semicircolo  di- 
viso iu  180°  parti,  che  saranno  gradi,  ed  anche  in  primi. 
Sia  questo  semicircolo  rappresentato  dalla  figura  65.  Quan- 
do si  voglia  misurare  un  angolo  MNO  (fig.  66.)  si  prende 
il  scmicircolo  ADB,  e posto  il  centro  C in  N si  contano  i 
gradi  del  suo  arco,  che  si  trova  interposto  fra  i lati  NM, 
NO  , e questi  sono  i gradi , che  si  prendono  per  la  sua 
misura. 

Dopo  ciò  ecco  alcune  proposizioni  relative  alla  misura 
degli  angoli. 

137.  L'angolo  retto  ha  per  misura  90  gradi. 

138.  L'angolo  acuto , che  è minore  del  retto  è misuralo 
da  meno  di  90  gradi,  e Vangalo  ottuso  da  più  di  90  gradi. 

1 39.  La  somma  degli  angoli  conseguenti  valendo  due  retti 
vale  180  gradi. 

140.  La  somma  degli  angoli  interni  posti  dalla  stessa  parte 
nelle  paralleUe  valendo  due  retti , vale  180°. 

141.  La  somma  degli  angoli  Sun  triangolo  qualunque  es- 
sendo uguale  a due  retti  vale  1 80°.  Avendo  due  triangoli  le 
somme  degli  angoli,  uguali  quando  due  angoli  siano  uguali 
a due  angoli  il  terzo  dovrà  essere  uguale  al  terzo. 

142.  Gli  angoli  Sun  triangolo  equilatero  essendo  uguali 
valgono  il  terzo  di  180  gradi,  cioè  gradi  60. 

geom.  4 
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143.  La  somma  degli  ungali  d’uà  poligono  essendo  uguale 
a due  retti  ripetuti  nel  numero  de’suoi  lati  diminuito  di  due 
è uguale  a gradi  1 80  moltiplicali  pel  numero  de'lati  meno  due. 

144.  La  somma  degli  angoli  esterni  (Tua  poligono  valendo 
quattro  retti  sarà  uguale  a gradi  360. 

1 45.  L'angolo  iscritto,  che  è la  metà  dell'angolo  col  ver- 
tice al  centro , e che  insiste  sul  suo  arco,  ha  per  misura  la 
metà  di  questo  arco. 

146.  L'angolo  fatto  da  due  corde,  che  si  segano  dentro 
il  circolo  essendo  la  semisomma  dei  due  angoli  coi  vertici  al 
centro,  ed  insistenti  l'uno  sul  suo  arco , e V altro  sull'arco  del 
suo  angolo  verticale  ha  per  misura  la  semisomma  di  questi 
archi. 

147.  L'angolo  fallo  da  due  corde  prolungate,  che  si  uni- 
scono fuor * della  circonferenza , che  è uguale  alla  semidiffe- 
rensa  dei  due  angoli  coi  vertici  al  centro,  ed  insistenti  l'uno 
sull’arco  concavo,  e l'altro  sull"  arco  convesso  è uguale  alla 
semidifferenza  di  questi  archi. 

148.  L'angolo  folto  dalla  corda  c dalla  tangente  ad  un 
suo  estremo  essendo  la  metà  dell'angolo  col  vertice  al  centro 
ed  insistente  sulla  corda,  o che  comprende  l'arco  da  essa  sot- 
teso, ha  per  misura  la  metà  di  questo  arco. 

149.  L'angolo  fatto  sulla  circonferenza  da  una  corda,  t 
del  prolungamento  d’un  altra , essendo  uguale  alla  semisomma 
degli  angoli  coi  vertici  al  centro , e che  comprendono  gli  ar- 
chi sottesi  delle  due  corde , è uguale  alla  semisomma  di  questi 
archi. 
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PARTE  SECONDA 

DELLE  SUPERFICI 

»ÌSSS5R« 

150.  La  superficie  è una  estensione  di  lunghezza  e 
larghezza  senza  profondità,  e si  trova  nell'esteriore  de'cor- 
pi.  La  superficie  o è piana,  o curva.  Superficie  piana  si  di* 
ce  quella , sopra  la  quale  in  tutti  i sensi  si  può  descrivere  una 
linea  retta.  Superficie  curva  è quella , per  niun  punto  della  qua- 
le si  può  condurre  una  retta > che  giaccia  sulla  superficie  stessa. 

151.  Parleremo  in  questa  seconda  parte  della  geome- 
tria delle  superfici  piane,  riservandoci  a parlare  di  alcune 
superfici  curve  nella  terza  parte,  nella  quale  si  tratterà  dei 
solidi. 

1 52.  Nel  nostro  trattato  delle  superfici  piane  dimostre- 
remo prima  i teoremi  riguardanti  le  superfici  uguali,  in- 
noltre  dei  più  interessanti  teoremi  , che  discendono  dai 
primi. 


DELLE  SUPERFICI  UGUALI- 
TEOREMA  I. 

DUE  PARALLELLOGRAMMi;  O UN  PARALLELLOGRAMMO,  ED  UN 

rettangolo;  o finalmente  un  parallellogrammo  ed  un 

QUADRATO,  CHE  INSISTONO  SULLA  STESSA  BASE,  E SONO  COM- 
PRESI FRA  LE  STESSE  PARALLELLE  HANNO  SUPERFICI  UGUALI. 

153.  Dimostr.  Siano  i due  paraliciiogrammi  ABCG,  BFEC 
(6g.  67.),  che  abbiano  la  stessa  base  BC,  e siano  compresi  fra 
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le  stesse  parai  Ielle  AE,  BO.  Sia  il  paralleilogrammo  FECB, 
ed  il  rettangolo  AGCB  (fig.  68.),  che  abbiano  la  stessa  base 
BC,  e siano  compresi  fra  le  parallclle  AE,  BO.  Sia  final- 
mente il  parallcllogrammo  FECB,  ed  il  quadrato  AGCB, 
che  abbiano  la  stessa  base  BC , e siano  compresi  fra  le 
parallclle  AE,  BO  (fig.  69.);  in  questi  tre  casi  le  due  figure 
della  stessa  base,  c comprese  fra  le  stesse  paralielle  avranno 
uguali  superfici.  Faccio  la  dimostrazione  nella  fig.  67,  ebe 
evidentemente  varrà  per  le  altre  due.  1 due  triangoli  ABF, 
GCE  sono  coincidenti;  poiché  il  lato  AB  del  primo  è uguale 
al  lato  GC  del  secondo,  come  lati  opposti  del  parallellogram- 
ino  ABCG;  per  la  stessa  ragione  il  lato  BF  del  primo  trian- 
golo è uguale  al  lato  CE  del  secondo.  Essendo  poi  i lati  AG, 
FE  uguali  al  lato  BC,  come  lato  opposto  comune  ai  pa- 
rallcltogrammi,  se  ad  ambedue  si  aggiungerà  la  retta  GF  , 
sarà  il  lato  Al'  del  primo  triangolo  uguale  al  lato  GE  del 
secondo  : dunque  i due  detti  triangoli , che  hanno  tulli 
i lati  uguali,  sono  coincidenti.  Si  tolga  ora  il  primo  trian- 
golo BAF  da  tutta  la  figura  ABCE  rimarrà  il  parallello- 
grammo  BFEC  ; si  tolga  il  secondo  triangolo  CGE  dalla 
stessa  figura  BAEC,  e si  avrà  il  paralleilogrammo  BAGC: 
essendosi  dunque  avuti  i due  proposti  parallcllogrammi 
ABCG  , BFEC  dal  togliersi  due  triangoli  uguali  da  una 
stessa  superficie,  i detti  parallcllogrammi  debbono  essere 
uguali. 

1 54.  Scolio.  Potrebbe  avvenire,  che  le  due  figure  proposte 
nel  teorema  avessero  la  disposizione  come  nella  fig.  70;  in 
tal  caso  la  dimostrazione  diversifica  poco  dall’antecedente, 
perché  si  deve  ricorrere  ai  triangoli  ABC,  EFD,  nei  qua- 
li come  sopra  AC  é uguale  ad  EF;  BC  ad  FD,  ed  AE  , 
BD  sono  uguali,  perchè  uguali  al  comune  opposto  lato  CF. 
Qui  per  avere  AB  uguale  ad  ED  dalle  due  rette  AE,  BD  si 
deve  togliere  BE,  onde  i due  triangoli  ABC,  EFD  sono 
coincidenti.  Si  tolgano  ora  questi  triangoli  come  sopra  dal- 
la figura  ACFD,  ed  avremo  il  paralleilogrammo  BCFD  ugua- 
le al  paralleilogrammo  ACFE. 
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155.  Coroll.  1.°Due  triangoli  ABC,  EBC  (fig.  67.)  insi- 
stenti sulla  stessa  base  BC,  c compresi  fra  le  parallelle  AE, 
BO  sono  uguali , perchè  sono  metà  ($.  86.)  dei  parallel- 
logrammi  ABCG,  BFEC  dimostrati  uguali. 

156.  Coroll.  2.®  Un  parallellogrammo  AGCB  (fig.  67.); 
un  rettangolo  AGBC  (fig.  68.);  un  quadrato  AGBC  (fig.  69.) 
è doppio  del  triangolo  BUE,  che  ha  la  stessa  base  BC,  ed 
è compreso  fra  le  parallelle  AE,  BO,  perchè  questo  trian- 
golo è metà  del  parallellogrammo  BFEC  mostrato  uguale 
al  detto  parallellogrammo,  rettangolo,  e quadrato. 

TEOREMA  II. 

SE  DUE  TRIANGOLI,  CHE  HANNO  LA  STESSA  BASE,  E SONO  VOLTI 
DALLA  STESSA  PARTE  SONO  UGUALI,  POSSONO  ESSERE  COM- 
PRESI FRA  LE  STESSE  PARALLELLE. 

. 1 57.  Dimottr.  Siano  i due  triangoli  EAB,  ABF  aventi 

la  stessa  base  AB  , volti  dalla  stessa  parte  E , F,  e che 
siano  equivalenti,  dimostro,  che  possono  essere  compresi 
fra  le  parallelle  DG,  AC,  Cuna,  che  passa  per  i loro  ver- 
tici, l’altra,  che  è il  prolungamento  delia  base  comune  AB. 
Se  é possibile  non  sia  DG  paralleli  a ad  AC,  si  potrà  con- 
durre ES  parai  Iella  ad  AC.  Si  meni  AS  ; i due  triangoli 
AEB,  ASB,  che  hanno  la  stessa  base  AB,  e sono  compresi 
fra  le  parallelle  ES,  AC  saranno  uguali  : ma  per  ipotesi 
AEB  è uguale  ad  AFB  : dunque  ASB  è uguale  ad  AFB; 
cioè  la  parte  uguale  al  tutto,  ciò  che  è assurdo. 

TEOREMA  III. 

DUE  PARALLF.LLOGRAMM1  DI  UGUALI  BASI 
E FRA  LE  STESSE  PARALLELLE  SONO  UGUALI. 

1 58.  Dimottr.  Siano  i due  parallellogrammi  BGHC , 
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DELI  (fig.  72.),  che  abbiano  nguali  basi  GH,  IL  e siano 
compresi  fra  le  paralielle  AE,  FM.  Si  conducano  BI,  GL, 
la  figura  BCLI  sarà  un  parallellogrammo,  perchè  è un  qua- 
drilatero (§.  92.)  coi  lati  BC,  IL  opposti  uguali  e parai- 
felli  ; ma  a questo  parallellogrammo  sono  uguali  i due 
BGHC,  DILE,  coi  quali  hanno  le  basi  comuni  BC,  IL,  c 
sono  compresi  fra  le  stesse  paralielle  AE,  FM  : dunque 
questi  due  BGHC,  ILED  sono  uguali. 

159.  Coroll.  Due  triangoli  di  uguali  basi,  c compresi 
fra  le  paralielle  sono  uguali.  Tali  sono  i due  triangoli 
BGII,  IEL  (fig.  72.).  Questi  sono  uguali,  perchè  sono  metà 
dei  parallcllogrammi  BGHC,  DILE  dimostrali  uguali. 

ICO.  Scolio.  L'altezza  d’un  parallellogrammo  è la  nor- 
male fra  due  lati  opposti  prolungati  o ambedue,  o uno  se 
bisogni,  c si  prende  uno  di  questi  lati  per  base.  Quindi 
le  altezze  dc’duc  parallellogrammi  (fig.  72.)  BGHC,  1DEL, 
prendendo  i lati  GH,  IL  per  basi,  sono  NO,  EM;  ove  si 
vede,  che  nel  secondo  essendosi  voluto  calare  la  normale 
da  E sopra  IL,  questo  lato  si  é dovuto  prolungare  in  S. 

161.  L’altezza  d’un  triangolo  è la  normale  calata  dal 
vertice  d’un  angolo  sul  lato  opposto  prolungato  se  biso- 
gna; e questo  lato  si  prende  per  base.  Così  prendendo  per 
base  IL  nel  triangolo  IEL  (fig.  72.),  la  sua  altezza  è EM. 
Da  ciò  si  vede,  che  nei  rettangolo  prendendo  per  base  uu 
suo  lato  qualunque,  la  sua  altezza  è uno  dei  lati  non  pa- 
rallelli  ad  esso.  Cosi  nel  rettangolo  ABCG  (fig.  68.)  pren- 
dendo BC  per  base  la  sua  altezza  è AB  o GC  , perché 
ambedue  sono  due  normali  calate  sopra  BC  dal  Iato  op- 
posto AG.  Nel  triangolo  rettangolo  se  si  prende  un  cateto 
per  base  l’altezza  è l’altro  cateto.  Così  nel  triangolo  ret- 
tangolo LEM  (fig.  72.),  se  si  vuole,  che  LM  sia  la  base, 
EM  sarà  l’altezza. 

162.  Posto  tutto  ciò  nei  teoremi  (§.  153  , 155,  156, 
158,  159.)  si  vede,  che  invece  di  dire  i parallellogrammi, 
i rettangoli,  i triangoli  compresi  fra  le  stesse  paralielle  si 
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può  dire  parallellogrammi,  rettangoli,  e triangoli  di  uguali 
altezze.  In  fatti  essendo  i due  parallellogrammi  BGHC  , 
DILG  (fig.  72.)  compresi  fra  le  parallellc  AE,  FM,  le  loro 
altezze  NO,  EM,  che  sono  le  normali  fra  queste  parallelle 
(§.  69.)  sono  uguali.  Lo  stesso  si  dica  dei  due  triangoli  BGH, 
E1L,  essendo  compresi  fra  le  parallelle  AE,  FM,  le  loro  al- 
tezze BR,  EM  sono  uguali,  perchè  normali  fra  parallelle. 
Ciò  premesso  i teoremi  dimostrati  si  potranno  enunciare 
cosi. 

1 63.  Due  parallellogrammi , o un  paralleUogrammo  ed  un 
rettangolo  > o un  par  aUellogr  atomo,  ed  un  quadrato  di  uguali 
basi , e di  uguali  altezze  sono  uguali. 

1 64.  Un  paralleUogrammo , o un  rettangolo  , o un  qua- 
drato, che  abbia  base,  ed  aUezxa  uguale  alla  base  ed  altezza 
d’un  triangolo,  è doppio  di  questo. 

1 65.  Due  triangoli  di  uguali  basi,  e di  uguali  altezze  sono 
uguali- 

TEOREMA  IV. 

SE  IN  UN  QUADRATO  ACGE  (fig.  73.)  SI  PRENDANO  LE  QUATTRO 
PARTI  AB,  CH,  GF,  DE  UGUALI,  E SI  CONGIUNGANO  I QUAT- 
TRO PUNTI  B,  II,  F,  D COLLE  RE1TE  BH,  HF,  DF,  BD,  IL 
QUADRILATERO  BHFD  SABA*  UN  QUADRATO. 

1 66.  Dimostr.  Per  dimostrare  il  teorema  si  deve  mo- 
strare, che  i quattro  lati  del  quadrilatero  sono  uguali,  e 
che  i quattro  angoli  ABH  , BHF , I1FD,  FDB  sono  retti. 
Ciò  viene  da  che  i quattro  triangoli  rettangoli  RCH,  HFG, 
FED,  DAB  sono  coincidenti.  Infatti  i lati  AB,  CH,  GF,  ED 
sono  le  quattro  parti  uguali  prese  nei  quattro  lati  del 
quadrato  ACGE  : dunque  anche  gli  altri  lati  BC,  HG,  FE, 
AD,  che  sono  i residui  dal  togliersi  le  dette  quattro  par- 
ti uguali  dai  lati  del  quadrato , saranno  uguali  : dunque 
i detti  quattro  triangoli  rettangoli  hanno  uguali  i lati  in- 
torno agli  angoli  retti.  Essendo  coincidenti  questi  trian- 


Digitized  by  Google 


56  \ 

goli  saranno  uguali  le  ipotenuse  BH.  HF,  FD;  DB.  Per  la 
stessa  coincidenza  dei  triangoli  BCH  , HFG  saranno  uguali 
gli  angoli  HBC,  FHG  opposti  ai  cateti  uguali  CH,  FG:  ma 
HBC  unito  a BHC  dà  un  retto  ( 74.  ) : dunque  anche 

FHG  uuito  a BHC  darà  un  retto:  ora  i tre  angoli  BHC, 
BHF,  FHG  insieme  ($.  22.)  danno  due  retti  ; dunque  poi- 
ché BHC,  ed  FHG  danno  un  retto,  dovrà  essere  retto  l'an- 
golo BHF.  Nello  stesso  modo  si  proveranno  retti  gli  an- 
goli DBII,  BDF,  DFH  : dunque  il  quadrilatero  DBHF  ha 
tutti  i lati  uguali,  e tutti  gli  angoli  retti , é dunque  un 
quadralo. 

TEOREMA  V. 

IL  QUADRATO  FATTO  SULl’iPOTF,NUSA  È UGUALE  ALLA 
SOMMA  DEI  QUADRATI  FATTI  SOPRA  1 CATETI. 

167.  Dimostr.  Sia  il  triangolo  BAC  rettangolo  in  A 
(lig.  74.);  si  formino  i quadrati  ABDE,  ACGF  sopra  i ca- 
teti BA  , AC  ; dico  , che  la  somma  di  questi  quadrati  è 
uguale  al  quadrato  costruito  sopra  l’ipotenusa  BC.  Si  pro- 
lunghino DE,  FG  sino  al  loro  incontro  in  H ; e si  pro- 
lunghino DB,  GC  finché  s'incontrino  in  1;  il  quadrilatero 
DIGH  sarà  un  quadrato.  Infatti  i quadrilateri  BACI,  AEHF 
sono  due  rettangoli  uguali.  Sono  parallellogrammi,  perchè 
nel  quadrilatero  BACI  i lati  BI,  AC  sono  normali  sopra  BA, 
quindi  sono  paralleli!,  ed  i lati  AB,  CI  sono  normali  so- 
pra AC.  Nella  stessa  maniera  si  dimostra,  che  sono  paral- 
leli! i lati  opposti  del  quadrilatero  EAFH.  Hanno  poi  que- 
sti gli  angoli  retti.  Infatti  nel  primo  gli  angoli  IBA,  BAC, 
ACI  sono  retti  ; dunque  ( §.  82.  ) sarà  retto  il  quarto  I. 
Nello  stesso  modo  si  proveranno  retti  gli  angoli  di  AEHF. 
Dopo  ciò  nel  quadrilatero  DIGH  i quattro  angoli  D , I , 
G,  H sono  retti,  e perciò  è un  rettangolo.  Le  linee  BI , 
CG  sono  uguali  , perché  sono  lati  del  quadrato  ACGF  ; 
l’altre  due  DB,  IC  sono  uguali,  perché  lati  del  quadrato 
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DBAE  : quindi  la  somma  delle  due  pjirti  DB,  Bi  è uguale 
alla  somma  delle  due  parti  CG  , CI  ; perciò  il  lato  DI  è 
uguale  al  lato  IG  ; i lati  opposti  nel  rettangolo  sono 
uguali  : dunque  nel  rettangolo  DIGH  i quattro  lati  sono 
uguali;  perciò  è un  quadrato.  I due  rettangoli  poi  BACI, 
AEHF  sono  uguali,  perchè  i lati  BA,  AC  dell’uno  come 
lati  dei  due  quadrati  ABDE,  ACGF  sono  uguali  ai  lati 
AE  , AF  dell’  altro , perché  lati  degli  stessi  quadrati.  Si 
prendano  ora  le  parti  GN,  HM  uguali  alle  due  uguali  BD, 
CI , e si  conducano  le  lince  CN  , NM , MB  , avremo  il 
caso  del  ($.  1 66.);  dunque  il  quadrilatero  BMNC  è un  qua- 
drato costruito  sulla  ipotenusa  BC.  I due  rettangoli  BICA, 
EAFH  uguali,  sono,  presi  insieme,  uguali  ai  quattro  trian- 
goli uguali  BIG , CNG  , MHN  , BDM  , perchè  uno  di 
questi  B1C  6 la  metà  di  BACI,  che  è uno  dei  detti  rettan- 
goli. Ciò  essendo,  tanto  sarà  togliere  da  tutto  il  quadra- 
to DIGH  i due  rettangoli  BICA , GAFH  , tanto  i quat- 
tro triangoli  BIC,  CNG  , NHM  , MDB  : ma  togliendo  i 
due  rettangoli  abbiamo  i due  quadrati  BDEA,  ACGF  fatti 
sopra  i cateti  BA,  AC  ; e togliendo  i quattro  triangoli  ab- 
biamo il  quadrato  BMNC  fatto  sulla  ipotenusa  BC  : dun- 
que nel  triangolo  rettangolo  il  quadrato  fatto  sulla  ipo- 
tenusa è uguale  alla  somma  dei  quadrati  fatti  sopra  i cateti. 

TEOREMA  VI. 

SE  IN  UN  TRIANGOLO  IL  QUADRATO  FATTO  SOPRA  UN  LATO  È 
UGUALE  ALLA  SOMMA  DEI  QUADRATI  FATTI  SOPRA  GLI  AL- 
TRI DUE,  l’angolo  OPPOSTO  AL  PRIMO  LATO  SARA’  RETTO, 
E PERCIÒ  IL  TRIANGOLO  SARA’  TRIANGOLO  RETTANGOLO. 

168.  Dtmostr.  Sia  il  triangolo  ABC  (fig.  75.),  nel  quale 
il  quadrato  sopra  AC  sia  uguale  alla  somma  dei  quadrati 
sopra  AB,  BC;  dico,  che  l’angolo  ABC  è retto.  Si  alzi  dal 
punto  B sopra  AB  la  normale  BD,  si  faccia  BD  uguale  a 
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BC,  e si  conduca  AD.  Essendo  il  triangolo  ADB  rettan- 
golo in  B,  il  quadrato  sopra  AD  sarà  uguale  alla  somma 
dei  quadrati  sopra  AB,  e BD,  o perchè  DB  è uguale  a 
BC,  il  quadrato  sopra  AD  sarà  uguale  alla  somma  dei  qua- 
drati sopra  AB,  e BC  : ma  questa  somma  di  quadrati  per 
ipotesi  è uguale  al  quadrato  sopra  AC  : dunque  il  qua- 
drato sopra  AD  è uguale  al  quadrato  sopra  AC,  ossia  il 
lato  AD  é uguale  al  lato  AC  : dunque  i due  triangoli  ABD, 
ABC , che  hanno  tutti  i lati  respettiramente  uguali  sono 
coincidenti,  e perciò  l’angolo  DBA  sarà  uguale  all’angolo 
ABC  : ma  per  costruzione  l’angolo  DBA  é retto , dunque 
sarà  retto  anche  ABC. 


«AVO  UCMI9 

DELLE  RELAZIONI  DEI  QUADRATI, 

E DEI  RETTANGOLI  FATTI  IN  DATE  RETTE* 

E NELLE  LORO  PARTI. 

TEOREMA  VII. 

SE  UNA  RETTA  AC  SI  DIVIDE  COMUNQUE  IN  B,  IL  QUADRATO 
FATTO  SULL’INTERA  RETTA  AC  È UGUALE  ALLA  SOMMA  DEI 
QUADRATI  FATTI  SULLE  PARTI  AB,  BC  PIÙ  DUE  VOLTE  IL 
RETTANGOLO  FATTO  PRENDENDO  PER  BASE,  E PER  ALTEZZA 
LE  PARTI  STESSE  AB,  BC. 

1 69.  Dimostr.  Si  costruisca  il  quadrato  ACEG  sopra 
AC , si  conduca  la  diagonale  CG  , da  B si  conduca  BF 
parafici  la  ad  AG,  che  si  segherà  in  un  punto  I colla  dia- 
gonale , e per  questo  punto  I si  meni  HD  parallella  a 
GE;  i quadrilateri  HIFG,  BIDC  saranno  rettangoli,  perchè 
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evidentemente  hanno  tutti  gii  angoli  retti  : ma  sono  qua- 
drati perchè  hanno  i lati  uguali.  Infatti  nel  triangolo  GAG 
i lati  AG,  AG  essendo  uguali  sono  uguali  gli  angoli  AGC, 
ACG  : ma  per  le  parallclle  l’angolo  AGG  interno  è uguale 
all’esterno  ed  opposto  HIG  : dunque  nel  triangolo  HGI  gli 
angoli  HIG,  HGI  sono  uguali,  c perciò  sono  uguali  i lati 
HG , HI  : ma  nel  rettangolo  i lati  opposti  sono  uguali  : 
dunque  sono  uguali  i quattro  iati  del  rettangolo  HGFI , 
e perciò  è un  quadrato.  Per  la  stessa  ragione  B1DG  é un 
quadrato  : dunque  GHIF , IBCD  sono  due  quadrati  fatti 
sulle  due  parti  AB , BG  di  AC.  I due  rettangoli  ABIH  , 
FIDE  sono  uguali,  perchè  i lati  BI,  IH  dell’uno,  lati  dei 
due  quadrati  BIDC,  HIFG,  sono  uguali  ai  lati  1D,  IF  del— 
1’  altro  : ora  ognuno  di  questi  rettangoli  è fatto  da  due 
lati  dei  due  detti  quadrati,  cioè  dalle  due  parti  AB,  BG 
della  data  retta , dunque  la  somma  dei  due  rettangoli  è 
due  volte  un  rettangolo  fatto  colle  due  parti  della  retta 
proposta.  Ma  il  quadrato  ACEG  fatto  sull’  intera  retta  si 
compone  dei  due  detti  quadrati  BIDC,  IHGF,  e del  dop- 
pio rettangolo  fatto  dalle  due  parti  AB , BG  della  retta , 
dunque  il  quadrato  fatto  sulla  retta  data  è uguale  alla 
somma  dei  quadrati  fatti  sulle  sue  due  parli  più  il  dop- 
pio rettangolo  fatto  dalie  parti  stesse. 

TEOREMA  Vili. 

DIVISA  UNA  RETTA  AB  (fig.  77.)  COMUNQUE  IN  UN  PUNTO  C,  IL 
QUADRATO  DELL’INTERA  RETTA  AGGIUNTO  AL  QUADRATO  SO- 
PRA UNA  PARTE  CB  È UGUALE  A DUE  VOLTE  IL  RETTAN- 
GOLO FATTO  DALL’iNTEBA  RETTA  AB,  E DALLA  PARTE  STES- 
SA CB  AGGIUNTO  AL  QUADRATO  DELL’ALTRA  PARTE  AC. 

170.  Dmostr.  Si  formi  il  quadrato  ABDE  sopra  AB, 
si  conduca  la  diagonale  BE,  dal  punto  di  divisione  C si 
conduca  CF  parallclla  a DB,  che  segandosi  in  G colla  dia- 
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gonale,  per  G si  conduca  HL  parallella  a BA.  Si  prolun- 
ghi FG  ai  di  sopra  di  C finché  CI  sia  uguale  a CB,  e si 
compisca  il  quadralo  CIKB.  Per  la  dimostrazione  supe- 
riore (§.  169.)  i rettangoli  HGFE,  CGLB  sono  quadrati,  e 
perciò  questo  secondo  CGLB  sarà  uguale  al  quadrato 
CIKB;  cd  i due  rettangoli  ACGH,  GLDF  sono  uguali.  Ora 
il  rettangolo  AHLB  é rettangolo  fatto  da  AB,  e BL  o BC; 
e se  a GFDL  si  aggiunge  il  quadrato  CGLB  , o il  qua- 
drato CIKB,  avremo  un  altro  rettangolo  fatto  da  AB,  CB: 
dunque  due  volte  il  rettangolo  AB , BC  ci  dà  la  superficie 
ABDFGH  più  il  quadrato  CIKB  fatto  sulla  parte  CB:  ag- 
giungendo ad  ambedue  il  quadrato  HGFE  fatto  sulla  parte 
AC,  il  quadrato  HGFE  più  la  superficie  ABDFGH  ossia  tut- 
to il  quadrato  ABDE  più  il  quadrato  fatto  sopra  BC  sarà 
uguale  a due  volte  il  rettangolo  fatto  da  AB,  BC  più  il 
quadrato  sopra  l’altra  parte  AC. 

TEOREMA  IX. 

SE  UH  A RETTA  AC  (lìg.  78.)  si  DIVIDE  PER  META*  IR  B,  E CO- 
MUNQUE IR  D,  IL  QUADRATO  SULLA  METa’  DELLA  RETTA  EQUI- 
VALE AL  RETTANGOLO  FATTO  COLLE  DUE  FARTI  DISUGUALI  AD, 
DC  AGGIUNTO  AL  QUADRATO  FATTO  SULLA  PARTE  INTERCETTA  SD. 

171.  Dimostr.  Si  faccia  il  quadrato  BCEF  sulla  metà 
BC  della  data  retta  , si  conduca  la  diagonale  CF  ; da  D 
si  conduca  la  retta  DH  parallella  a CE,  che  segandosi  in 
G colla  diagonale,  per  G si  conduca  LI  parallella  ad  FE. 
Prolungando  poi  LI  dalla  parte  K si  compia  il  rettangolo 
ABLK.  È evidente,  che  il  quadrato  BCEF  si  compone  del 
rettangolo  BLGD,  e del  rettangolo  DCEH,  e del  quadrato 
LGHF.  Ora  i due  rettangoli  BLGD,  DCEH  sono  gli  stessi, 
che  i due  rettangoli  BLGD,  ABLK,  o tutto  il  rettangolo 
ADGK,  cioè  il  rettangolo  fatto  dalle  due  parti  disuguali 
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AD,  DC,  perché  DC  è uguale  a DG.  Inoltre  il  quadrato 
LGHF  é il  quadrato  fatto  sulla  parte  intermedia  BD:  dun- 
que il  quadrato  BCEF  fatto  sulla  metà  BC  della  retta  data 
é uguale  al  rettangolo  fatto  da  AD,  DC  piu  il  quadrato 
fatto  snlla  retta  intercetta  BD. 

TEOREMA  X. 

SE  UNA  BETTA  AC  (iìg.  79.)  SI  DIVIDE  DI  MEMO  IH  B,  E GLI  SI 
AGGIUNGE  PER  DRITTO  UH  A RETTA  QUALUNQUE  CD  , IL  QUA- 
DRATO PATTO  SULLA  RETTA  BD  COMPOSTA  DELLA  META*  DELLA 
DATA  AC  , E dell’  AGGIUNTA  CD,  EQUIVALE  AL  RETTANGOLO 
FATTO  DALLA  TOTAL  RETTA  AD,  E DALLA  PARTE  AGGIUNTA  CD 
PIVI  IL  QUADRATO  FATTO  SULLA  META1  BC. 

172.  Dimostr.  Si  formi  il  quadrato  BFHD  sulla  retta 
BD,  si  conduca  la  diagonale  DF,  da  C si  conduca  CE  pa- 
ralleli a DH,  che  segandosi  in  I colla  diagonale , per  I 
si  conduca  LG,  paralleli  a BD;  prolungata  questa  verso  K si 
compia  il  rettangolo  ABLK.  È evidente,  che  i tre  rettangoli 
ABLK,  BCIL,  IGHE  sono  uguali.  Ora  il  quadrato  BDHF  si 
compone  delli  due  rettangoli  BDGL,  GHEI,  e del  quadrato 
LIEF.  Ora  invece  del  rettangolo  IGHE  si  può  porre  il  suo 
uguale  ABLK:  dunque  il  detto  quadrato  si  compone  dei  due 
rettangoli  BDGL,  ABLK,  o di  tutto  il  rettangolo  ADGK,  e del 
quadrato  LIEF:  ma  il  detto  rettangolo  é formato  da  AD,  e 
DG,  o da  AD,  e DI , cioè  da  tutta  la  retta  e la  parte  aggiun- 
ta; ed  il  quadrato  LIEF  é il  quadrato  fatto  sulla  BC  metà 
di  AC  : dunque  il  quadralo  BDHF  fatto  sulla  metà  della 
retta  data,  e la  parte  aggiunta  è uguale  al  rettangolo  fatto 
dall'attera  retta  DA,  e la  parte  aggiunta  DC  più  il  qua- 
dralo fatto  sulla  metà  BC  della  proposta  retta  AC. 
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TEOREMA  XI. 


in  un  TBunooLo  ottusangolo  il  quadrato  sci  lato  orrosTo 
all’  angolo  ottuso  sutera  la  somma  dei  quadrati  fatti 
sopra  gli  altri  due  lati  di  due  voltb  il  rettangolo 

FATTO  DA  UNO  DI  QUESTI  DUE  LATI  PRESO  COME  RASE,  ED  IL 
PROLUNGAMENTO  DI  QUESTO  LATO  TINO  ALLA  NORMALE  CALATA 
DAL  VERTICE  DELL’ANGOLO  OPPOSTO. 

173.  Dimoslr.  Si  deve  dimostrare,  che  il  quadrato  sul 
lato  AC  (Gg.  80.)  opposto  all’  angolo  ottuso  ABC  supera 
la  somma  dei  quadrati  sugli  altri  due  lati  AB,  CB  di  due 
volto  il  rettangolo  fatto  da  AB,  lato  preso  per  base,  e BD 
prolungamento  del  detto  lato  fino  al  piede  D della  norma- 
le CD  calata  dal  vertice  dell’angolo  opposto.  Pel  (§.169.) 
abbiamo,  che  il  quadrato  sopra  AD  é uguale  alla  somma 
dei  quadrati  sopra  AB , BD  più  due  volte  il  rettangolo 
fatto  da  AB,  BD:  aggiungendo  a queste  due  quantità  uguali 
la  stessa  quantità,  cioè  il  quadrato  sulla  normale  CD,  il 
quadrato  sopra  AD  più  il  quadrato  sopra  CD  sarà  uguale 
al  quadrato  sopra  AB,  più  il  quadrato  sopra  BD , più  il 
quadrato  sopra  CD,  più  due  volte  il  rettangolo  fatto  da 
AB,  BD  : ma  la  somma  dei  quadrali  sopra  AD,  CD  è il 
quadrato  sull’ipotcnusa  ( §.  167.)  CA  , c la  somma  dei 
quadrati  sopra  i cateti  BD  , CD  è il  quadrato  sulla  ipo- 
tenusa CB  : dunque  il  quadrato  sopra  CA  è uguale  alli 
quadrati  sopra  AB , CB  più  due  volte  il  rettangolo  fatto 
da  AB , BD  ; dunque  veramente  il  quadrato  sul  lato  AC 
opposto  all’  angolo  ottuso  ABC  è la  somma  dei  quadrati 
sugli  altri  due  lati  AB,  BC,  se  a questi  si  aggiunga  due 
volle  il  rettangolo  di  AB,  BD;  dunque  il  primo  quadrato 
è maggiore  della  somma  degli  altri  due  di  due  volte  il 
detto  rettangolo. 
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TEOREMA  XII. 

IL  QUADRATO  SOPRA  IL  LATO  AD  (Gg.  81.)  OPPOSTO  ALL’ANGOLO 
ACUTO  C fi  MINORE  DELLA  SOMMA  DEGLI  ALTRI  DUE  QUADRATI 
SOPRA  I DUB  LATI  AC,  CD  DI  DUE  VOLTE  IL  RETTANGOLO  PATTO' 
DAL  LATO  AC  PRESO  PER  BASE,  E LA  SUA  PARTE  BC  COMPRESA 
PRA  IL  VERTICE  DEL  DETTO  ANGOLO  C,  ED  IL  PIEDE  B DELLA 
NORMALE  DB. 

174.  Dimoslr.  Nella  reità  AC  divisa  comunque  iu  6 
abbiamo  (§.  170.),  che  il  quadrato  della  parte  AB  più  due 
volte  il  rettangolo  di  tutta  AC,  e l’altra  parte  BC  è uguale 
al  quadrato  di  AC  più  il  quadrato  di  BC.  Aggiungendo  a 
queste  due  quantità  uguali  il  quadrato  della  normale  DB, 
il  quadrato  di  AB  più  il  quadrato  di  BD  più  due  volte  il 
rettangolo  AC , e BC  sarà  uguale  ai  quadrati  di  AC , di 
BC,  di  BD  : ma  invece  dei  due  quadrati  sopra  AB  , BD 
si  può  porre  il  quadrato  di  AD,  ed  invece  dei  due  qua- 
drati sopra  BC,  e BD  si  può  porre  il  quadrato  sopra  DC; 
dunque  il  quadrato  sopra  AD  più  due  volte  il  rettangolo 
fatto  da  AC,  BC  è uguale  alla  somma  dei  quadrati  sopra 
AC,  DC , cioè  si  deve  aggiungere  al  quadrato  sopra  AD 
due  volte  il  rettangolo  di  AC  j BC  per  avere  i quadrati 
degli  altri  due  lati  AC,  CD,  quindi  il  quadrato  sopra  AD 
opposto  all’angolo  acuto  ò minore  delti  quadrati  degli  al- 
tri due  lati  del  detto  doppio  rettangolo. 

175.  Una  retta  DE  ( fig.  82.  ) si  dice  essere  divisa  in 
media  ed  estrema  ragione  in  G se  il  rettangolo  fatto  dalla 
retta  intera  ED,  e la  parte  minore  GD  è uguale  al  qua- 
dralo fatto  sulla  parte  maggiore  EG. 

TEOREMA  XIII. 

SE  SI  FACCIA  IL  QUADRATO  EDCA  SOPRA  ED  (Gg.  82.)  , SI  DIVIDA 
EA  IN  MEZZO  IN  F,  SI  PROLUNGHI  FE  FINCHÉ  FH  SIA  UGUALE 
AD  PD,  E CON  E SI  COMPIA  IL  QUADRATO  EHIG,  CON  QUESTO 
SARA’  NOTATO  IL  PUNTO  G,  CHE  DIVIDE  LA  BETTA  ED  IN  ME- 
DIA ED  ESTREMA  RAGIONE. 

176.  Dimostr..  Si  conduca  FD,  e si  prolunghi  IG  Gnchó 
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incontri  AC  in  B.  Essendo  GB  uguale  ad  EA , o ED  il 
rettangolo  GDCB  sarà  il  rettangolo  fatto  dalla  retta  data 
ED,  e la  parte  sua  minore  GD;  si  deve  dunque  dimostrare, 
che  questo  rettangolo  é uguale  al  quadrato  EEIG  fatto 
sulla  parte  maggiore  EG.  A questo  fine  si  rifletta,  che  la 
retta  EA  é divisa  in  mezzo  in  F,  c gli  si  é aggiunta  la  parte 
EH:  dunque  (§.  172.)  il  rettangolo  fatto  da  AH,  ed  EH 
più  il  quadrato  fatto  sopra  EF  è uguale  al  quadrato  so- 
pra FH,  o sopra  1'  uguale  FD  : ma  invece  del  quadrato 
dell’ipotenusa  FD  si  può  porre  la  somma  dei  quadrali  dei 
cateti  EF,  ED  : dunque  il  rettangolo  di  AH  , EH  più  il 
quadrato  di  EF  è uguale  alla  somma  dei  quadrati  di  EF, 
e di  ED,  e togliendo  il  quadrato  comune  di  EF,  il  ret- 
tangolo di  AH,  EH  sarà  uguale  al  quadrato  di  ED  : ossia 
il  rettangolo  AHIB  è uguale  al  quadrato  EDCA,  e toglien- 
do ad  ambedue  il  rettangolo  EGBA  , sarà  il  quadrato 
EHIG  uguale  al  rettangolo  GDCB. 

TEOREMA  XIV. 

SEGANDOSI  IR  UN  CIRCOLO  DUE  CORDE  AB  , EG , ( fig.  83.  ) IL 
RETTANGOLO  FATTO  DALLE  DUE  FARTI  AF,  FB  DI  UNA  È UGUA- 
LE AL  RETTANGOLO  FATTO  DALLE  DUE  FARTI  GF,  FB  DELL’ALTRA. 

1 77.  Dimostr.  Si  couducano  dal  centro  C le  normali  CD, 
CH,  che  divideranno  (§.111.)  in  mezzo  le  corde  sulle  quali 
cadono.  La  retta  AB  essendo  divisa  in  mezzo  in  D,e  comun- 
que in  F ci  dà  (§.  171.),  che  il  quadrato  fatto  sulla  metà 
DB  è uguale  al  rettangolo  fatto  da  AF,  FB  più  il  quadrato 
di  DF.  Aggiungendo  a queste  grandezze  uguali  il  quadrato 
di  CD,  la  somma  dei  quadrati  di  DB,  DC  sarà  uguale  alla 
somma  dei  quadrati  di  DF,  e di  DC  più  il  rettangolo  di 
AF,  FB  : ma  invece  dei  due  primi  quadrati  si  può  porre  il 
quadrato  dcll’ipotenusa  CB,  ed  invece  dei  secondi  quadrati 
si  può  porre  il  quadrato  di  CF  , dunque  il  quadrato  di 
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CB  è uguale  al  quadrato  di  CF  più  il  rettangolo  di  AF, 
FB.  Per  l’altra  corda  EG  si  avrà,  che  il  quadrato  di  CE 
è uguale  al  quadrato  di  CF  più  il  rettangolo  di  FG,  FE; 
poiché  dunque  tanto  il  quadrato  di  CF  unito  al  rettangolo 
di  AF,  AB;  quanto  il  quadrato  di  CF  unito  al  rettangolo 
di  GF,  FE  danno  il  quadrato  del  raggio,  la  prima  gran- 
dezza sarà  uguale  alla  seconda  , e togliendo  il  quadrato 
comune  di  CF , sarà  il  rettangolo  di  AF  , FB  uguale  al 
rettangolo  di  GF,  FE. 

178.  Cordi.  Sia  la  corda  BE  (fig.  84.)  normale  al  dia- 
metro AD,  sarà  BC  uguale  a CE:  dunque  il  rettangolo  di 
BC,  CE  è il  quadrato  di  BC,  perchè  il  rettangolo  diven- 
ta quadrato  quando  due  lati  contigui,  ossia  la  base,  e l’al- 
tezza diventano  uguali.  Dunque  avremo,  che  da  un  punto 
qualunque  B della  circonferenza  calata  una  normale  BC 
sul  diametro,  il  quadrato  fatto  su  questa  normale  è uguale 
al  rettangolo  fatto  dai  segmenti  AC,  CD  del  diametro. 

179.  Scolio.  Se  le  corde  si  segassero  al  centro,  nel  qual 
caso  la  costruzione,  e dimostrazione  (§.177.)  non  vale  più, 
il  teorema,  che  i rettangoli  fatti  dalle  parti  nelle  quali  si  spez- 
zano sono  uguali  si  dimostra  subito,  perchè  le  quattro  parti 
sono  quattro  raggi;  ed  il  rettangolo  o quadrato  fatto  da  due 
raggi  è uguale  al  quadrato  fatto  con  due  altri  raggi  dello 
stesso  circolo. 

TEOKEMA  XV. 

SE  IN  UN  CIRCOLO  SI  CONDUCE  LA  TANGENTE  BA  (lìg.  85.)  F. 
DA  UN  PUNTO  B DI  ESSA  LA  SECANTE  Bll  DEL  CIRCOLO  STESSO, 
IL  RETTANdlLO  FATTO  DA  QUESTA  SECANTE,  E LA  SUA  PARTE 
ESTERNA  BC  È UGUALE  AL  QUADRATO  SULLA  TANGENTE  RA. 

180.  Dimostr.  Dal  centro  F si  conduca  sulla  secante  la 
normale  EF,  ed  i raggi  FA,  FC  ; per  la  normale  FE  la 
corda  CH  è divisa  in  mezzo  in  E,  e ad  essa  si  è aggiunta 
la  parte  CB  : dunque  (§.  172.)  il  quadrato  sopra  EB  è 
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uguale  al  rettangolo  fatto  da  HB,  BC  più  il  quadrato  so- 
pra EC  : aggiungendo  a queste  due  grandezze  uguali  il 
quadrato  di  EF,  la  somma  dei  due  quadrati  sopra  EB,  EF 
sarà  uguale  alla  somma  dei  due  quadrati  sopra  EC»  EF 
più  il  rettangolo  di  BH,  BC  : ma  la  prima  somma  di  qua- 
drati è uguale  al  quadrato  di  FB,  e l’altra  somma  é ugua- 
le al  quadrato  di  FC , o di  FA  : dunque  il  quadrato  di 
FB  è uguale  al  quadrato  di  FA  più  il  rettangolo  di  HB, 
BC  : ma  invece  del  quadrato  di  BF  si  può  porre  la  som- 
ma dei  quadrati  dei  due  cateti  BA,  FA  : dunque  la  somma 
dei  quadrati  di  AB,  FA  è uguale  al  quadrato  di  FA,  più 
il  rettangolo  di  HB,  BC  ; e togliendo  il  comun  quadrato 
di  FA  avremo,  che  il  quadrato  di  BA  è uguale  al  rettangolo 
di  BH,  BC,  lo  che  si  doveva  dimostrare. 

181.  Caroli.  Se  un  numero  qualunque  di  secanti  BH, 
BG,  BM  si  uniscono  fuori  del  circolo  in  un  punto  B , i 
rettangoli  fatti  dalle  intere  secanti,  e dalle  loro  parti  ester- 
ne sono  uguali,  perchè  tutti  souo  uguali  al  quadrato  della 
tangente  BA,  che  va  al  punto  comune  B. 

182.  Scolio.  Se  la  secante  DE  (fig.  86.)  passa  pel  cen- 

tro, nel  qual  caso  non  si  può  fare  la  costruzione  antece- 
dente, si  conduca  il  raggio  BA,  sarà  il  quadrato  (§.  172.)  di 
BD  uguale  al  rettangolo  di  ED  , DC  più  il  quadrato  di 
BC , o di  BA  , c ponendo  invece  del  quadrato  di  BD  la 
somma  dei  quadrati  de’duc  cateti  BA,  AD,  avremo  la  som- 
ma dei  quadrati  di  BA  , AD  uguale  al  quadralo  di  BA 
più  il  rettangolo  di  ED,  DC;  c togliendo  il  comun  qua- 
drato di  BA  sarà  il  quadrato  di  DA  uguale  al  rettangolo 
di  DE,  DC.  * 
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«A»A  VZEIO 

DELLE  RETTE,  E SUPERFICI  PROPORZIONALI 
•4CBH4»- 

Pcr  brevità  di  qui  in  poi  esprimeremo  le  proporzioni 
cosi.  Se  i due  triangoli  ABF,  GPO  (fig.  87.)  sono  fra  loro 
come  le  basi  AF , GO  cosicché  si  dica  ABF  sta  a GPO 
come  AF  sta  a GO,  questa  proporzione  si  scriverà  ABF  : 
GPO  = AF  : GO,  e si  legge  come  ora  si  é enunciata.  E 
con  ragione  , perché  l’espressione  ABF  sta  a GPO  come 
AF  sta  a GO  vuol  dire  ($.  121.),  che  il  quoto  di  ABF  di- 
viso per  GPO  ò uguale  ai  quoto  di  AF  diviso  per  GP  : 
ora  il  segno  della  divisione  6ono  i due  punti  verticali  scritti 
fra  le  grandezze,  che  si  dividono,  ed  il  segno  = è segno 
d’uguaglianza. 

TEOREMA  XVI. 

LE  SUPERFICI  DI  DUE  TRIANGOLI  DI  UGUALI 
ALTEZZE  SONO  FRA  LORO  COME  LE  BASI. 

183.  Dimostr.  Siano  i due  triangoli  BAF,  GPOjlig.  87.) 
che  abbiano  uguali  altezze;  dico  che  sono  fra  loro  come  le 
basi,  ossia  che  si  avrà  la  proporzione  ABF  : GPO=AF  : GO. 
Supponiamo,  che  le  basi  AF,  GO  siano  come  4 a 6,  ossia, 
($.  124.),  che  divisa  AF  in  quattro  parti  uguali  ad  AC,  que- 
sta entri  sei  volte  in  GO;  fatte  queste  divisioni,  dai  vertici 
B,  P ai  punti  C,  D cc.  della  base  di  un  triangolo,  ed  ai  punti 
H,  I cc.  della  base  dell’  altro  si  conducano  le  rette  BC  , 
BD  ec.  PH,  PI  ec.,  avremo  tanti  triangoli  ABC,  CBD  ec. 
GPU,  HPI  cc.  di  uguali  basi,  e di  uguali  altezze,  che  sono 
le  altezze  dei  due  triangoli,  cioè  le  normali  calate  dai  co- 
muuì  vertici  B,  P sulle  rette  AF,  GO,  sulle  quali  insistono. 
Ora  di  questi  triangoli  uguali  contenendone  quattro  il  trian- 
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gole  ABF,  e sci  il  triangolo  GPO,  questi  triangoli  saranno 
fra  loro  come  4 a 6 ; ma  questa  è la  ragione  delie  due 
basi  AF,  GO  , dunque  le  supcrfici  dei  due  triangoli  sono 
come  le  basi. 

1 84.  Scolio.  Se  le  due  basi  non  avessero  comune  misu- 
ra, pure,  essendo  i triangoli  di  uguali  altezze,  le  loro  super- 
fici  sono  come  le  basi.  Se  è possibile  nel  detto  caso  non 
esista  la  proporzione  (lìg.  88.)  ADC  : EGF  = AC  : EF,  mo- 
dificando un  suo  termine  (Jij.  123.)  sussisterà.  Si  suppongale 
sussista  ponendo  invece  di  AG  una  linea  minore  AB,  onde  si 
abbia  la  proporzione  ADC  : FGE  *=»  AB  : EF.  Si  prenda  una 
misura  minore  di  B€,  che  entri  esattamente  in  EF;  por- 
tata questa  sopra  AC , e notale  su  di  questa  le  parti 
uguali  alla  detta  misura,  vi  sarà  una  divisione  fra  B,  c C; 
si  supponga,  che  questa  sia  I,  e si  conduca  DI.  Essendo  le 
basi  Al,  EF  dei  due  triangoli  ADI,  EGF  misurate  da  una 
comune  misura  avremo  la  proporzione  ADI: EGF  =AI  : EF, 
della  quale  abbiamo  (§.  128.)  ancora  ADI  : AI  = EGF  : EF: 
ma  abbiamo  per  ipotesi  ADC  : EGF  = AB  : EF  , ossia 
ADC  : AB  = EGF  : EF  : dunque  abbiamo  due  proporzioni 
nelle  quali  é comune  il  rapporto  di  EGF  : EF  : dunque  la 
ragione  ADI  : AI  , è uguale  alla  ragione  ADC  : AB  ; per- 
ciò avremo  la  proporzione  ADI  : AI  = ADC  : AB  , ossia 
ADI  : ADC  = AI  : AB  ; ma  ciò  è assurdo,  perche  essendo 
ADI  minore  di  ADC,  coutrariamciitc  AI  è maggiore  di  AB: 
(tj.122.)  dunque  comunque  fra  loro  siano  le  basi  di  due  trian- 
goli di  uguali  altezze,  le  loro  superfici  sono  come  le  basi. 

185.  Caroli.  I parallelogrammi  di  uguali  altezze  sono  co- 
me le  loro  basi.  1 due  parallelogrammi  BCHG,  DILE  (fig. 
72.)  abbiano  basi  qualunque  GH,  IL  , ma  uguali  altezze 
IVO,  EM.  I triangoli  BGH,  E1L  sono  metà  di  questi  pa- 
rallelogrammi , ed  hanno  le  stesse  loro  basi  ed  altezze  : 
dunque  sono  due  triangoli  di  uguali  altezze,  sono  perciò 
fra  loro  come  le  loro  basi  : dunque  i parallelogrammi  dop- 
pii  dei  triangoli  sono  come  queste  basi,  che  sono  le  loro. 
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I TRIANGOLI  01  UGUALI  BASI  SONO  COME 
LE  LORO  ALTEZZE. 

186.  Dimostr , Siano  i triangoli  ADC,  FEH  (fig.  89.) 
di  uguali  basi  AC,  FH;  dico , che  ic  loro  superaci  sono 
come  le  loro  altezze.  Sopra  la  retta  IL  uguale  a ciascuna 
delle  due  basi  si  elevi  LO  normale , ed  in  essa  si  pren- 
da la  parte  LN  uguale  a DB  , ed  LM  uguale  ad  EG  : 
condotte  IN,  IM,  i due  triangoli  INL,  IML  hanno  uguali 
basi,  ed  uguali  altezze  coi  triangoli  ADC.,  FEH;  dunque 
le  superfici  dei  primi  sono  uguali  alle  superfici  di  questi; 
ora  i due  triangoli  INL,  IML  hauno  la  stessa  altezza  IL, 
perché  nei  triangoli  rettangoli  si  può  prendere  uno  dei  due 
cateti  per  altezza  (§-  161.),  dunque  le  loro  superfici  sono 
fra  loro  come  le  basi  NL,  ML  : cioè  si  avrà  INL  : IML» 
LN  : LM  : ma  invece  di  INL,  IML  si  pongano  i triangoli 
ADC,  FEH,  ed  in  luogo  di  LN,  LM  si  pongano  DB,  EG, 
ed  avremo  ADC  : FEH  ==  BD  : EG. 

187.  CoroU.  Due  parallelogrammi  di  uguali  basi  sono  co- 
me le  loro  altezze,  perchè  condotte  come  sopra  (§.  1 85.)  le 
diagonali  sorgono  triangoli  metà  dei  parallelogrammi,  che 
hanno  uguali  le  altezze,  e basi  a quelle  dei  due  paralle- 
logrammi : dunque  questi  triangoli  essendo  come  le  altez- 
ze, anche  i parallelogrammi  doppi  dei  triangoli  saranno  co- 
me le  loro  altezze. 

188.  Scolio.  Quello  che  si  è detto  dei  parallelogrammi 
si  dica  dei  rettangoli,  e dei  quadrati,  che  sono  casi  par- 
ticolari dei  parallelogrammi  stessi. 
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TEOREMA  XVIII. 


SE  DUE  PARALLELOGRAMMI  (fig.  90.)  GDEH,  CDBA  AVENDO  GLI 

ANGOLI  UGUALI  GDE,  CDB  SONO  EQUIVALENTI,  I LATI 

INTORNO  A QUESTI  ANGOLI  DARANNO  LA  PROPORZIONE 
' DE  : DC  = DB  : DG,  E VICEVERSA. 

189.  Dimotlr.  Si  dispongano  i detti  due  parallelogram- 
mi come  nella  figura,  in  guisa  cioè,  che  DC  sia  per  di- 
ritto con  DE,  c DB  con  DG,  ciò  che  si  potrà  ottenere  po- 
tendo essere  verticali  i due  angoli  uguali  GDE,  CDB.  Fatto 
ciò  si  prolunghino  i lati  HG,  AC  fino  all’incontro  in  F.  I 
due  parallelogrammi  HGDE,  DGFC  hanno  uguali  altezze, 
dunque  il  rapporto  delle  loro  superfici  deve  essere  quello 
delle  basi  DE,  DC.  Per  la  stessa  ragione  il  rapporto  delle 
superfici  dei  parallelogrammi  BDCA,  DGFC  è quello  delle 
loro  basi  DB  , DG  : ma  il  rapporto  di  HGDE  a DGFC  è 
uguale  al  rapporto  di  BDCA  a DGFC,  perchè  formati  di 
termini  uguali  : dunque  il  rapporto  di  DE  a DC  è uguale 
al  rapporto  di  DB  a DG  , ossia  si  ha  la  proporzione 
DE  : DC  = DB  : DG. 

190.  Scolio  1."  1 lati  intorno  ad  un  angolo  di  uno  dei 
due  parallelogrammi  nella  figura  si  corrispondono,  perché 
sono  in  uno  stesso  parallelogrammo,  ed  intorno  allo  stesso 
angolo  : ma  nella  proporzione  superiore  non  si  corrispon- 
dono nei  termini  della  proporzione,  perchè  in  essa  non  si 
dice  DE  iato  del  parallelogrammo  DEHG  sta  CD  lato  del 
parallelogrammo  CDBA  come  DG  altro  Iato  del  primo  pa- 
rallelogrammo sta  a DB  altro  del  secondo , con  che  per 
antecedenti  e per  conseguenti  dei  due  rapporti  si  avrebbero 
i lati  d’uno  stesso  parallelogrammo,  ma  vi  è un  rovescio, 
perchè  la  proporzione  dice , un  Iato  del  primo  parallelo- 
grammo  sta  ad  un  lato  del  secondo , come  altro  lato  di 
questo  secondo  sta  ad  altro  lato  del  primo. 

191.  Se  fosse  la  proporzione  nel  primo  modo  si  direbbe, 
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che  i lati  intorno  agli  angoli  uguali  di  due  parallelogram- 
mi equivalenti  sono  fra  loro  in  ragione  diretta  : ma  nella 
seconda  proporzione  si  dice,  che  i detti  lati  sono  fra  loro 
in  ragione  inversa. 

1 92.  In  genere  ogni  volta,  che  due  quantità  geometri- 
che corrispondendo  rispettivamente  di  loro  natura  a due 
altre,  non  si  corrispondono  nei  posti  della  proporzione,  co- 
sicché le  corrispondenti  non  siano  o antecedenti,  o conse- 
guenti dei  due  rapporti  , si  dice,  che  le  due  prime  quantità 
sono  in  ragione  inversa  • delle  due  altre , o inversamente  pro- 
porzionali a queste. 

193.  Seolio  2.°  Si  deve  avvertire,  che  sussiste  l’in- 
verso del  nostro  teorema;  cioè  se  i lati  intorno  a due  an- 
goli uguali  in  due  parallelogrammi  sono  inversamente  pro- 
porzionali, i due  parallelogrammi  sono  equivalenti.  Basta 
per  ciò  richiamare  le  due  proporzioni  superiori  IIGDE  : 
GFCD  = DE  : DC  ; BDCA  : GFCD  = BD  : DG.  Ora  se  esi- 
ste la  proporzione  DE  : DC  =»  BD  : DG  la  seconda  ragio- 
ne nella  prima  proporzione  sarà  uguale  alla  seconda  ra- 
gione nella  seconda  proporzione  ; perciò  le  due  prime  ra- 
gioni di  ambedue  le  proporzioni  debbono  essere  uguali, 
cioè  il  quoto  di  HGDE  diviso  per  GFCD  deve  essere  ugua- 
le al  quoto  di  BDCA  diviso  per  GFCD  : ma  il  divisore 
GFCD  è comune,  dunque  i dividendi  HGDE,  BDCA  deb- 
bono essere  uguali  fra  loro  per  dare  lo  stesso  quoto. 

TEOREMA  XIX. 

IN  DUE  TRIANGOLI  EQUIVALENTI,  E CON  UN  ANGOLO  UGUALE, 

I LATI  INTORNO  AGLI  ANGOLI  UGUALI  SONO  INVERSAMENTE 
PROPORZIONALI,  E VICEVERSA. 

1 94.  Dimostr.  Siano  i due  triangoli  DGE,  DCB  (fig.90.) 
equivalenti,  e cogli  angoli  uguali  GDE,  CDB.  I due  trian- 
goli GDE,  GDC  hanno  la  stessa  altezza,  che  è la  normale 
calata  dal  comun  vertice  G sulla  retta  CE,  sulla  quale  am- 
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bt*<Iue  insistono  ; dunque  (iy.  183.)  sono  tra  loro  come  le 
basi  DE  , DC  , cioè  si  ha  DGE  : DGC  = DE  : DC.  Pari- 
menti i triangoli  BDC  , DGC  ci  danno  BDC  [:  DGC  « 
BD  : DG  : i primi  rapporti  di  queste  due  proporzioni  sono 
uguali,  dunque  sono  uguali  i secondi,  e perciò  DE  : DC  = 
BD  : DG.  L'inverso  è come  nel  caso  antecedente  ($.  1 93.). 

TEOREMA  XX. 

SE  QUATTRO  RETTE  (lìg.  91.)  A,  B,  C,  D SONO  IN  PROPORZIONE 
CIOÈ  SIA  A : B — C : D,  IL  RETTANGOLO  FATTO  DAI  TER- 
MINI ESTREMI  A,  D È UGUALE  AL  RETTANGOLO  FATTO  DALLI 

due  medj  b,  c;  e viceversa. 

,195.  Dimostr.  Se  colle  rette  A,  D,  prendendo  una  per 
base,  e l'altra  per  altezza  si  faccia  un  rettangolo,  ed  allo 
stesso  modo  uu  rettangolo  si  faccia  colle  rette  B , C ; le 
rette  A,  D saranno  i lati  intorno  all'angolo  retto  in  un  ret- 
tangolo, e le  B.  C saranno  i lati  intorno  all’angolo  retto 
dell’altro,  ed  i due  primi  Iati  sono  in  ragione  inversa  degli 
altri  due  non  corrispondendosi  nei  termini  della  propor- 
zione : ma  quando  ciò  avvenga  (§.  193.),  i due  rettangoli 
sono  uguali;  e quando  questi  sono  uguali,  i iati  intorno  agli 
angoli  retti  sono  inversamente  proporzionali;  dunque  quan- 
do si  abbia  A : B = C : D , il  rettangolo  fatto  da  A,  e D 
deve  essere  uguale  al  rettangolo  fatto  da  B , C ; e vice- 
versa se  questi  rettangoli  sono  uguali  deve  esistere  la  pro- 
porzione A : B = C : D , in  cui  i lati  A,  D sono  i lati  in- 
torno ad  un  angolo  retto  in  un  rettangolo,  e B,  C sono  in- 
torno all’angolo  retto  dell’altro. 

196.  Coroll.  1.°Se  la  retta  B fosse  uguale  a C il  rettan- 
golo fatto  da  B,  C sarebbe  un  quadrato  fatto  sopra  B;  c 
se  fra  A,  B,  D esistesse  la  proporzione  A : B = B : D la 
proporzione  si  direbbe  continua , e la  retta  B si  dice  media 
proporzionale  geometrica  fra  Aj  D.  Il  teorema  superiore  poi 
si  enuncierebbe  così.  Se  tre  rette  sono  in  proporzione  geome- 
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trita  continua , »7  quadrato  fatto  sulla  media  è uguale  al  ret- 
tangolo fatto  colle  rette  estreme  ; e viceversa  se  tre  rette  sono 
tali,  che  il  quadrato  fatto  sulla  media  sia  uguale  al  rettan- 
golo fatto  colle  estreme , le  tre  rette  sono  in  proporzione  geo- 
metrica continua. 

197.  Corali.  2.°  Si  é dimostrato  ($.  178.)  ( fig.  84.), 
che  il  quadrato  sopra  BC  é uguale  al  rettangolo  fatto  coi 
segmenti  AC,  CD  del  diametro  : dunque  la  normale  calata 
da  un  punto  qualunque  della  circonferenza  sul  diametro  c me- 
dia proporzionale  fra  i segmenti  di  questo. 

198.  Alternare  in  una  proporzione  vuol  dire  scrivere; 
V antecedente  della  prima  ragione  sta  aW  antecedente  della  se- 
conda, come  il  conseguente  della  prima  ragione  sta  al  conse- 
guente della  seconda.  Nella  proporzione  superiore  A : B=C  :D 
se  si  scrivesse  A : C =a  B : D,  si  sarebbero  alternali  i ter- 
mini. 

199.  Invertere  vuol  dire,  in  una  proporzione  cambiare  ì 
conseguenti  in  antecedenti , c gli  antecedenti  in  conseguenti.  Co- 
si se  posta  la  proporzione  A : B = C : D si  scrivesse 
B : A = D : C si  sarebbero  inversi  i termini. 

TEOREMA  XXI. 

IN  UNA  PROPORZIONE  DI  RETTE  SI  POSSONO  ALTERNARE, 

ED  INVERTERE  I TERMINI. 

200.  Dimostr.  Sia  fra  le  rette  A,  B,  C,  D la  propor- 
zione A : B = C : D ; se  in  questa  si  alternino  i termini 
diventa  A : C = B : D.  Affinché  questa  proporzione  esista 
è necessario , che  il  rettangolo  fatto  dai  termini  estremi 
A,  D sia  uguale  a quello  fatto  dai  medj  C,  B:  ma  appunto 
questa  uguaglianza  esiste  per  la  proporzione  stabilita 
A : B = C : D ; solo  se  in  questa  si  dice  il  rettangolo  fatto 
da  B,  C,  nella  nostra  si  dice  il  rettangolo  fatto  da  C,  B. 
ma  questi  due  rettangoli  sono  gli  stessi. 
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201.  Se  poi  nella  data  proporzione  s*  invertono  i ter- 
mini sarà  B : A =*  D : C,  nella  quale  affinché  esista  la  pro- 
porzione è necessario,  che  il  rettangolo  fatto  da  B,  C sia 
uguale  a quello  fatto  da  B,  G,  come  difatti  avviene  per 
la  stabilita  proporzione. 

TEOREMA  XXII. 

SE  IN  UN  TRIANGOLO  DAE  (fig.  92.)  SI  CONDUCE  UNA  RETTA 
BC,  CHE  SI  UNISCE  IN  DUE  PUNTI  B,  C CON  DUE  SUOI  LATI 
AD  , AE  , E1)  K PARALLELA  AL  TERZO  DE  , SPEZZA  I DUE 
PRIMI  LATI  IN  PARTI  PROPORZIONALI  FRA  LORO,  E PROPOR- 
ZIONALI AGLI  INTERI  LATI  , COSICCHÉ  SI  HANNO  LE  PRO- 
PORZIONI ab  : bd  = ac  : ce  ; ad  : ab  = ae  : ac  ; 
AD  : BD  = AE  : CE.  VICEVERSA  SE  ESISTE  UNA  DI  QUESTE 
PROPORZIONI  LA  BC  È PARALLELA  A DE. 

202.  Dimostr  Si  conducano  le  rette  BE , CD  ; i due 
triangoli  BCD,  BCE  avendo  la  stessa  base  BC,  ed  essendo 
compresi  fra  le  parallele  BC , DE  (§.  155.)  sono  equiva- 
lenti. Ora  i due  triangoli  BCD,  BOA  hanno  un  comun  ver- 
tice C,  cd  insistono  sulla  stessa  retta  DA  , quindi  hanno 
la  stessa  altezza,  che  sarebbe  la  normale  calata  da  C so- 
pra AD:  dunque  sono  fra  loro  come  le  basi  (§.  183.);  avremo 
dunque  la  proporzione  ABC  : BCD=AB  : BD;  per  la  stessa 
ragione  sarà  ABC  : BCE  — AC  : CE  ; queste  duo  propor- 
zioni hanno  i primi  rapporti  uguali,  dunque  sono  uguali 
gli  altri  due,  onde  avremo  AB  : BD  = AC  : CE,  che  è la 
prima  delle  proporzioni  proposte. 

203.  Inoltre  i due  triangoli  ACD,  ACB  hanno  un  co- 
raun  vertice  C,  ed  insistono  sulla  stessa  retta  AD,  dunque 
hanno  la  stessa  altezza,  quindi  sarà  ACD  : ACB=AD:  AB; 
per  la  stessa  ragione  avremo  ABE  : ABC  = AE  : AC  ; ora 
nei  due  primi  rapporti  di  queste  proporzioni  ABC  è co- 
mune, cd  ACD,  ABE  sono  triangoli  equivalenti  essendo  for- 
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mali  dal  comun  triangolo  ABC,  e dai  triangoli  equivalenti 
DBC  , BCE  ; dunque  dalle  dette  proporzioni  ricaveremo 
AD  : AB  =;  AE  : AG,  seconda  proporzione  enunciata. 

204.  Finalmente  dai  due  triangoli  della  stessa  altezza 
ACD,  BDC  ricaveremo  ACD  : BCD  =>  AD  : BD  ; e dai  due 
ABE  , CBE  , ABE  : CBE  = AE  : CE  ; dalle  quali  due  pro- 
porzioni ricaviamo  AD  : BD  = AE  : CE  , che  è la  terza 
proporzione  del  teorema. 

205.  Viceversa  esista  una  qualunque  di  queste  propor- 
zioni, per  esempio  AB  : BD— AC  : CE,  dico,  che  BC  è pa- 
rallela a DE.  Non  sia,  e da  B si  conduca  la  parallela  BF  a 
DE;  per  la  nostra  dimostrazione  avremo  (§.  202.)  la  propor- 
zione AB  : BD  = AF  : FE;  ma  per  ipotesi  AB:BD=AC:CE: 
dunque  AF:FE=AC:CE,  ossia  alternando  (§.  200.)  AF:AC= 
FE:CE;  cioè  una  parte  AF  al  tutto  AC  come  il  tutto  FE 
ad  una  sua  parte  CE,  cioè  una  quantità  minore  sta  ad  una 
maggiore,  come  una  maggiore  sta  ad  una  minore,  ciò  che 
è assurdo  (§.  1 22.). 

206.  Esista  la  proporzione  AD:  AB=AE:  AC  deve  essere 
BC  parallela  ad  DE  . Se  non  lo  è si  conduca  BF  paral- 
lela a DE  avremo  la  proporzione  AD  : AB  = AE  : AF  ; 
essendo  uguali  i due  primi  rapporti  in  queste  due  propor- 
zioni, i secondi  ci  daranno  la  proporzione  AE:  AC=-AE:  AF, 
ossia  alternando  AE  : AE  — ÀC  : AF  : ma  il  quoto  diAE 
diviso  per  AE  è uno,  dunque  uno  dovrebbe  essere  il  quoto 
della  divisione  delle  due  rette  disuguali  AC,  AF  , lo  che 
è assurdo. 

207.  Comporre  in  una  proporzione  è fare,  l’antecedente 
più  il  suo  conseguente  al  conscguente  stesso,  come  1’  al- 
tro antecedente  più  il  suo  conseguente  a questo  conse- 
guente; ovvero  l’antecedente  sta  allo  stesso  antecedente  più 
il  suo  conseguente,  come  l’altro  antecedente  sta  allo  siesso 
antecedente  più  il  suo  conseguente.  Se  per  esempio  si  aves- 
sero tre  rette  A,  B,  C,  D nella  proporzione  A : B=C  : D, 
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si  Farebbe  in  essa  la  operazione  di  comporre  scrivendo 
A-t-B:B»C-f*D:D;  ovvero  A : A B =C  : G-+-  D. 
Il  segno  -t-  vuol  dire  più,  ed  A -+-  B vuol  dire  A som- 
mala con  B,  e viceversa. 

208.  Dividere  in  una  proporzione  è scrivere,  l’antecedente 
meno  il  conseguente  sta  al  conseguente,  come  l’altro  antece- 
dente meno  il  suo  conscguente  sta  allo  stesso  conscguente; 
ovvero  l’antecedente  sta  all’antecedente  meno  il  conseguente 
come  l’altro  antecedente  sta  allo  stesso  antecedente  meno 
il  conseguente.  Nella  proporzione  A : B = C : D facendo 
A — B : B = C — D:D;A:A  — B=C:C  — Dsi  fareb- 
be l'operazione  di  dividere.  11  segno  — si  legge  meno,  ed 
A — B vuol  dire  B tolto  da  A. 

TEOREMA  XXIII. 

i.  f , 

SE  QUATTRO  RETTE  SONO  IN  PROPORZIONE,  QUESTA  SI  PUÒ 
COMPORRE,  E DIVIDERE. 

209.  Dimoslr.  Siano  le  rette  A,  B,  C,  D (fig.  93.),  che 
diano  la  proporzione  A : B = C : D.  Con  due  rette  EL  , 
EI  si  faccia  l’angolo  qualunque  E.  Sopra  EL  si  prenda 
EF  uguale  ad  A,  FG  uguale  a B,  ed  EM  uguale  a B. 
Sol  lato  Al  si  prenda  EN  uguale  a C , NO  uguale  a D, 
ed  AP  uguale  a D : finalmente  si  congiungano  colle  rette 
MP,  FN,  GO  i punti  M , P ; F , N ; G , O.  Avendosi  la 
proporzione  A : B = C : D sarà  EF  : FG  =■  EN  : NO;  dun- 
que ($.  202.)  FN  ò parallela  a GO.  Per  la  stessa  propor- 
zione avremo  EF  : EM  = EN  : EP,  dunque  (§.  203.)  PM 
è parallela  ad  FN.  Se  FN  è parallela  a GO  avremo  (§.  204.) 
EG  : GF  = EO  : ON  , ed  FE  : EG  = NE  : EO,  nelle  quali 
ponendo  i valori  delle  linee  date,  cioè  A,  B,  C,  D,  avremo 
A + B : B = C -+-  D : D , ed  A : A + B = C i C ■+•  D. 

210.  Corali.  Se  si  abbia  un  numero  di  rette  espresse 
in  lunghezza  da  A,  B,  C,  D,  E,  F,  G,  H,  tra  le  quali  csi- 


Digitized  by  Google 


77 

sta  la  serie  di  rapporti  uguali  A : B=C  : D=E:  F=G  :II, 
potremo  fare  la  proporzione  A-f-C-t-E:B-v-D-|-F =G:H— A:B; 
cioè  la  somma  di  un  numero  qualunque  di  antecedenti  sta 
alla  somma  dei  loro  conseguenti  come  un  antecedente  qualun- 
que sta  al  suo  conseguente.  Infatti  essendo  uguali  i rapporti 
antecedenti,  presi  comunque  a due  a due  daranno  la  pro- 
porzione : quindi  sarà  A : B — C : D , ossia  alternando 
A : C = B : D,  c componendo  A C : C = B -f-  D : D ; 
A-t-C:B-t-D  = C:D:  ma  si  può  porre  C : D=>E  : F; 
dunque  A~t-C:B-f-D=^E:F;  A-t-C:E=>B-t-D:F; 
e componendo  A + C + E :I!  = B + D + F : F ; 
A-t-C-fr-E:B-t-D-+-F  = E : F=G  : H = A:  B;  lo  che  si 
doveva  provare. 

211.  Dal  triangolo  EFN,  nel  quale  PM  è parallela  ad 
FJS  abbiamo  FM^EM  ~ PN  : PE,  ed  EF:  FM=EN  : PN 
cioè  A — B:  B = C — D : D ; A:A  — B =*  C : C — D. 

212.  Triangoli  simili  si  dicono  quelli , che  hanno  gli  an- 
goli respetlivamente  uguali.  I triangoli  ABC,  FGH  (fig.  94.) 
sono  simili  se  l’angolo  A c uguale  a G;  B ad  F;  e C ad  II. 

213.  / lati  opposti  agli  angoli  uguali  si  dicono  lati  omo- 
loghi : cosi  sono  omologhi  i lati  BC,  FH,  perchè  sono  op- 
posti agli  angoli  A,  G supposti  uguali. 

TEOREMA  XXIV. 

NEI  TRIÀNGOLI  SIMILI  1 LATI  OMOLOGHI 
SONO  PROPORZIONALI. 

214.  Dimostr.  Su  i lati  AB,  AC  (fìg.  94.)  si  prendano 
le  parti  AD,  AE  uguali  ad  FG,  GII,  e si  conduca  DE;  i 
due  triangoli  DEA,  GFH  sono  coincidenti:  dunque  l'angolo 
ADE  è uguale  all’angolo  F : ma  F è uguale  a B : dunque 
l’angolo  ADE  è uguale  a B , e perciò  DE  è parallela  a 
BC  : quindi  avremo  (§.  203.)  AB:  AD  — AC:AE  ; ossia 
AB  : FG  = AC  : GH.  Si  prcuda  sopra  CA  la  parte  CN 
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uguale  ad  HG,  CM  sopra  GB  uguale  ad  HF  , e si  meni 
MN , sarà  questa  parallela  ad  AB:  dunque  sarà  CA  :CN= 
CB  : CM  ; ossia  AC  : GH  =>  CB  : FH:  ora  questa  colla  pro- 
porzione AB  : FG  = AC  : GH  hanno  il  rapporto  comune 
AC  : GH  ; dunque  i tre  rapporti  AC  : GH,  AB  : FG,  CB:  FH 
sono  uguali,  e perciò  con  due  qualunque  di  essi  si  può 
fare  la  proporzione;  ossia  tra  quattro  lati  a due  a due 
omologhi  in  due  triangoli  simili  si  può  fare  la  propor- 
zione, cioè  i lati  omologhi  sono  proporzionali. 

TEOREMA  XXV. 

VICEVERSA  SE  IN  DUÉ  TRIANGOLI  I LATI  SONO  PROPOREION ALI,  GLI 
ANGOLI  OPPOSTI  AI  LATI,  CHE  FORMANO  UNA  RAGIONE  NELLA 
PROPORZIONE  SONO  UGUALI,  E PERCIÒ  I TRIANGOLI  SONO  SIMILI. 

215.  Dimostr.  Siano  i due  triangoli  ABC,  EFG  (fig.95.), 
nei  quali  si  abbiano  le  proporzioni  AC  : EG  =>  AB  : FE  ; 
AC  : EG  «=»  BC  : FG,  dico,  che  gli  angoli  B,  F opposti  ai 
lati  AC,  EG,  che  formano  le  prime  ragioni  nelle  due  pro- 
porzioni sono  uguali.  Così  sono  uguali  gli  angoli  A,  E, 
che  sono  opposti  ai  lati  BC,  FG  , che  formano  la  seconda 
ragione  nella  seconda  proporzione.  Ciò  posto  dagli  estremi 
A,  C del  lato  AC  si  conducano  le  rette  AD,  CD  in  guisa, 
che  facciano  gli  angoli  CAD,  ACD  uguali  agli  angoli  E, 
G dell’altro  triangolo.  Il  triangolo  ADC  sarà  equiangolo 
o simile  ad  FGE  (§.  141.),  dunque  avremo  le  proporzioni 
AC  : EG  — AD  : EF  ; AC  : EG  = DC  : FG  : ma  per  ipo- 
tesi abbiamo  AC  : EG  = AB:  EF  ; AC  : EG  = BC  : FG. 
Confrontando  la  prima  colla  terza  proporzione  si  vede,  che 
sono  gli  stessi  tutti  i suoi  termini  meno  i terzi  AD,  AB, 
dunque  debbono  essere  uguali  ; per  la  stessa  ragione  dalla 
seconda  e quarta  proporzione  ricaveremo  uguali  le  li- 
nee DC,  BC.  Da  ciò  si  ha,  che  i due  triangoli  ABC,  ADC 
hanno  tutti  i lati  rispettivameute  uguali , e perciò  sono 
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coincidenti  : ma  il  triangolo  AGD  è simile  ad  EFG,  dun- 
que sono  simili  i due  triangoli  ABC,  EFG. 

Andiamo  ora  a dimostrare  le  condizioni  onde  due  trian- 
goli siano  simili. 

216.  Dalla  dimostrazione  antecedente  si  ricava,  che 
quando  due  triangoli  abbiano  i lati  proporzionali  tono  simili. 

217.  Sono  simili  due  triangoli  quando  hanno  due  angoli 
uguali  a due  angolij  perchè  il  terzo  deve  essere  uguale  al 
terzo  (§.  141.). 

TEOREMA  XXVI. 

I rRIANGOLI  COI  LATI  B1SF  ETTI  VA  MENTE  PARALLELI  SONO  SIMILI  ; 

E SONO  UGUALI  OLI  ANGOLI  OPPOSTI  AI  LATI  PARALLELI  , 
ONDE  QUESTI  SONO  GLI  OMOLOGHI. 

218.  Dimoslr.  Siano  i due  triangoli  ABC,  EDF  (fig.  69  ) 
tali , che  il  lato  ED  posto  parallelo  a BA  riesca  DF  pa- 
rallelo ad  AC , EF  a BC.  Si  prolunghi  il  lato  EF  a ta- 
gliare iu  G,  H i lati  AB,  AC  del  triangolo  ABC;  sarà  GH 
parallela  a BC  : quindi  l’angolo  B sarà  uguale  all’angolo 
AGH  : ma  per  le  parallele  AB,  ED  l’angolo  AGH  è uguale 
a DEF  : dunque  l’angolo  B é uguale  a DEF.  Nello  stesso 
modo  si  proverà,  che  l’angolo  C è uguale  ad  F : quindi 
l’angolo  A è uguale  all’angolo  D.  Essendo  A uguale  a D, 
B uguale  ad  E,  C ad  F,  sarà  BC  omologo  con  EF,  AC 
con  DF,  AB  con  ED,  che  appunto  sono  i lati  paralleli. 

TEOREMA  XXVII. 

DUE  TRIANGOLI  COI  LATI  RISPETTIVAMENTE  NORMALI  SONO  SIMILI; 

ed  i lati  omologhi  sono  i lati  l’uno  all’altro  normali. 

219.  Dimoslr.  Siano  i due  triangoli  DAC,  MNP  (lìg.97.), 
nei  quali  il  lato  MN  ponendosi  normale  ad  AC  gli  altri 
due  lati  MP,  NP  riescano  normali  a DC,  DA.  Dentro  il 
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triangolo  DAC  si  costruisca  un  triangolo  FIO  coi  lati  FI, 
FG,  IG  respettivaincute  paralleli  MP,  NP  , MN,  saranno 
essi  normali  ai  lati  DC,  AD  , AC  : ed  F1G  sarà  simile  a 
PMN  (S-  218.)  Si  prolunghino  gli  stessi  lati  FI,  IG,  FG 
sino  all’incontro  in  0,  B,  E coi  lati  DC,  AC,  DA.  Nel  qua- 
drilatero BIOC  la  somma  dei  quattro  suoi  angoli  vale  quat- 
tro retti  ($•  82.);  ma  i due  angoli  in  B,  ed  0 valgono  in- 
sieme due  retti  , dunque  I’  angolo  C unito  ad  OIB  deve 
dare  due  retti:  ma  anche  l'angolo  F1B  unito  allo  stesso  OIB 
come  suo  conseguente  da  due  retti  : dunque  l’angolo  FIB 
é uguale  all’angolo  C:  ora  questi  angoli  sono  opposti  ai  lati 
FG,  DA,  che  sono  fra  loro  normali  , dunque  questi  lati 
normali  sono  omologhi.  Nello  stesso  modo  si  proverà  che 
l’angolo  D è uguale  all’angolo  IFG,  l’angolo  A è uguale 
ad  FGI,  e si  vedrà,  che  sono  omologhi  i lati  AC,  IG;  DC, 
FI  ; cioè  i lati  omologhi  sono  i normali. 

TEOREMA  XXVIII. 

DUE  TRIANGOLI  CHE  HANNO  DUE  LATI  PROPORZIONALI  A DUE  LATI, 
E L’ANGOLO  FATTO  DAI  DUE  PRIMI  LATI  UGUALE  ALL’ANGOLO 
FATTO  DAGLI  ALTRI  DUE  SONO  SIMILI. 

220.  Dimottr.  Siano  i triangoli  ABC,  EDF  (fig.  96.)  , 
nei  quali  si  abbia  la  proporzione  AB  : ED  = AC  : DF,  e 
l’angolo  A sia  uguale  a D.  Sopra  AB  si  prenda  AG  uguale 
ad  ED;  sopra  AC  si  prenda  AH  uguale  a DF,  e si  con- 
duca GH.  Il  triangolo  GAH  è coincidente  con  EDF,  dun- 
que gli  angoli  AGH,  AHG  sono  uguali  agli  angoli  E,  F. 
Come  si  ha  la  proporzione  AB  : ED  = AC  : DF,  si  avrà 
ancora,  ponendovi  le  rette  uguali,  AB  : AG  = AC  : AH  : 
dunque  GH  è parellela  a BC  (§.  203.)  : quindi  gli  an- 
goli AGH , AHG  saranno  uguali  agli  angoli  B,  C : ma  i 
due  primi  si  sono  trovati  uguali  ad  E,  F,  dunque  a que- 
sti sono  uguali  gli  altri  due  B,  C:  onde  il  triangolo  ABC 
é equiangolo  a DEF. 


Digitized  by  Google 


TEOREMA  XXIX 


8 1 


SE  NEL  TRIANGOLO  RETTANGOLO  SI  CALA  DAL  VERTICE  DELL’ANGOLO 
RETTO  UNA  NORMALE  SULL’lPOTENUSA,  QUESTA  DIVIDE  IL  TRIAN- 
GOLO IN  DUE  TRIANGOLI  SIMULI  FRA  LORO,  E SIMILI  A TUTTO 
IL  TRIANGOLO. 

221.  Dimostr.  Sia  il  triangolo  AGD  ( fig.  98.)  rettan- 
golo in  C,  e da  C si  cali  la  normale  CB  sulla  ipotenusa 
AD.  I due  triangoli  ACB,  CDB  sono  simili,  perché  hanno 
gli  angoli  retti  CBA,  CBD.  Inoltre  l’angolo  A unito  all’an- 
golo ACB  dà  un  retto  : ma  anche  BCD  unito  allo  stesso 
ACB  dà  un  retto,  dunque  l’angolo  A è uguale  all’angolo 
BCD.  Ciascuno  poi  dei  due  triangoli  è equiangolo  coll’iu- 
tcro  triangolo.  Per  esempio  CAB  ha  l’angolo  CBA  retto 
come  ACD  nel  triangolo  CAD  , ed  i due  detti  triangoli 
hanno  l’angolo  comune  A. 

222.  Prendendo  i lati  omologhi  nei  due  triangoli  ACB, 

CBD  avremo  la  proporzione  AB  :CB=  CB  : BD  ; quindi 
( 196.)  la  normale  calata  dai  vertice  dell'angolo  retto 

sulla  ipotcnusa  è media  proporzionale  fra  i segmenti  dell’i- 
polenusa.  Quindi  (§.  196.)  il  quadrato  fatto  sulla  normale 
CB.  ò uguale  al  rettangolo  fatto  coi  due  segmenti  AB,  BD 
dell’ipotcnusa.  Prendendo  i lati  omologhi  nei  triangoli  ACB, 
ACD  abbiamo  AB  : AC  «=  AC  : AD  ; negli  altri  due  CBD, 
CAD  abbiamo  BD  : DC  : = DC  : AD  : dalie  quali  si  ricava 
che  ciascuno  dei  due  cateti  come  AC  c medio  proporzionale 
fra  C ipotcnusa  AD,  ed  il  suo  segmento  AB  adiacente  al  cateto. 

223.  Scolio.  Nel  semiciroolo  ADC  ( Gg.  99.  ) calata  la 
normale  da  un  punto  qualunque  D della  circonferenza 
sulla  ipotenusa  AC  si  è veduto  (§.  197.),  che  è media  pro- 
porzionale fra  i segmenti  AB,  BC  del  diametro.  Ciò  si  ri- 
cava dal  ( §.  222.)  antecedente,  lafatti  condotte  le  corde 
AD,  DC,  il  triangolo  DAC  sarà  (§.  1 02.)  rettangolo  in  D, 

geom.  6 
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dunque  DB  c media  proporzionate  fra  i segmenti  dell’ipo- 
tenusa  AC. 

L E M M A 

La  somma  di  due  rettangoli,  che  abbiano  uguali  altezze, 
e basi  qualunque  è uguale  ad  un  solo  rettangolo  , 
che  abbia  per  base  la  somma  delle  due  basi , 
e per  altezza  l'altezza  comune. 

224.  Dimostr.  Siano  due  rettangoli  DEBA  , EFCB 
(fig.100.),  che  abbiano  l’altezza  EB,  e le  basi  AB,  BC.  Si 
ponga  AB  per  diritto  con  BC  come  in  figura,  l'altezza  co- 
mune si  unirà  in  EB,  e si  vede  chiaro,  che  dei  due  ret- 
tangoli DABE , EBCF  si  forma  uno  solo  DFCA  , che  ha 
per  base  la  somma  delle  due  basi,  e per  altezza  l’altezza 
comune. 

225.  Scolio.  Riprendendo  le  proporzioni  del  (§.  222.) 
AB  :AC  <=•  AC  : AD  ; BD  : DC  «=  DC  : AD,  da  esse  rica- 
viamo, che  il  quadrato  (§.  196.)  fatto  sopra  AC  é uguale 
al  rettangolo  fatto  con  AB , AD  ; che  il  rettangolo  fatto 
sopra  DC  é uguale  al  rettangolo  fatto  con  BD,  AD.  Som- 
mando queste  grandezze  uguali,  il  quadrato  fatto  sopra  AC 
più  il  quadrato  sopra  DC  è uguale  alla  somma  dei  due 
rettangoli  l’  uno  fatto  da  AB,  AD  , 1’  altro  da  BD,  AD  : 
ora  prendendo  in  questi  rettangoli  per  basi  le  rette  AB, 
BD,  e per  altezza  la  AD,  essi  (§  224.)  equivarranno  ad  un 
rettangolo  di  base  somma  delie  due  AB,  BD,  e di  altez- 
za AD  : ma  (fig.  98.)  la  somma  di  AB,  BD  dà  AD,  che  é 
I’  altezza  del  rettangolo  : perciò  questo  sarà  un  quadralo 
sopra  AD  ; dunque  la  somma  dei  quadrati  fatti  sopra  i 
cateti  AC  , CD  è uguale  al  quadralo  sulla  ipotenusa  AD 
(S-  167.) 
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IN  UN  QUADRILATERO  CON  1 VERTICI  DEGLI  ANGOLI  NELLA 
PERIFERIA  d’uN  CIRCOLO  LA  SOMMA  DEI  RETTANGOLI  FATTI 
COI  LATI  OPPOSTI  È UGUALE  AL  RETTANGOLO  FATTO  COLLE 
DIAGONALI- 

226.  Dimostr.  Sia  il  quadrilatero  ABC!)  (fig.  101.}.  In 
esso  da  G si  conduca  CE  in  guisa,  che  l’angolo  ECD  sia 
uguale  all’angolo  BOA;  i due  triangoli  DCE,  ACB  saranno 
simili,  perchè  oltre  gli  angoli  BCA,  ECD  fatti  uguali,  sono 
uguali  gli  angoli  CDB,  BAC  iscritti , che  insistono  sullo 
stesso  arco  BC  : quindi  prendendo  i lati  omologhi  avremo 
CD  : CA  — DE  : BA.  Sono  simili  ancora  i triangoli  CEB, 
CAD,  perchè  essendo  ACB  uguale  ad  ECD  , aggiungendo 
ad  ambedue  l'angolo  FCE  sarà  BCE  uguale  ad  ACD;  gli 
angoli  poi  CBD,  CAD  sono  iscritti,  ed  insistenti  sullo  stesso 
• arco  CD;  avremo  dunque  la  proporzione  BE:  AD=BC:  AC. 
Nelle  proporzioni  avute  dovendo  essere  il  rettangolo  fat- 
to dai  termini  estremi  uguale  al  rettangolo  fatto  dai  me- 
<*j  (S-  195.),  sarà  il  rettangolo  fatto  da  CD,  BA  ugua- 
le al  rettangolo  di  CA,  DE.  Sarà  ancora  il  rettangolo  di 
AD,  BC  uguale  al  rettangolo  di  CA,  BE.  Sommando  que- 
ste grandezze  uguali  sarà  il  rettangolo  di  CD,  BA  più  il 
rettangolo  di  AD  , BC  uguale  alla  somma  dei  due  ret- 
tangoli uno  di  CA,  DE,  e l’altro  di  CA  , BE.  Ora  que- 
sti due  rettangoli  hanno  la  stessa  altezza  CA  , e le  due 
basi  BE,  DE;  dunque  (§.  224.)  equivaranno  ad  un  ret- 
tangolo di  base  BE  più  DE,  ossia  di  base  BD,  come  si 
vede  nella  figura,  e di  altezza  CA;  abbiamo  dunque  la 
somma  dei  due  rettangoli  l’uno  di  CD,  BA,  l’altro  di  AD, 
BC  uguale  al  rettangolo  di  CA,  BD;  ora  la  prima  somma 
è la  somma  dei  rettangoli  fatti  coi  lati  opposti  del  quadri- 
latero, e l'ultimo  rettangolo  è quello  fatto  dalle  diagonali. 
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TEOREMA  XXXI. 


NEI  TRIANGOLI  SIMILI  LE  LINEE.  SIMILMENTE  CONDOTTE  SONO 
PROPORZIONALI  AI  LATI  OMOLOGHI. 

227.  Dimostr.  Siano  i due  triangoli  ADC,  EHG  simili 
cogli  angoli  A,  ADC,  C rispettivamente  uguali  agii  angoli  E, 
EHG,  G (fig.  102.).  Se  dai  vertici  D,  H si  calino  le  normali 
DB,  HF  sopra  i lati  AC,  KG  omologhi,  queste  sono  lince  si- 
milmenle  condotte.  Ora  i due  triangoli  rettangoli  DAB  , 
EFH,  nei  quali  gli  angoli  A,  E sono  uguali,  sono  simili: 
dunque  AI):  EH  =»  DB:  IIF,  e poiché  AD:EH=AC:EG  = 
DC  . HG,  quindi  AD:  EH  = AC  : EG  = DC  : IIG=DB:HF. 
Siano  i due  triangoli  simili  ACB,  EGF  (Gg.  103.),  nei  quali 
gli  angoli  CAB,  C,  B siano  rispettivamente  uguali  agli  an- 
goli GEF,  G,  F . Se  dai  vertici  A,  E si  conducano  sulli 
punti  medj  dei  lati  opposti  omologhi  CB,  GF  le  rette  AD, 
El,  queste  saranno  similmente  poste,  e saranno  in  ragiono 
dei  lati  omologhi.  Infatti  per  essere  simili  i detti  trian- 
goli avremo  la  proporzione  AB  : EF  = BC  : FG  ; ma  BC, 
GF  sono  come  le  loro  metà  DB,  FI:  dunque  avremo 
AB  : EF  = BD  : FI  : dunque  nei  due  triangoli  ABD,  EFI 
i lati  intorno  agli  angoli  uguali  B,  F sono  proporzionali, 
perciò  ( §.  220.  ) questi  triangoli  sono  simili  , onde  sarà 
AD  : EI  = AB  : EF  =*=■  AC  : EG  =rr  BC  : GF. 

228.  Se  dai  punti  medj  M,  O delle  rette  AD,  El,  si 
conducano  sopra  i punti  medj  di  AB,  EF  le  rette  MN,  OP, 
queste  saranno  similmente  poste  : quindi  saranno  propor- 
zionali ai  lati  omologhi  dei  detti  triangoli  ACB,  EGF.  In- 
fatti essendosi  dimostrali  simili  i triangoli  ADB,  E1F,  sa- 
ranno uguali  gli  angoli  MAN,  OEP  : ora  i lati  AM,  AN 
intorno  al  primo  angolo  sono  proporzionali  ai  lati  EO,  EP 
intorno  al  secondo,  perche  sono  metà  delle  rette  propor- 
zionali che  segano  : dunque  i due  triangoli  AMN , EOP 
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sono  simili,  e perciò  avremo  MN  :OP  = AN  : EPe--  AB: 
EF  =>  AC  : EG  *=  CB  : GF. 

229.  È evidente,  che  sussisterebbe  la  stessa  proposi- 
zione e dimostrazione  se  invece  di  supporre  AM  metà  di 
AD,  ed  AN  metà  AB  si  supponesse  AM  una  parte  qualun- 
que di  AD,  ed  AN  una  parte  qualunque  di  AB  , purché 
EO  fosse  di  EI  la  stessa  parte  che  ó AM  di  AD,  ed  EP 
fosse  di  EF  la  parte,  che  è AN  di  AB , perché  la  dimo- 
strazione è fondata  su  questo,  che  nei  due  triangoli  simili 
ADB,  EIF  essendo  AB,  AD  proporzionali  ad  EF;  EI,  deb- 
bono essere  AN,  AM  proporzionali  ad  EP , ed  EO  ; ciò 
che  è vero,  perchè  se  EF  in  AB  entra  per  cs.  tre  volte, 
anche  EP,  che  fosse  i cinque  settimi  di  EF,  deve  entrare 
tre  volte  in  AN,  che  sarebbe  i cinque  settimi  di  AB. 

TEOREMA  XXXII. 

LE  SUPERFICIE  DEI  TRIANGOLI  SIMILI  .SONO  FRA  LORO  COME 
I QUADRATI  FATTI  SOPRA  I LATI  OMOLOGlll. 

230.  Dimostr.  Siano  i due  triangoli  simili  ABC , II.M 
(fig.  104.);  dai  loro  vertici  B,  L si  calino  le  normali  BD, 
LP  sulle  basi  AC,  IM,  e sulle  stesse  basi  si  costruiscano 
i quadrati  ACFE,  IMON,  e si  conducano  le  diagonali  CE, 
MN.  I due  triangoli  BAC,  AEC  hanno  la  stessa  base  AC: 
dunque  sono  come  le  loro  altezze  BD,  AE,  o BD,  AC; 
quindi  per  li  due  triangoli  avremo  le  proporzioni  ABC  : 
ACE  = BD  : AC  ; 1LM  : IMN  = LP  : IM  : ma  nei  due 
triangoli  simili  le  basi  sono  come  le  altezze  (§.227.),  quindi 
AC  : IM  sa  BD:  LP;  ossia  alternando  AC  : BD  ==.  IM:  LP: 
dunque  nelle  due  proporzioni  superiori  il  rapporto  AC:BI) 
ò uguale  al  rapporto  IM  : LP  : dunque  saranno  uguali  i 
loro  primi  rapporti,  c quindi  ABC  : ACE  = ILM  : IMN  , 
ed  ABC  : ILM  = ACE  : IMN,  o finalmente  ABC  : ILM  = 
ACFE  : IMON,  perchè  i triangoli  AEC,  IMN  metà  dei  qtia- 
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tirali  ACFE,  1M0N  é chiaro,  cbe  debbono  essere  come  i 
quadrati  stessi. 

23 1 . Poligoni  simili  sono  quelli,  che  hanno  tutti  gli  an- 
goli rispettivamente  uguali , ed  i lati  proporzionali. 

TEOREMA  XXXIII. 

1 POLIGONI  SIMILI  SI  POSSONO  DIVIDERE  IN  TRIANGOLI 

simili;  e viceversa. 

232.  Dimostr.  Siano  i due  poligoni  simili  BCDEFA  , 
GILMNO  (fig.  105.),  nei  quali  gli  angoli  B,  BCD,  CDE  , 
DEF,  EFA,  FAB  siano  rispettivamente  uguali  agli  angoli 
I,  ILM,  LMN,  MNO,  NOG,  OGI,  ed  i lati  siano  rispet- 
tivamente proporzionali,  talché  si  abbia,  AB  : GI=BC  : 1L=> 
CD  : LM  «=  DE  : MN  = EF  : NO  = AF:  GO;  divisi  i po 
tigoni  in  triangoli,  come  si  vede  nella  figura  i due  trian- 
goli ABC,  GIL  sono  simili,  perchè  hanno  i due  lati  AB, 
BC  proporzionali  ai  due  lati  Gl,  IL,  e l’angolo  B fatto  dai 
primi  è uguale  all'angolo  I fatto  dagli  altri  due.  Se  dai 
due  uguali  angoli  BCD,  ILM  si  tolgono  gli  uguali  BCA  , 
ILG  saranno  uguali  i residui  ACD,  GLM.  Ora  dai  due 
triangoli  simili  BCA,  GIL  abbiamo  BC  :IL  = CA  :LG;  ma 
per  ipotesi  BC  : IL  = CD  : LM,  dunque,  a causa  dei  primi 
rapporti  uguali,  sarà  CA  : GL  = CD  :LM  , cioè  i iati  in- 
torno agli  angoli  uguali  ACD,  GLM  nei  triangoli  CDA  , 
GML  sono  proporzionali,  onde  questi  triangoli  sono  simili. 
Collo  stesso  metodo  si  proveranno  simili  i triangoli  DAE, 
MGN,  e cosi  innanzi. 

233.  Viceversa  se  i triangoli,  in  che  si  dividono  i po- 
ligoni sono  rispettivamente  simili,  i poligoni  hanno  tutti  gli 
angoli  rispettivamente  uguali,  ed  i iati  proporzionali  , e 
perciò  sono  simili.  Infatti  se  i delti  triangoli  sono  simili, 
o equiangoli  rispettivamente , siccome  i loro  angoli  for- 
mano gli  angoli  del  poligono,  saranno  ancora  questi  ugua- 
li. Cosi  per  esempio  i due  angoli  CDA,  ADE  formano  tutto 
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Tangolu  D del  primo  poligono,  e gli  aDgoli  LMG,  GMN 
formano  lutto  l'angolo  M del  secondo  : ma  i due  primi  an- 
goli di  due  triangoli  sono  rispettivamente  uguali  agli  al- 
tri due  angoli  dei  due  triangoli  simili  ai  primi  : dunque 
l’ angolo  CDE  è uguale  all’  angolo  LMN.  I due  triango- 
li simili  CBA,  GIL  ci  danno  AB  : Gl  = BC  : IL  «=  CA  : LG: 
ma  i due  triangoli  CAD,  LMG  simili  ci  danno  CA:LG= 
CD  : LM  =•-  DA  : MG  : dunque  AB  : Gl  ea  BC  : IL  ^ 
CD  : LM  — DA  : MG  ; ma  nei  due  triangoli  simili  DAE, 
MGN  abbiamo  DA  : MG  = DE  : MN  = AE  : GN:  dunque 
AB  : Gl  = BC  : IL  = CD  : LM  = DE  : MN  = AE : GN  ; 
ma  AE  : GN  EF  : NO  = FA  : GO  , dunque  AB  : Gl  » 
BC  : IL  — CD  : LM  = DE  : MN  » EF  : NO  = FA  : GO; 
cioè  i lati  delti  due  poligoni  sono  proporzionali. 

CAVO  QVJLMTO 

DELLA  MISURA  DELLE  SUPERFICIE 


TEOREMA  XXXIV. 

DUE  RETTANGOLI  QUALUNQUE  SONO  COME  1 PRODOTTI 
DELLE  LORO  RASI  NELLE  LORO  ALTEZZE. 

234.  Di/nontr.  Siano  i due  rettangoli  BEDC,  FEHG 
(fig.  106.).  Si  dispongano  come  nella  figura  in  guisa,  che 
gli  angoli  retti  BED,  FEH  siano  verticali,  e si  prolunghi- 
no i lati  BC,  GF  finché  s’incontrino  in  A.  1 due  rettan- 
goli ABEF,  BEDC  hanno  la  stessa  altezza  BE  : dunque  sono 
come  le  loro  basi  ; avremo  dunque  ABEF  :BCDE=FE:ED. 
Similmente  i due  rettangoli  FEHG,  ABEF  hanno  la  stessa 
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altezza  FE,  dunque  ci  danno  la  proporzione  FEHG:ABEF=i 
EH  : EB . Moltiplicando  queste  due  proporzioni,  il  chè  è 
moltiplicare  due  quoti  uguali  per  due  quoti  uguali,  o due 
frazioni  uguali  per  due  altro  uguali , donde  debbono  ve- 
nire quoti  o frazioni  uguali,  avremo  ABEF  .FEHG  : BCDE. 
ABEF  sa  FE  .EH: ED  .EB;  e dividendo  il  primo  rapporto 
per  ABEF  avremo  FEHG  :BCDE=FE  . EH  : ED  . KB,  che 
è il  teorema. 

235.  Caroli.  1.®  I rettangoli  sono  equivalenti  ai  paralle- 
logrammi di  uguali  basi,  c di  uguali  altezze  : dunque  an- 
che « parallelogrammi  sono  fra  loro  come  i prodotti  delle  loro 
basi  nelle  loro  altezze. 

236.  Caroli.  2°  I rettangoli  sono  doppii  dei  triangoli 
di  uguali  basi,  e di  uguali  altezze;  dunque  due  triangoli 
qualunque  sono  come  le  loro  basi  moltiplicate  per  le  loro  al- 
tezze. 

237.  Sia  un  rettangolo  di  superficie  espressa  da  B;  la 
sua  base  sia  b,  e l’altezza  a.  Sia  un  cfuadralo  di  cui  un 
lato  sia  /,  e la  sua  superficie  sia  Q.  Essendo  due  rettan- 
goli (J.  234.)  come  i prodotti  delle  rispettive  basi  per  le 
altezze  avremo  R : Q = ab  : l* . Supponiamo  ora,  che  col 
lato  l preso  per  unità  siano  misurati  i lati  a , b del  ret- 
tangolo; essendo  i = 1 , l2  sarà  pure  1 ; si  avrà  dunque 
R : Q a ab  : 1 , ed  R = abQ  ; dalla  quale  uguaglianza  si 
ricava,  che  se  la  base,  c l’altezza  d’un  rettangolo  si  mi- 
surano coi  lato  d’un  quadrato  preso  per  unità,  con  che  per 
i due  lati  avremo  duo  numeri , la  superficie  del  rettan- 
golo è uguale  al  detto  quadrato  ripetuto  tante  volte  quante 
sono  le  unità  del  prodotto  dei  detti  due  numeri. 

233.  Dai  geometri  si  misura  una  superficie  con  una 
superficie.  Per  la  figura  di  questa  si  fissa  il  quadrato,  co- 
me la  figura  più  semplice,  perchè  in  essa  basta  fissare  un 
lato,  essendo  lutti  uguali,  c gli  angoli  retti.  La  gran- 
dezza di  questo  lato  è arbitraria,  c se  si  prenda  per  essa 
un  palmo,  una  canna,  un  metro,  il  quadralo  si  dice  palmo 
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quadrato,  canna  quadrata,  metro  quadrato  : quindi  per  pal- 
mo, o metro  quadrato  s’intende  un  quadrato,  ciascun  Iato 
del  quale  è un  palmo,  o un  metro;  c la  superfìcie  misu- 
rata da  questo  palmo,  o metro  quadrato,  si  dice  di  tanti 
palmi,  o metri  quadrati. 

239.  Se  dunque  a misurare  il  detto  rettangolo  si  as- 
sumesse il  metro  quadralo,  si  misurerebbe  la  sua  base,  e 
la  sua  altezza  col  metro  lineare,  si  moltiplicherebbero  fra 
loro  i numeri  provenienti  , ed  il  prodotto  esprimerebbe 
quanti  metri  quadrati  sarebbe  il  detto  rettangolo.  Se  per 
esempio  la  base  fosse  di  metri  lineari  8,  c l’altezza  di  me- 
tri 10,  la  superficie  sarebbe  80  metri  quadrati. 

240.  Se  nell’  espressione  (§.  237.)  R = abQ*  si  faccia 
anche  Q = 1 , cioè  si  supponga  uno  la  superficie  misura- 
trice,  si  avrà  R = ab.  Ciò  si  esprime  dicendo,  che  il  ret- 
tangolo è uguale  alla  sua  base  moltiplicata  per  la  sua  altezza ; 
s’intende  però,  che  questo  prodotto  ripeta  il  quadrato  preso 
per  unità  , con  un  lato  del  quale  si  è misurata  la  delta 
base,  ed  altezza. 

Dopo  ciò  vengono  subito  le  misure  delle  principali  fi- 
gure geometriche. 

241.  Il  quadrato  è un  rettangolo  di  base  uguale  all’al- 
tezza, dunque  nel  quadrato  invece  di  moltiplicare  la  base  per 
l'altezza  si  moltiplicherà  un  lato  per  se  stesso.  Se  il  Iato  sia 
7 palmi,  la  superficie  sarà  7.7  , o 49  palmi  quadrati.  Se 
il  lato  del  quadrato  sia  a la  superficie  sarà  a * ; il  perchè 
la  seconda  potenza  di  una  quantità  a si  chiama  quadrato. 
Cosi  si  chiama,  perchè  esprime  la  superficie  d’un  quadra- 
lo, di  cui  un  lato  c a. 

242.  Un  parallelogrammo  è equivalente  ad  un  rettan- 
golo di  ugual  base,  e di  uguale  altezza:  ma  la  superfìcie 
di  questo  è la  base  moltiplicata  per  l’altezza,  dunque  an- 
che la  superficie  et  un  parallelogrammo  c uguale  alla  base  mol- 
tiplicata per  t altezza.  Ci  ricorderemo,  che  1’  altezza  d’  un 
parallelogrammo  é la  normale  calata  sopra  d’un  suo  Iato 
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prolungato  se  bisogna  da  un  punto  qualunque  del  lato  op- 
posto. 

243.  (In  triangolo  é metà  d'un  rettangolo  di  ugual  base 
e di  uguale  altezza,  dunque  la  superficie  d’  un  triangolo  è 
uguale  alla  metà  del  prodotto  della  tua  base  per  la  sua  al- 
tezza", o al  prodotto  della  metà  della  base  per  V altezza  , o 
della  base  per  la  metà  delf altezza.  Qui  ancora  ricorderemo, 
che  l'altezza  d'un  triangolo  è la  normale  calata  sopra  un 
suo  lato  preso  per  base  prolungato  se  sia  duopo  dal  ver- 
tice dell’angolo  opposto. 

244.  Ora  non  essendovi  superficie  piana  terminata  da 
lince  rette,  che  non  possa  dividersi  in  tanti  triangoli,  non 
v’é  superficie,  che  non  si  possa  valutare. 

245.  Sia  il  poligono  qualunque  come  nella  (Gg.  107.)  si 
vede,  che  si  è diviso  in  tanti  triangoli.  Ora  in  un  triangolo 
qualunque  ESF  preso  il  lato  EF  per  base  su  questo  da  S 
si  cali  la  normale  SO , e la  metà  del  prodotto  di  FE  per 
SO  darà  la  superficie  di  questo  triangolo.  Si  faccia  cosi  ne- 
gli altri  triangoli,  e sommate  le  loro  superficie  avremo  la 
superficie  di  tutto  il  poligono. 

246.  11  quadrilatero  ACDB  (fig.  108.),  in  cui  due  lati 
AB,  CD  sono  paralleli  si  chiama  trapezio.  Si  conduca  la 
retta  CB,  il  trapezio  sarà  diviso  in  due  triangoli  ACB,  CDB. 


Ora  la  superficie  del  primo  è 


AB  .CF 
2 


e quella  del 


secondo  é 


CD  . BE 
2 


ossia  poiché  BE  é uguale  a CF  , 


come  due  normali  fra  parallele , questa  superficie  sarà 


CD  . CF 
2 


; dunque  la  superficie  di  tutto  il  trapezio  è 


AB  . CF  CD  . CF  /AB-+-  CDv 

-a— + - 2 —)™: 

dunque  la  superficie  d'un  trapezio  è uguale  alla  semisomma 
dei  due  latij  o basi  parallele  moltiplicata  nell'altezza,  che  è la 
normale  fra  le  parallele  stesse. 
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247.  Si  conduca  nello  stesso  trapezio  la  linea  JS,  che 
biseghi  i Iati  AC,  DB  in  I ed  S,  c si  conducano  le  nor- 
mali CF,  DL.  Egli  è chiaro,  che  essendo  OP=CD=FL, 

^ CD  -4-  FL 

sarà  OP  = - . I triangoli  ICO,  ACF  sono  simili  ; 

Si 

dunque  avremo  Ci  : CA  *=»  IO  : AF  : ma  per  costruzione 
CI  è la  metà  di  CA  : dunque  IO  è la  metà  di  AF.  Per  la 
stessa  ragione  PS  sarà  la  metà  di  LB  : dunque  IS  sarà  la 
metà  di  AF,  di  FL,  di  LB  , o la  metà  di  AB,  eia  metà 
di  CD,  ossia  IS  sarà  la  semisomma  dei  due  lati  paralleli 
del  trapezio  : ma  la  superficie  del  trapezio  è uguale  a 
questa  semisomma  moltiplicata  per  l’altezza  del  trapezio  : 
dunque  la  superficie  (l’un  trapezio  si  ottiene  moltiplicando  la 
linea , che  bisega  i due  lati  non  paralleli  per  la  normale  fra 
i lati  paralleli. 

Dopo  ciò  si  possono  esprimere  in  calcolo  molti  dei  teo- 
remi dimostrati  colle  figure. 

248.  Il  teorema  (§.  167.)  si  traduce  così  : sia  a l'ipo- 

tenusa  del  triangolo  rettangolo,  e i,  c i cateti,  essendo 
i tre  quadrali  espressi  (§.  241.)  da  a*,èJ  , c%  avremo  pel 
detto  teorema  a’  b2  •+■  c2 , la  quale  equazione  in  cal- 
colo si  enuncia.  La  seconda  potenza  dell' ipotenusa  è uguale 
alla  somma  delle  seconde  potenze  dei  due  cateti.  Dalla  della 
equazione  si  ricava  a «=  -+-  c1),  la  quale  ci  dice,  che 

V ipotenusa  è uguale  alla  radice  della  somma  delle  seconde  po- 
tenze dei  due  cateti.  Dalla  stessa  equazione  abbiamo 

b 2 = a*  — c2  , b [/~(a2  — c2) , 

cioè  un  cateto  è uguale  alla  radice  della  seconda  potenza  del- 
l'ipotcnusa meno  la  seconda  potenza  dell'altro  cateto. 

249.  Se  i due  cateti  sono  uguali  sarà 

a1  = 2b2  , a — b \f2 

essendo  y/"2  incommensurabile  , l’ipotenusa  a non  potrà 
aversi  in  parti  di  i;  onde  a,  b non  hanno  comune  misura, 
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ossia  come  si  dice;  Vipotenusa  , ed  il  cateto  d’  un  triangolo 
rettangolo  isoscele  sono  incommensurabdi.il  perchè  nei  ($.127, 
184.)  abbiamo  ammesso  queste  lince  incommensurabili. 

250.  Se  a è la  retta  del  teorema  (§.  169.),  e le  sue  parti 
qualunque,  in  che  è divisa,  siano  A,  c , sarà  a =-•  A 4-  c. 
Ora  il  detto  teorema  dice,  che  il  quadrato  fatto  sull’  in- 
tera retta  A e , ossia  (A  4-  c)’  è uguale  alla  somma  dei 
quadrati  fatti  sulle  due  parli  A,  r,  ossia  A‘  -+-  c *,  più  due 
volte  il  rettangolo  fatto  prendendo  per  suoi  lati  le  stesse 
parti  A,  e,  ossia  2cA  : dunque  sarà 

(A  4-  c)J  = A’  4-  c’  4-  2cA  , 

che  dice  , che  la  seconda  potenza  del  binomio  A+c  é 
uguale  alla  somma  delle  seconde  potenze  del  primo  e se- 
condo termine  più  due  volte  il  prodotto  dei  termini  stessi; 
ciò  che  si  accorda  coll’algebra. 

251.  Pel  teorema  (§.  170.)  siano  A,  c le  due  parli  della 
retta  a,  il  quadrato  dell’  intera  retta  aggiuntogli  il  qua- 
drato di  una  parte  A sarà  espresso  da  a1  4-  A1,  questa  som- 
ma deve  essere  uguale  a due  volte  il  rettangolo  fatto  dal- 
l’intera retta,  e dalla  stessa  parte  più  il  quadrato  dell’al- 
tra parte  c,  ossia  2aA  4- c* , dunque  a,'(4-A,=  2aA-H4  ; 
questa  uguaglianza  combina  coll’algebra,  perchè  nel  no- 
stro caso  abbiamo  « = A 4-  c,  donde 

a — A = c ; (a  — A)1  = c1;  a2  4-  Aa  — 2aA  «=  c’; 
c finalmente  a1  4-  A*  «=  2aA  4-  c*. 


252.  Andando  al  teorema  (§.  171.)  sia  a la  retta,  c sia 
A la  parte  presa  cominciando  dal  suo  punto  medio,  e mi- 
nore della  metà  della  retta.  Il  quadrato  della  metà  della 

fla 

retta,  che  sarà  —,  equivale  al  rettangolo  fatto  dalle  parti 


disuguali,  che  sono 


— — AjC  che  sarà  espresso 
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a* 

da  — — A3,  più  il  quadrato  sulla  parte  A,  cioè  A1:  il  tutto 

dà  appunto  — . 

4 

253.  Nel  teorema  (§,  172.)  sia  (a  retta  a,  cui  si  ag- 
giunga la  retta  A , il  quadrato  sulla  metà  più  la  parte 

aggiunta  A,  ossia  -+-  A^  deve  essere  uguale  al  rettan- 


golo fatto  dalla  totale  o + A , e dalla  parte  aggiunta  A, 
cioè  ( a -+-  A )A  , o «A  -t-  A’,  più  il  quadrato  sulla  metà 

— , dunque  ^ ~ -+■  A)  *=---  ab  -+-A3.-»-  equazione  chia- 


ramente esistente  per  le  regole  dell’algebra. 

254.  Nel  triangolo  ottusangolo  (lig.  80.)  si  può  tradurre 
il  teorema  (§.  173.)  scrivendo 


AC3  =>  AB3  BC3  2AB  . BD. 


Cioè;  nel  triangolo  ottusangolo  la  seconda  potenza  del  lato 
opposto  all ’ angolo  ottuso  è uguale  alla  somma  delle  seconde 
potenze  degli  altri  due  lati  più  due  volte  il  prodotto  di  uno 
di  questi  due  lati  nel  suo  prolungamento  fino  al  piede  della 
normale  calatavi  dal  vertice  dell’angolo  opposto. 

255.  Nel  triangolo  acutangolo  in  C (fig.  81.)  si  traduce 
così  il  teorema  (§.  17^.) 

DA*  = AC1  -4-  DC3  — 2AC  . BC. 


Cioè;  nel  triangolo  acutangolo  la  seconda  potenza  del  lato  op- 
posto all’angolo  acuto  c uguale  alla  somma  delle  seconde  po- 
tenze degli  altri  due  lati  più  due  volte  il  rettangolo  fatto  da 
uno  di  questi  lati,  e la  sua  parte  compresa  fra  il  piede  della 
normale  cadala  sopra  di  esso  dall’angolo  opposto,  ed  il  vertice 
del  detto  angolo  acuto. 

256.  Finalmente  dai  teoremi  ($.  177,  180.)  ricaviamo 
I prodotti  delle  due  parli  di  ciascuna  di  due  corde  che  si  se  - 
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gano  sono  uguali.  La  seconda  potenza  della  tangente  è uguale 
alla  secante  moltiplicata  per  la  sua  parte  esterna. 

257.  / prodotti  di  due  secanti  cfun  circolo , che  si  uniscono 
in  un  punto,  nelle  loro  parti  esterne  sono  uguali  (§.  181.) 

258.  La  seconda  potenza  d’uno  perpendicolare  calata  da 
un  punto  qualunque  della  circonferenza  sul  diametro  è uguale 
al  prodotto  dei  segmenti  del  diametro  (§.  178.). 

259.  Il  teorema  (§.  226.)  si  esprime  in  calcolo  diceudo, 
che  la  somma  dei  prodotti  dei  lati  opposti  <L un  quadrilatero 
iscritto  ad  un  circolo  è uguale  al  prodotto  delle  diagonali. 

260.  Essendosi  dimostrato  nel  (§.  230.),  che  le  super- 
fìcie di  due  triangoli  simili  sono  come  i quadrati  dei  lati 
omologhi;  questi  quadrati  nel  loro  rapporto  si  possono  con- 
siderare come  due  rette.  Infatti  i valori  di  questi  due  qua- 
drati sono  le  seconde  potenze  dei  loro  lati,  che  ripetono 
il  quadralo  misuratore  (1).  241.)  : ma  nel  rapporto  questo 
comun  quadrato  sparisce,  come  in  un  quoto,  o in  una  fra- 
zione sparisce  il  moltiplicatore  de'snoi  due  termini  : dun- 
que due  triangoli  simili  sono  come  le  seconde  potenze  dei 
numeri  esprimenti  i loro  iati  omologhi  , i quali  numeri 
moltiplicati  per  una  stessa  retta  diventano  rette  ; e per- 
ciò le  superfìcie  di  due  triangoli  simili  sono  come  due  ret- 
te. Per  la  stessa  ragione  le  superficie  dei  due  triangoli 
simili  si  possono  rappresentare  in  rette  : dunque  la  pro- 
porzione, che  le  superficie  di  due  triangoli  simili  sono  corno 
li  quadrati  dei  lati  omologhi  è proporzione  di  rette. 

Ciò  fissato  possiamo  dimostrare  il 

TEOREMA  XXXV. 

LF.  SUPERFICIE  DEI  POLIGONI  SIMILI  SONO  COME  I QUADRATI, 
E SECONDE  POTENZE  DEI  LATI  PROPORZIONALI. 

261.  Dimostr.  Siano  i due  poligoni  della  (fig.1 05.).  Nei 
parziali  triangoli  simili,  per  ciò  che  si  è detto  ($.230,241.), 
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avremo  le  proporzioni  ACB:GIL  = BC».1L*;CAD:LGM= 
CD»  : LM»  = BC»;  IL»  ; DAE  : MGN=DE*  : MN»  ==  BC»: 
IL»;  AFE  : CON—  EF»  : NO»=BC»:IL».  In  queste  propor- 
zioni essendo  comune  il  rapporto  BC»  : IE*  potremo  avere 
BCA  : IGL  = CDA  : GLM  DAE  : MGN  AEF  : GON=* 

BC»  : IL».  In  questa  serie  di  rapporti  uguali  pel  (§.210,260.) 
potremo  avere  BCA  ■+■  CDA  -+-  DAE  -i-  AEF  : IGL  -+• 
GLM  -+-  MGN  -+-  GON  = BC»  : IL»  : ma  il  primo  rapporto 
è quello  delle  superficie  dei  due  poligoni,  dunque  le  super- 
ficie di  due  poligoni  simili  sono  come  i quadrati,  e secon- 
de potenze  dei  lati  proporzionali. 

«APO  QVSBV* 

DEI  POLIGONI  REGOLARI  ISCRITTI* 

E CIRCOSCRITTI  AI  CIRCOLI. 


262.  Un  poligono  si  dice  iscritto  ad  un  circolo  quando  i 
vertici  dei  suoi  angoli  sono  sulla  circonferenza  del  circolo  stes- 
soj ed  il  circolo  si  dice  circoscritto  al  poligono. 

263.  Un  poligono  si  dice  circoscritto  ad  un  circolo  quan- 
do « suoi  lati  sono  tante  tangenti  alla  circonferenza  di  questo 
circolo;  ed  il  circolo  si  dice  iscritto  al  poligono. 

TEOREMA  XXXVI. 

AD  l'N  POLIGONO  REGOLARE  SI  PUÒ  SEMPRE 
CIRCOSCRIVERE  l'N  CIRCOLO. 

264-  Dimoslr.  Sia  il  poligono  regolare  qualunque 
ABCDEF  (fig.109.).  Dai  punti  medj  M,  N dei  lati  AB,  BC 
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si  alzino  le  normali  MO,  NO  : queste  s'incontreranno  in  un 
punto  0.  Se  non  s’incontrassero  sarebbero  parallele.  Sia  dun- 
que se  è possibile  NO  parallela  ad  MO.  Si  prolunghino 
BN,  MO  fino  ebe  s’incontrino  in  un  punto  S.  Come  SN  ò 
normale  ad  ON,  cosi  deve  essere  normale  alla  sua  parallela 
SO  ($.  69.);  ossia  BS  normale  ad  SO:  quindi  nel  triangolo 
SBM  vi  sarebbero  due  angoli  retti  S,  M,  o da  B si  potreb- 
bero condurre  due  normali  BM,  BS  ad  una  stessa  retta  SO; 
ii  tutto  assurdo  : quindi  MO  , NO  si  uniscono  in  un 
punto  0 come  nella  figura,  perchè  essendo  ON  normale  ad 
SC,  c facendo  SO  con  SC  l’angolo  acuto  BSO  si  debbono 
incontrare  al  di  sopra  di  SN  ( §.  62.).  Essendo  ON,  OM 
due  normali  calate  dallo  stesso  punto  O ai  punti  rnedj 
delle  rette  BC , BA  saranno  uguali  le  tre  distanze  OC  , 
OB  , OA  del  punto  0 dai  tre  vertici  C , B,  A degli  an- 
goli del  poligono  ( 37.  ) ; se  dunque  fatto  centro  in  O 

coll’ intervallo  OC  si  descriva  un  circolo  passerà  per  li  detti 
tre  vertici  : ma  dico  che  passerà  per  lutti  gli  altri  verti- 
ci D , E , F.  Per  provarlo  si  conducano  da  O le  rette 
OD,  OE  , OF  , OA  , OB  , OC.  I due  triangoli  AOB  , 
OBC  , che  hanno  tutti  i lati  rispettivamente  uguali  sono 
coincidenti  : dunque  sono  uguali  i due  angoli  OBC,  OBA, 
quindi  OBC  è metà  dell’  angolo  ABC  ; ma  nel  triangolo 
isoscele  OBC  l’angolo  OCB  è uguale  a CBO  ; quindi  an- 
che OCB  sarà  metà  dell'angolo  BCD,  che  è uguale  a CBA 
come  angoli  del  poligono  regolare.  Dopo  ciò  i due  triangoli 
BOC,  OCD  sono  coincidenti,  perchè  i lati  BC,  CO  dell’uno 
sono  uguali  ai  Iati  CD,  OC  dell’altro,  e l’angolo  OCB  fatto 
dai  primi  c uguale  all’angolo  OCD  fatto  dai  secondi,  am- 
bedue metà  dell’angolo  BCD  : quindi  BO  è uguale  a OD, 
e perciò  la  descritta  circonferenza,  che  passava  per  A,  B,  C 
passa  anche  per  D.  Si  vede  ora  come  si  possa  procedere 
per  dimostrare  , clic  i lati  OE  , OF  sono  uguali  ai  lati 
OD,  OC  ec. 

265.  Scolio.  Dal  metodo  eseguilo  onde  far  passare  la 
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circonferenza  per  A , B , € si  ha  quello  per  far  pas- 
sare una  circonferenza  per  tre  punti  qualunque  A,  B,  C, 
e cosi  circoscrivere  una  circonferenza  ad  un  triangolo.  Se  i 
detti  tre  punti  non  sono  congiunti  da  rette,  se  ne  condu- 
cano due  AB,  BC,  e dai  punti  medj  di  queste  si  elevino 
due  normali,  che  si  é dimostrato  incontrarsi  in  un  punto 
O.  Si  faccia  centro  in  0,  c con  un’apertura  di  compasso 
uguale  ad  una  delle  distanze  di  questo  punto  da  uno  dei 
dati  si  descriva  la  circonferenza  , questa  passerà  per  i 
tre  dati  punti.  I tre  punti  poi  non  possono  essere  in  li- 
nea retta,  perchè  se  una  circonferenza  potesse  passare  per 
tre  punti  in  linea  retta,  condotti  dal  centro  a questi  tre 
raggi  si  potrebbero  condurre  tre  rette  uguali  da  un  punto 
ad  una  retta;  cosa  assurda  ($•  35.). 

TEOREMA  XXXVII. 

ISCRITTO  UN  POLIGONO  REGOLARE  QUALUNQUE  IN  UN  DATO 
CIRCOLO  SI  PUÒ  A QUESTO  CIRCOSCRIVERE 
UN  POLIGONO  SIMILE. 

266.  Dimostr.  Sia  iscritto  (fig.1 10.)  il  poligono  regolare 
ABDCE  al  circolo  ABDCE  ; dal  centro  0 si  conducano  so- 
pra i iati  BD,  DG  ec.  i raggi  normali  OP,  OM  cc.,  ed  ai 
punti  P,  M ec.  si  conducano  le  tangenti  GH,  HI  ec;  que- 
ste unendosi  nei  punti  H , I , L ec.  formeranno  il  poli- 
gono GHILFG  equiangolo  colf  iscritto , ed  avente  tutit 
i Iati  uguali.  Per  provare,  che  l’angolo  qualunque  PHM  è 
uguale  all’angolo  RDN  si  conduca  per  i vertici  H,  D di 
questi  angoli  la  retta  HDO.  Essendo  GH,  BD  normali  alla 
stessa  retta  OP  saranno  parallele  : dunque  l’angolo  interno 
PIIO  è uguale  all’esterno  ed  opposto  RDO.  Per  la  stessa 
ragione  l’angolo  OHM  è uguale  all’angolo  ODN  : dunque 
tutto  l’angolo  H 6 uguale  all’angolo  RDN.  Si  conduca  ora 
dal  centro  0 al  punto  II  la  retta  OH,  avremo  i due  trian- 
GEOM.  7 
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goli  rettangoli  POH,  OHM  coincidenti,  perchè  hanno  l'ipo- 
tcnusa OH  comune , ed  i cateti  uguali  PO,  OM  : quindi 
l’angolo  HOP  è uguale  all’angolo  HOM  : dunque  OH  di- 
vide in  mezzo  l’angolo  MOP.  Si  conduca  ora  da  0 al  pun- 
to D il  raggio  OD,  i due  triangoli  ORD,  ODN  sono  coin- 
cidenti, perchè  hanno  l’ipotenusa  OD  comune,  ed  uguali 
i cateti  RD,  DN  metà  delle  due  corde,  e lati  uguali  del 
poligono  : dunque  OD  divide  per  metà  l’angolo  RON:  dun- 
que le  due  rette  condotte  dallo  stesso  punto  0 ai  due  D, 
H dividono  per  metà  lo  stesso  angolo  RON  : quindi  que- 
ste due  rette  coincidono , e formano  la  sola  OH  : perciò 
i vertici  H,  D dei  due  angoli  corrispondenti  dei  poligoni 
iscritto,  e circoscritto,  ed  il  centro  del  circolo  sono  in  una 
stessa  retta.  Si  conduca  OCl,  essendo  CD  parallela  ad  IH, 
i due  triangoli  OCD  , OIH  sono  simili  , perciò  avremo 
CD  : IH  = OD  : OH  : nella  stessa  maniera  sarà  BD  : GH  = 
OD  : OH  . Avendo  queste  due  proporzioni  lo  stesso  rap- 
porto OD  : OH  , avremo  CD  : IH  = DB  : HG  ; ma  CD  è 
uguale  a BD;  dunque  IH  è uguale  ad  HG.  Si  conosce  da 
ciò  come  si  possa  dimostrare  l’uguaglianza  degli  altri  lati: 
quindi  tutti  i lati  del  poligono  circoscritto  sono  uguali. 

267.  Avendo  il  poligono  circoscritto  tutti  gli  angoli 
ugnali  agli  angoli  dell’iscritto,  ed  i lati  uguali  sarà  simile 
a questo,  adempiendo  le  due  condizioni , onde  i poligoni 
($.  231.)  siano  simili. 

TEOREMA  XXXVIII. 

Avendo  iscritto  in  un  dato  circolo  un  poligono  rego- 
lare SI  PUÒ  SEMPRE  ISCRIVERVI  UN  POLIGONO  REGOLARE  d’uN 
DOPPIO  NUMERO  LATI;  E SE  IL  DATO  POLIGONO  È D*UN  NU- 
MERO PARI  DI  LATI,  NEL  CIRCOLO  SI  PUÒ  ISCRIVERE  UN  PO- 
LIGONO REGOLARE,  CHE  ABBIA  LA  META’  DEL  NUMERO  DE’SUOI 
LATI. 

268.  Dimostr.  Sia  iscritto  il  poligono  ABDCE  (fig.  1 10.), 
dal  centro  0 si  cali  sul  Iato  BD  il  raggio  normale  OP,  e 
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si  congiungano  i punii  B,  P;  P,  D coile  rette  BP  , PD  , 
queste  saranno  due  corde  uguali,  perché  gii  archi  BP.,  PD 
sono  uguali.  Se  si  faccia  lo  stesso  negli  altri  lati  del  po- 
ligono iscritto  si  avrà  un  poligono  iscritto  coi  lati  uguali, 
perchè  ognuno  sottende  un  arco  metà  di  quello  settoso  da 
un  lato  del  poligono  proposto.  Gli  angoli  poi  BPD,  DMC  ec. 
del  nuovo  poligono  sono  uguali,  perchè  sono  angoli  iscritti 
insistenti  sopra  archi  uguali,  che  sono  1’  intera  circonfe- 
renza toltogli  l’arco  come  BPD  di  costante  valore  sotteso 
da  un  lato  del  poligono  proposto. 

269.  Se  poi  si  abbia  il  poligono  BPDMC  ec.  (fig.  1 10.) 
di  pari  numero  di  lati  iscritto,  congiungendo  con  corde  a 
due  a due  gli  archi  sottesi,  dal  poligono  stesso  si  avrà  il 
poligono  regolare  iscritto  BDGEA  della  metà  del  numero 
de’suoi  lati.  Questo  poligono  ha  i lati  uguali,  perché  sono 
corde,  che  sottendono  due  degli  archi  uguali  sottesi  dai  lati 
del  poligono  proposto.  11  poligono  poi  ha  gli  angoli  uguali, 
perché  tutti  sono  angoli  iscritti  insistenti  sopra  archi,  che 
sono  la  intera  circonferenza  tolti  quattro  archi  sottesi  dai 
lati  del  poligono  proposto.  Cosi  l’angolo  BDC  insiste  sul- 
l’arco BAEC  , che  è 1’  intera  circonferenza  meno  I’  arco 
BPDMC  che  é formato  dai  quattro  archi  BP,  PD,  DM  , 
MC  sottesi  dai  lati  del  poligono  proposto.  Dopo  ciò  mo- 
striamo quali  siano  i poligoni  regolari,  che  si  sanno  iscri- 
vere in  un  dato  circolo. 

TEOREMA  XXXIX. 

UN  QUADRATO  s’  ISCRIVE  IN  UN  CIRCOLO  CONGIUNGENDO 
A DUE  A DUE  I/eSTREMITA’  DI  DUE  DIAMETRI 
FRA  LORO  NORMALI. 

270.  Dimostr.  Sia  ABCD  (fig.  1 1 1.)  un  quadrato  iscritto 
in  un  dato  circolo,  e si  conducano  in  esso  le  rette  BD,  AC. 
Essendo  l'angolo  ABC  retto,  ABC  sarà  un  semicirrolo(^.102.), 
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quindi  AC  è un  diametro.  Essendo  anche  RCD  un  angolo 
retto,  la  retta  BD  sarà  un  diametro.  Poiché  i lati  BA,  BC 
sono  uguali,  gli  archi  sottesi  BUA,  BNC  saranno  uguali, 
quindi  sarà  ciascuno  un  quadrante,  e perciò  saranno  retti 
gli  angoli  BOC,  BOA:  quindi  i due  diametri  BD,  AC  sono 
normali  , ed  il  quadrato  iscritto  ABCD  si  ottiene  unendo 
a due  a due  le  loro  estremità. 

TEOREMA  XL. 

UN  ESAGONO  REGOLARE  s’iSCRIVE  IN  UN  DATO  CIRCOLO 
PORTANDO  SEI  VOLTE  IL  RAGGIO  INTORNO  ALLA 
CIRCONFERENZA  COME  ALTRETTANTE  CORDE. 

271.  Dimoslr.  Sia  ABCDEF  (fig.109.)  un  esagono  regolare 
iscritto  ; si  conducano  all’  estremità  F , E d’un  suo  lato 
FE  i raggi  FO,  OE.  L’angolo  FOE  essendo  misuralo  dal- 
l’arco FBE  sarà  misurato  da  un  sesto  della  circonferenza,  o 
dalla  terza  parte  di  mezza  circonferenza  : ma  mezza  cir- 
conferenza misura  due  angoli  retti,  dunque  l’angolo  FOE 
vale  il  terzo  di  due  angoli  retti,  o il  terzo  della  somma 
dei  triangoli  del  triangolo  OFE  : dunque  per  gli  altri 
due  angoli  presi  insieme  OFE,  OEF  rimarranno  due  terzi 
di  due  retti,  ma  questi  due  angoli  sono  uguali  a causa  dei 
due  lati  uguali  OF,  OE,  dunque  anche  ognuno  di  questi 
vale  un  terzo  di  due  retti  : quindi  i tre  angoli  del  trian- 
golo FOE  sono  uguali,  e perciò  il  lato  FE  dell’esagono 
iscritto  è uguale  al  raggio  FO:  quindi  il  raggio  si  può  por- 
tare come  corda  esattamente  sei  volle  nella  circonferenza.  Gli 
angoli  poi  del  nostro  esagono  sono  uguali  perché  iscritti,  ed 
insistenti  sopra  archi  uguali,  che  sono  l'intera  circonferenza 
meno  il  doppio  d’un  arco  sotteso  dal  lato  dell’esagono.  Cosi 
l’angolo  FED  ó iscritto,  ed  insiste  sull’arco  FABCD,  che 
è l’intera  circonferenza  meno  l’arco  FED  doppio  dell’arco 
FBE  sotteso  da  un  lato  FE  dcU'esagono. 
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272.  Scolio.  Si  Poteva  dimostrare  equiangolo  il  trian- 
golo FOE  per  mezzo  della  misura  in  gradi  degli  angoli. 
La  corda  FE  sottende  la  sesta  parte  della  circonferenza  : 
quindi  l’arco  FRE  è il  sesto  di  360",  o 60°.  La  somma 
dei  tre  angoli  de)  triangolo  FOE  vale  gradi  180,  toglien- 
dovi il  60  rimarranno  gradi  120  per  la  somma  dei  due 
angoli  OFE,  OEF  ; ma  questi  sono  uguali  , dunque  cia- 
scuno vale  la  metà  di  gradi  120,  ossia  vale  gradi  60°: 
quindi  i tre  angoli  del  triangolo  FOE  sono  uguali. 

273.  Abbiamo  scelta  la  prima  dimostrazione,  affinchè 
i teoremi  della  nostra  geometria  siano  esenti  dal  calcolo, 
clic  noi  introduciamo  solamente  nella  misura  delle  figure. 
Cosi  ci  siamo  serviti  del  calcolo  nella  misura  degli  ango- 
li, c uel  capo  della  misura  delle  superficie. 

TEOREMA  XL1. 

DIVISO  IL  RAGGIO  d’uN  DATO  CIRCOLO  IN  MEDIA  ED  ESTREMA 
RAGIONE,  LA  PARTE  MAGGIORE  SI  PUÒ  PORTARE  ESATTA- 
MENTE COME  CORDA  DIECI  VOLTE  SULLA  CIRCONFERENZA,  E 
casi  ISCRIVERE  UN  DECAGONO  REGOLARE  NEL  DETTO  CIR- 
COLO. 

274.  Dimostr.  Sia  il  circolo  ABDFO  (fig.1 12.),  nella  metà 
del  quale  vi  siano  cinque  corde  uguali  AB,  B€,  CD,  DE,  EF. 
Si  conducano  i raggi  AM,  MC,  MD,  MF.  Si  meni  AD,  che 
segherà  CM  in  un  punto  I;  dimostro,  che  IM  è la  parte 
maggiore  del  raggio  CM  diviso  in  media,  ed  estrema  ra- 
gione in  I,  e che  è uguale  a CD  supposto  lato  del  deca- 
gono regolare  iscritto.  Nel  triangolo  AMD  isoscele  I’  an- 
golo MAD  è uguale  ad  ADM;  ma  MAD  , o FAD  insiste 
sull’arco  DEF,  che  è doppio  di  DRE,  o di  CSD,  sul  quale 
insiste  l’angolo  al  centro  CMD  : dunque  abbiamo  due  an- 
goli MAD,  CMD  il  primo  iscritto,  e l’altro  col  vertice  al 
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centro,  il  primo  insistente  sull’arco  doppio  dell’arco  , sul 
quale  insiste  il  secondo  : quindi  il  primo  angolo  è uguale 
al  secondo;  dunque  anche  ADM  è uguale  a CMD;  perciò 
il  triangolo  HMD  è isoscele,  onde  ID  é uguale  ad  IM.  L’an- 
golo AIM  esterno  è uguale  alla  somma  dei  due  angoli  in- 
terni ed  opposti  IDM,  IMD,  ossia  è doppio  dì  uno  IMD  di 
questi  due  angoli  uguali:  ma  l’angolo  AMG  è ancor  dop- 
pio di  CMD,  perchè  insiste  sull’arco  ABC  doppio  di  CSD  : 
quindi  AIM,  AMI  sono  uguali:  dunque  il  triangolo  AIM  è 
isoscele.  Il  triangolo  CID  é equiangolo  con  AMI,  perchè  CID 
è uguale  ad  AIM;  gli  angoli  CDA,  DAF  iscritti  insistono 
sugli  archi  uguali  ABC  , DEF  : dunque  1’  angolo  DCI  è 
uguale  ad  IMA  : ma  sono  uguali  gli  angoli  AIM,  AMI: 
dunque  sono  uguali  gli  angoli  DO,  OD,  onde  CD  è uguale 
a DI,  è uguale  ad  IM.  Nei  detti  due  triangoli  simili  CID, 
AIM  abbiamo  la  proporzione  CD:  AM  = CI  : IM;  ossia  po- 
nendo CM  invece  di  AM , ed  IM  invece  di  CD  , avremo 
IM  : CM  *=*  CI  : IM  : quindi  (§.  196.)  il  quadrato  fatto  so- 
pra IM  è uguale  al  rettangolo  fatto  dall’intero  raggio  CM, 
c dall’altra  parte  CI  : perciò  veramente  CD  lato  del  deca- 
gono regolare  iscritto  uguale  ad  IM  è la  parte  maggiore 
del  raggio  diviso  in  media  ed  estrema  ragione. 

TEOREMA  XLII. 

IL  LATO  DEL  PENTADECAGONO  REGOLARE  ISCRITTO  IN  UN  CIR- 
COLO È LA  CORDA  DELL’ARCO  BC  (fig.  1 13.),  CHE  È LA  DIF- 
FERENZA DEI  DUE  ARCHI  ABC,  AB,  L’UNO  SOTTESO  DAL  LATO 
DELL’ESAGONO,  L’ALTRO  DAL  LATO  DEL  DECAGONO,  AMBE- 
DUE POLIGONI  REGOLARI  , CHE  SI  POSSONO  ISCIVERE  NEL 
DATO  CIRCOLO. 

275.  Dimostr.  L’arco  ABC  è un  sesto  della  circonferenza, 
cd  AB  un  decimo,  dunque  BC  é la  differenza  fra  un  se- 
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sto,  ed  un  decimo  della  circonferenza  stessa  : sottratto 

— da  ~ viene  — : dunque  l’arco  BC  é un  quindicesimo 

10  6 15  n 

di  circonferenza,  c però  la  sua  corda  si  può  portare  esat- 
tamente 15  volte  nella  circonferenza. 

'mmm- 

SI1V» 

formoli;  per  calcolare  alcune  grandezze 

NEI  POLIGONI  REGOLARI  ISCRITTI 
E CIRCOSCRITTI,  E LA  CIRCONFERENZA, 

E SUPERFICIE  DEL  CIRCOLO 

-cnw»- 

PROBLEMA  1. 

DETERMINARE  IN  VALORE  DEL  RAGGIO  DEL  CIRCOLO 

IL  LATO  DEL  QUADRATO  ISCRITTO,  E DEL  DECAGONO. 

« 

276.  Soluzione.  Nel  triangolo  rettangolo  BOC  (fig.  1 1 1 .) 
abbiamo,  a causa  di  BO  = OC,  BC»  = 2BO»  : se  dunque 
si  esprime  per  r il  raggio  del  circolo  si  haBC*«=  2r* , e 
BC  = rj/"2  ; lato  del  quadrato  iscritto  dato  nel  raggio. 
Pel  lato  del  decagono  sia  x la  parte  maggiore  del  raggio 
diviso  in  media  ed  estrema  ragione  , 1’  altra  parte  sarà 
r — x , ed  avremo  x»  =(r  — - x)r,  che  evidentemente  e- 
sprime,  essere  il  quadrato  sulla  parte  maggiore  x uguale 
al  rettangolo  fatto  dall’altra  parte  r — x,  e dal  raggio.  Se 
si  risolve  l’equazione  antecedente  avremo  x dato  in  r,  o 

11  lato  del  decagono  dato  per  mezzo  del  raggio.  La  solu- 
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itone  è 

— rdbq/ 5 

x = : 

2 

ove  si  deve  prendere  il  segno  più,  perche  coll’altro  segno 
meno  si  avrebbe  un  valor  negativo,  e maggiore  del  raggio, 
il  che  non  può  essere,  essendo  il  lato  del  esagono  rego- 
lare iscritto  uguale  al  raggio  : quindi  il  valor  domandato 
dal  lato  del  decagono  è 

r(- l-f-l/5) 

x = . 

2 

PROBLEMA  IL 

determinare  il  lato  del  pentadecagono  regolare 

ISCRITTO  PER  MEZZO  DEL  RAGGIO  DEL  CIRCOLO. 

277.  Soluz.  Siano  (fìg.  113.)  AB.,  AG  i lati  del  deca- 
gono , ed  esagono  iscrittibili  nel  circolo  AOCB , c BC  il 
lato  del  pentadecagono.  Si  conduca  il  diametro  AO;  c le 
corde  BO  , CO.  Si  esprima  con  d il  lato  del  decagono , 
e con  e il  lato  deU’csagono.  Il  triangolo  OCA  rettangolo 
in  C (§.  248.)  si  dà 

OC  = i/(AO*  — AG1)  — i/(4r2  — e»)  ; 

dal  triangolo  OAB  abbiamo 

OB  ==  iA(AO*  — AB*)  =>  i/(4 r’  — d'). 

Ora  nel  quadrilatero  iscritto  ABCO  (§.  259.)  abbiamo 
BC . AO  -+-  AB  . CO  = OB  . AC  , 

ossia  2BC.r  -+•  d\f{\r*  — e»)  = ej/(4 r1  — rf’) 

Bc  e[/{\r2  — d!)  — d[f(\r2 — e1)  . 
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ora  ($.  271,  274.) 


e — r , d = r 


(-1+  1/5) 


dunque 

BC  l/(10  -+-  2j/5) — - 1 -hl/5)l/3 

valore  domandato. 


PROBLEMA  III. 


ASSEGNARE  DNA  FORMOLA,  PER  LA  QUALE  DATO  IL  RAGGIO  d’uN 
CIRCOLO,  ED  IL  LATO  DI  UN  POLIGONO  REGOLARE  ISCRITTO 
SI  POSSA  CALCOLARE  UN  LATO  DEL  POLIGONO  REGOLARE 
DELLA  META’  DEL  NUMERO  DE’sUOI  LATI. 

278.  Soluzione.  Sia  dato  il  lato  PD  (fig.  HO.),  e si  vo- 
glia il  lato  BD.  Si  conduca  da  P il  diametro  PE,  e le  corde 
BE,  DE.  Si  dica  r il  raggio  del  circolo,  P il  Iato  BD,  c p 
il  lato  PD.  Dal  triangolo  rettangolo  PBE  abbiamo 

BE  = DE  <=  i/(PE«  — PB1)  = |/(4 r»  — p2) 

Ora  dal  quadrilatero  iscritto  BPDE  abbiamo 

PE  .BD  = 2PD  . BE, 

ossia  rP  = pi/ (4r2  — p2) , 

Pl/(4r*  — p2)  , v 

e P = (a) . 

Sapendosi,  che  r è il  valore  del  lato  dell’esagono  regolare 
iscritto  si  voglia  trovare  il  lato  del  triangolo  equilatero 
iscritto.  Si  ponga  p = r,  e sarà 
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Si  voglia  il  lato  del  pentagono  sarà 
r(  — 1 -+> 1/~5) 

p = 

e P=  j(-  1 -4-  [TS)  ^(10  + 21^5). 

279.  Per  l’inverso  del  problema  si  risolva  l’equazione 
superiore  (a)  e si  troverà 

p = [/^2r*  db  r [/(4r>-P •))(*)  . 

Poiché  dopo  il  quadrato  iscritto,  che  poi  non  si  può  avere 
da  poligono  iscritto  di  una  metà  di  numero  di  lati,  non  vi 
è poligono  iscritto , il  di  cui  lato  valga  pià  del  raggio  , 
nella  formola  superiore  ( b ) dovrà  prendersi  dentro  il  pri- 
mo radicale  il  segno  meno,  e perciò  avremo 

-|/(  2r*  — r J/ (4r«—  P»))  . 

Conoscendosi  il  lato  del  triangolo  equilatero  iscritto  3 
si  voglia  trovare  il  Iato  dell’esagono.  Essendo  P=«:ri/'3 
sarà  p = l/'(2r»  — r»)  = r.  Si  voglia  il  Iato  dell’ottagono 
iscritto.  Si  ponga  P=r^2  sarà 

P — rV^ (2  1/^2)  . 

PROBLEMA  IV. 

ASSEGNARE  UNA  FORMOLA,  PER  LA  QUALE  DATO  IL  LATO  DEL 
POLIGONO  ISCRITTO  SI  POSSA  TROVARE  QUELLO 
DEL  POLIGONO  SIMILE  CIRCOSCRITTO. 

280.  Soluzione.  Dai  due  triangoli  simili  IOU , CDO 
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(fig.  110.)  abbiamo  Hi  : CD  = OM  : ON.  Esprimendo  con  e 
il  lato  del  poligono  circoscritto,  e con  i quello  dell’iscritto 
avremo 

ON=i/(OC»  — CN2)  =--  j/* (r2  - y)  = ~ ^ : 

quindi  la  proporzione  antecedente  diventa 

i/-  (4  r»  — «*)  2 ir 

c : i = r : — ; c » — . 

2 |/  (4r2  — *2) 

Si  voglia  il  lato  del  quadrato  circoscritto.  Per  1’  iscritto 
abbiamo  i = r[/2:  dunque 

2r2  [Al 

c « 2r. 

l^(4r2  — 2 r-) 

Pel  lato  dell’esagono  circoscritto  essendo  i = r sarà 


2 r 


Pel  lato  del  triangolo  equilatero  circoscritto , essendo 
i = r\fZ  sarà 

c «=*  2rJ/^3. 

PROBLEMA  V. 

DARE  IL  METODO,  ONDE  COGNITO  IL  RAGGIO  SI  POSSA 
DETERMINARE  LA  CIRCONFERENZA  d’uN  CIRCOLO. 

281.  Soluzione.  Si  supponga  uno  il  raggio  del  proposto 
circolo.Egti  è certo,  che  crescendo  indefinitamente  il  numero 
dei  lati  di  un  poligono  iscritto,  e circoscritto  i loro  peri- 
metri indefinitamente  si  accostano  alla  circonferenza  : se 
dunque  si  calcolassero  successivamente  i perimetri  di  que- 
sti poligoni,  sempre  meno  tra  loro  differirebbero,  cosic- 
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chè,  se  si  fissa  un  dato  numero  di  cifre  decimali  per  es. 
sette,  si  giungerà  ai  perimetri  di  due  poligoni  iscrìtto,  e 
circoscritto,  che  avranno  comuni  queste  prime  sette  cifre 
decimali , in  guisa,  che  prendendo  il  numero  con  questo 
stesso  decimale  ad  esprimere  la  circonferenza  del  circolo 
compreso  fra  i due  detti  perimetri,  Terrore  sarebbe  mi- 
nore di  0.0000001. 

282.  Per  ottenere  ciò  si  cominci  dal  perimetro  d’  un 
dato  poligono  regolare  iscritto  per  esempio  dal  quadrato. 
Se  il  raggio  é 1 un  suo  lato  è 2 , ed  il  suo  perimetro 
è A\Z~2.  Cognito  il  lato  del  quadrato  iscritto  pel  proble- 
ma (§.  280.)  si  potrà  determinare  quello  del  circoscritto, 
quindi  moltiplicandolo  per  4 si  troverà  il  suo  perimetro. 
Cognito  il  lato  del  quadrato  iscritto  pel  problema  (§.  279.) 
si  troverà  quello  dell'ottagono,  che  moltiplicato  per  8 ci 
darà  il  suo  perimetro.  Dal  lato  dell’ottagono  iscritto  si  tro- 
verà quello  dell’ottagono  circoscritto,  di  cui  si  troverà  il 
perimetro  moltiplicando  per  otto  il  detto  lato.  Si  vede  poi 
che  non  è necessario  fin  dal  principio  di  moltiplicare  il 
lato  del  poligono  iscritto  , e circoscritto  pel  numero  dei 
lati  : basterà  ciò  fare  quando  i lati  del  poligono  iscrit- 
to, e del  circoscritto  hanno  delle  prime  cifre  decimali  co- 
muni. Nella  matematica  superiore  vi  è metodo  più  spedito 
per  trovare  la  circonferenza  cognito  il  raggio. 

TEOREMA  XLIII. 

1 PERIMETRI  DEI  POLIGONI  REGOLARI  DELLO  STESSO  NUMERO 
DI  LATI  ISCRITTI  SONO  COME  I RAGGI  DEI  CIRCOLI, 

NEI  QUALI  SONO  ISCRITTI. 

283.  Dimostr.  Siano  i due  circoli  FBD,  IMO  (fig.1 14.), 
nei  quali  siano  iscritti  due  poligoni  dello  stesso  numero  di 
lati  per  es.  due  esagoni  regolari;  questi  sono  equiangoli 
($•  83.);  avendo  poi  ciascuno  i lati  uguali,  fra  due  d’un 
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poligono  vi  sarà  lo  stesso  rapporto  1,  che  fra  due  lati  dell’al- 
tro; quindi  AB  : BG=-HI  : IL,  ossia  AB:  HI=BC:  IL:  con  ciò 
avremo  la  serie  di  rapporti  uguali  AB  : HI=BC  : IL=CD: 
LM  am  DE  : MN  = FE  : NO=FA  : HO  . Di  qui  ($.  210.) 
AB  -f-  BC  -+•  CD  DE  -t-  FE  -t-  FA  : HI  -+-  IL  + LM  -+- 
MN  -+-  NO  •+■  HO  = AB  : HI  : ma  per  i due  triangoli  si- 
mili AGB,  HPI  si  ha  AB  : HI  = AG  : IIP  : dunque  AB  -+- 
BC  -+-  CD  DE  -f-  FE  -+-  FA  : III  -+-  IL  -4-  LM  ■+-  MN-+- 
NO  •+-  HO  = AG  : IIP  : cioè  i perimetri  di  due  poligoni 
regolari  d’uno  stesso  numero  di  lati  iscritti  in  due  circoli 
sono  come  i raggi  dei  circoli  stessi. 

284.  Nella  matematica  si  distinguono  le  quantità  in  co- 
stanti, e variabili.  Costanti  sono  quelle,  che  mantengono  lo 
stesso  valore  in  una  data  ipotesi.  Cosi  posto  un  dato  cir- 
colo, costanti  sono  il  suo  raggio,  diametro,  periferia  , e 
superficie,  perché  posto  lo  stesso  circolo  queste  grandezze 
non  cambiano.  Variabili  sono  quelle  quantità,  che  in  gran- 
dezza possono  cambiare  a piacere  ; tali  sono  in  un  dato 
circolo  le  corde,  gli  angoli  iscritti,  i perimetri,  e le  su- 
perficie dei  poligoni  iscritti,  e circoscritti.  Limite  d’una  data 
grandezza  è quella,  cui  questa  grandezza  va  indefinitamente 
accostandosi  ne’suoi  indefiniti  aumenti,  e decrementi  senza 
mai  potervi  giugnere.  Cosi  la  periferia  d’un  circolo,  e la 
sua  superficie  sono  i limili  dei  perimetri,  e delle  superficie 
dei  poligoni  iscritti  c circoscritti;  perchè  moltiplicandosi 
indefinitamente  i loro  lati  i loro  perimetri  indefinitamente 
si  accostano  alla  circonferenza  del  circolo,  senza  mai  po- 
tervi arrivare  ; e crescendo  indefinitamente  la  superficie 
del  poligono  iscritto  , e decrescendo  quella  del  poligono 
circoscritto  si  accostano  alla  superficie  del  detto  circolo 
senza  potervi  arrivare. 

Le  quantità  costanti  si  esprimono  colle  prime  lettere 
dell’alfabeto  a,  b,  c ec.,  come  le  quantità  cognite;  e le  va- 
riabili per  mezzo  delle  ultime  x,  y , z ec.  come  le  inco- 
gnite. 
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LEMMA 

Avendosi  una  equazione  fra  quantità  variabili j e costanti , 
le  variabili  parzialmente  sono  uguali , e parzialmente 
sono  uguali  le  costanti. 

285.  Dimostr.  Sia  un’  equazione  a ■+■  x =*  b -4-  y,  ove 
a,  b esprimano  quantità  costanti,  ed  x,  y quantità  varia- 
bili : da  questa  equazione  avremo  a — b = y — r . Se  y 
non  é uguale  ad  x esiste  la  differenza  y — x,  che  essendo 
di  due  variabili  sarà  variabile  : ma  in  questa  stessa  ipo- 
tesi di  y differente  da  x non  essendo  zero  a — b,  que- 
sta esprimerà  una  differenza  costante  : dunque  dovrebbe 
essere  una  differenza  costante  uguale  ad  una  variabile  , 
cioè  una  quantità  di  valor  fìsso  uguale  ad  una  quantità  a 
piacerò.,  ciò,  che  è assurdo,  dunque  y — x = 0 , d’onde 
a — b = 0,  e perciò  0=0,  equazione  sempre  esistente. 
Dalle  due  dette  uguaglianze  derivano  x = y , a =»  b,  cioè 
le  costanti  fra  loro,  e le  variabili  fra  loro  sono  uguali. 

TEOREMA  XLIV. 

LE  PERIFERIE  DI  DUE  CIRCOLI  QUALUNQUE  SONO  FRA  LORO 
COME  I LORO  RAGGI. 

286.  Dimostr.  Siano  c,  <f  le  circonferenze  di  due  cir- 
coli, ed  r,  / i loro  raggi;  s’intendano  iscritti  in  essi  due 
poligoni  regolari  dello  stesso  numero  di  lati,  ed  indefini- 
tamente crescenti.  Siano  j-,  x le  differenze  fra  i loro  pe- 
rimetri, e le  circonferenze  c,  c;  questi  perimetri  saranno 
espressi  da  c — x , c'  — x'  : ora  questi  perimetri  sono 
(§.  283.)  come  i raggi  dei  circoli,  nei  quali  i detti  poli- 
goni sono  iscritti:  dunque  c — x : c' — j :'*=r:  /,  e 
cr  — x r = c'r  — x'r  . Questa  equazione  sussiste  negli 
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indefiniti  aumenti  del  numero  dei  lati  di  ambedue  i poli- 
goni, ossia  negli  indefiniti  avvicinamenti  dei  loro  perime- 
tri alle  periferie  c , e dei  due  circoli  , o finalmente  per 
gl’  indefiniti  impiccolimenti  di  x , x'  : quindi  nell’  ante- 
cedente equazione  le  quantità  c , c,  r,  r sono  quantità  co- 
stanti, ed  x , x sono  variabili  : dunque  pel  lemma  ante- 
cedente sarà  cr  = c'r  , dalla  quale  c : c'  =»  r : r , cioè  le 
circonferenze  dei  circoli  sono  come  i raggi. 

287.  La  normale  ON  calata  dal  centro  O (fig.  110.)  di 
un  poligono  regolare  ABDCE  iscritto,  che  è lo  stesso  cen- 
tro del  circolo  circoscritto,  sopra  un  lato  qualunque  CD  si 
si  chiama  apotema. 


TEOREMA  XI,V. 


LA  SUPERFICIE  d’  UN  POLIGONO  ISCRITTO  È UGUALE  AL  SUO 
PERIMETRO  MOLTIPLICATO  PER  LA  META’  DELL’ APOTEMA;  E 
LA  SUPERFICIE  DEL  POLIGONO  CIRCOSCRITTO  È UGUALE  AL 
SUO  PERIMETRO  MOLTIPLICATO  PER  LA  META*  DEL  RAGGIO 
DEL  CIRCOLO  ISCRITTO. 


288.  Dimostr.  La  superficie  del  triangolo  COD  (fig.  1 10.) 
è espressa  da  CD  moltiplicato  per  la  metà  di  ON.  Se  si  for- 
mano sopra  gli  altri  lati  del  poligono  iscritto  altrettanti 
triangoli  come  COD  saranno  tutti  coincidenti  con  COD,  e 
dello  stesso  apotema  ON,  quindi  la  superficie  del  poligono 
di  lati  n sarà  espresso  da  n volte  la  superficie  COD,  ed  il 


suo  valore  sarà  , ma  n.CD  è il  perimetro  del 


detto  poligono,  quindi  la  sua  superficie  è il  suo  perime- 
tro moltiplicato  per  la  metà  dell’apotema. 

289.  La  superficie  del  triangolo  1011  è espressa  da 


IH. 


OM 

o 


, e la  superficie  di  tutto  il  poligono 


circoscritto 
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di  n lati  sarà  espressa  da 


w.  IH. 


OM 


: ma  n.IH  è il  suo 


perimetro  : quindi  la  superficie  d’un  poligono  regolare  cir- 
coscritto è uguale  al  suo  perimetro  moltiplicato  per  la  metà 
del  raggio  del  circolo  iscritto. 


TEOREMA  XLVI. 

LÀ  SUPERFICIE  d’un  CIRCOLO  È UGUALE  ALLA  SUA  CIRCONFE- 
RENZA MOLTIPLICATA  PER  LA  META’  DEL  RAGGIO;  E LE  SU- 
PERFICIE DEI  CIRCOLI  SONO  COME  I QUADRATI  DE*  RAGGI. 


290.  Dimnstr.  In  questo  circolo  vi  sia  iscritto  un  po- 
ligono regolare  d’un  numero  qualunque  di  lati,  e che  que- 
sto numero  vada  continuamente  crescendo.  Se  c è la  cir- 
conferenza del  circolo  circoscritto  si  potrà  esprimere  con 
c — x il  perimetro  del  nostro  poligono  , nel  quale  inde- 
finitamente crescendo  il  numero  de’lati  esso  s’andcrà  ac- 
costando indefinitamente  alla  circonferenza  e,  onde  x an- 
derà  indefinitamente  decrescendo.  Sia  il  raggio  OM  ( fig. 
110.)  uguale  ad  r,  ed  MN  «=.  y:  l’apotema  ON  sarà  r — y, 
ove  parimenti  la  y andcrà  indefinitamente  decrescendo 
quando  il  poligono  andcrà  indefinitamente  accostandosi  al 
circolo  : quindi  la  superficie  del  poligono  sarà  espressa  da 

(c~x)  - . Se  S esprima  la  superficie  del  cicolo,  po- 

tra  indicarsi  con  S — z quella  del  poligono,  essendo  z la 
differenza  fra  l’una  c l’altra  superficie  , che  pure  anderà 
indefinitamente  decrescendo  quando  il  poligono  si  accosti 
indefinitamente  al  circolo:  dunque  avremo 


ossia 


S — * = 


xy 

2 
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in  questa  le  costanti  sono  S,  c,  r,  e le  variabili  x , y,  z : 
dunque  pel  lemma 


S = 


r 


291.  Scolio  1."  Abbiamo  veduto  (§.  282.)  come  cognito 
il  raggio  , che  si  é supposto  uno  si  possa  trovare  la  sua 
circonferenza.  Se  si  supponga  piuttosto  il  diametro  uuo , 
come  comunemente  dai  Geometri,  in  tal  caso  il  raggio  è |. 
Essendosi  dimostrato,  che  (§.  286.)  le  circonferenze  sono 
come  i raggi  , si  dovrà  prendere  la  metà  della  circonfe- 
renza trovata,  quando  invece  del  raggio  uno  si  suppone  J. 
Archimede  trovò,  che  la  circonferenza  è al  diametro  come 
22  a 7.  Mezio  con  più  approssimazione  trovò,  che  la  cir- 
conferenza è al  diametro  corno  355  a 113. 

292.  Se  dunque  sia  dato  un  raggio  r,  secondo  Archi- 

mede  faremo  la  proporzione  per  determinare  la  sua  cir- 

- . 22  X 2r 

i x : 2r,  ed  x = : cioè  si 


conferenza  x ; 22:7 


de  re  moltiplicare  il  doppio  del  raggio  dato  pel  rapporto 


22 

T 


onde  trovare  la  sua  circonferenza.  Viceversa  se  si  cono- 
scesse la  circonferenza  c , e si  volesse  il  suo  diametro,  e 
quindi  il  raggio  r,  si  farebbe  la  proporzione 


7 

22  : 7 =>  c : 2r  e 2r  «=  — . c : 

22 

7 

quindi  ti  deve  moltiplicare  la  circonferenza  per  —,  onde  a- 

<ul* 

vere  il  suo  diametro. 

293.  Ma  con  indicibile  approssimazione,  supposto  il  dia- 
metro uno,  si  è trovata  la  circonferenza  3.141 59265358979 
ec.  fino  a 127  decimali.  Se  si  prenda  una  parte  di  questo 
decimale,  e si  fissi  il  numero  3.1416,  in  tal  caso,  essendo 
la  circonferenza  come  il  raggio,  o come  il  diametro,  per 

GEOM.  8 
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trovare  la  circonferenza  di  diametro  Ir  ti  moltiplicherà  la 
circonferenza  3.1416  del  diametro  1 per  V attuale  diame- 
tro 2 r. 

294.  Se  poi  fosse  data  la  circonferenza,  e si  volesse  il  suo 
diametro,  si  dividerà  la  data  circonferenza  per  3.1416.  Tro- 
vata la  circonferenza  si  avrà  la  superficie  del  circolo  mol- 
tiplicando lo  sua  circonferenza  per  la  metà  del  suo  raggio.  In 
generale  nella  matematica  il  numero  3.1416  si  snoie  espri- 
mere con  n,  essendo  n la  circonferenza  di  diametro  uno. 
Se  dunque  si  abbia  il  raggio  r evidentemente  la  sua  cir- 
conferenza sarà  n.2r,  o 2 nr.  Moltiplicando  questa  per  la  me- 
tà del  raggio  r la  superficie  del  circolo  sarà  espressa  da  nr*. 

295.  Se  e esprime  la  superfìcie  d’un  circolo  di  raggio 
r , ed  t'  la  superficie  d’ un  altro  di  raggio  r , avremo 
s = Ttr*  , s =r  wr  * : d’onde  »:*«=»  r*  : /*  : cioè  le  su- 
perficie dei  circoli  sono  come  i quadrati  dei  raggi. 

296.  Scolio  2.°  Se  sopra  i cateti  AG,  CB  d’  un  trian- 
golo rettangolo  ACB  (6g.  1 1 5.),  e sulla  ipotenusa  AB  come 
diametri  si  descrivano  tre  circoli;  la  superficie  del  circolo 
nell’ipotenusa  è uguale  alla  somma  dei  circoli  nei  cateti. 
Infatti  abbiamo  AB*  <=  AC*  -I-  CB*  , e moltiplicando  per 

n ^ /AB\*  /AC\*  /CB\*  „ „ . , , , 

— sarajr^-yj  =7t^—  \ -+-7r^—  1 (^.294.),  che  è la  nostra 

proposizione.  Se  poi  sopra  gli  stessi  cateti,  e i’ipotenusa  si 
descrivano  tre  poligoni  simili,  che  indico  con  (p-AC),  (p.CB), 
(p.ÀB),  il  poligono  sull’ipotenusa  è uguale  alia  somma  dei  po- 
ligoni sopra  i cateti.  Infatti  abbiamo  (§.261.)  (p.AC):(p.CB)~ 
AC*  : GB*;  (p.AC)  -t-  (p.CB)  : (p.CB)  = AC’  CB*  : CB«  : 
ossia  (p.AC)  •+-  (p.CB)  : AC*  -4-  CB*  =»  (p.CB)  : CB*  : ma 
(p.AB)  : AB*  = (p.CB)  : CB*  : dunque  (p-AC)  (p.CB)  : 
AC*-+-  BC*=(p.AB)  : AB»  : ma  AC*  -+>BC*=AB*;  dunque 
(p.AC)  -1-  (p.CB)  = (p.AB). 
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PARTE  TERZA 


DEI  SOLIDI- 
«Me 

297.  Un  solido  terminato  da  facce  piane,  che  si  uni- 
scono in  linee  rette  si  chiama  poliedro.  11  solido  AFKDB 
(fig.  116.)  é un  poliedro  terminato  dalle  facce  CHEF  , 
HKCDE , AKCB  ec. 

298.  Le  rette,  nelle  quali  le  facce , o piani  si  unisco- 
no nel  poliedro  si  dicono  gli  spigoli  del  solido.  Spigoli  sono 
per  es.  le  rette  GH,  AK,  nelle  quali  si  uniscono  le  facce 
GHEF,  GHKA,  e le  facce  GHKA,  AKCB. 

299.  Gli  angoli  di  più  facce  si  uniscono  nei  loro  lati 
contigui,  ed  i loro  vertici  si  riuniscono  in  un  punto.  Lo 
spazio  compreso  fra  questi  piani  nelle  indefinite  vicinanze 
del  detto  punto  d’unione  si  chiama  angolo  solido , e questo 
punto  si  dice  vertice  dell'angolo.  Per  es.  gli  angoli  GHE  , 
GHK,  KHE  delle  tre  facce  GHEF  , GHKA,  KHEDC  unen- 
dosi nelle  rette  HG,  KH,  HE,  i loro  vertici  si  uniscono  nel 
punto  H:  lo  spazio  interno  circoscritto  da  queste  facce  con- 
siderato nella  massima  vicinanza  del  punto  d’unione  H si 
dice  l’angolo  solido  H,  ed  H 6 il  vertice  di  questo  angolo. 

300.  Un  poliedro,  che  abbia  due  facce  poligoni  coin- 
cidenti c paralleli  , ed  all’  intorno  tanti  parallelogrammi 
quanti  sono  i lati  di  ciascuno  di  questi  poligoni  uniti  nei 
lati  contigui  si  dice  prisma , ed  i due  poligoni  si  chiamano 
le  basi  del  prisma.  La  (fig.  117.)  presenta  un  prisma,  nel 
quale  le  basi  sono  i due  poligoni  KFGHI  , ABCDE , ed 
all’intorno  si  hanno  i cinque  parallelogrammi  GC , HD  , 
IE,  FE,  FB  quanti  sono  i lati  di  uno  dei  due  poligoni, 
questi  parallelogrammi  uniti  negli  spigoli  HC  , DI , KE  , 
FA,  GB. 

301.  Se  poi  il  poliedro  avendo  una  faccia  poligona  le 


Digitized  by  Google 


<16 

altre  facce  siano  tanti  triangoli  quanti  sono  i lati  del  poli- 
gono, essendo  questi  triangoli  uuiti  nei  lati  contigui, e perciò 
i loro  vertici  riuniti  in  un  punto,  il  poliedro  si  chiama  pi- 
ramide', il  poligono  si  chiama  la  base  della  piramide',  ed  il 
punto  di  riunione  dei  vertici  di  tutti  i triangoli  si  chia- 
ma il  vertice  della  piramide.  Nella  (lìg.  1 1 8.)  si  ha  la  pi- 
ramide ABCDES  colla  base  poligona  ABCDE,  e colle  facce 
triangolari  ASB,  BSC,  CSD,  DES,  SAE,  quanti  sono  i lati 
della  base,  essendo  le  facce  contigue  unite  negli  spigoli  SB  , 
SC,  SD,  SE,  SA,  ed  i vertici  dei  triangoli  uniti  in  S. 

302.  Se  le  basi  del  prisma  sono  due  triangoli  coinci- 
denti si  chiama  prisma  triangolare',  c se  la  base  della  pi- 
ramide è un  triangolo  si  dice  piramide  triangolare',  perchè 
in  genere  il  prisma  , e la  piramide  prendono  la  denomi- 
nazione dai  numero  dei  Iati  del  poligono,  che  è la  base; 
così  si  dice  prisma,  e piramide  quadrangolare,  pentagona , 
esagona  ec.  secondo  che  il  poligono  della  base  è un  quadri- 
latero, un  pentagono,  un  esagono,  ec. 

303.  Il  prisma  triangolare , e la  piramide  triangolare 
sono  i più  semplici  solidi,  alti  quali  collo  spezzamento  si 
possono  ridurre  tutti  gli  altri. 

304.  Il  prisma  si  dice  prisma  retto  se  i suoi  spigoli 
siano  normali  alle  due  basi;  si  dirà  obliquo  se  ciò  non  sia. 

305.  La  piramide  si  dice  piramide  retta,  se  avendo  per 
base  un  poligono  regolare  la  normale  calata  dal  suo  ver- 
tica  alla  base  cade  nel  centro  del  poligono.  Quando  ciò 
nou  avvenga  si  dirà  piramide  obliqua. 

306.  L’altezza  d’uà  prisma  i una  retta  condotta  fra  le  due 
basi  prolungate  se  faccia  duopo , e normale  alle  basi  stesse. 
Se  il  prisma  ò retto  si  vede  chiaro,  che  l’altezza  può  essere 
uno  dei  suoi  spigoli. 

307.  L’altezza  cf  una  piramide  é la  normale  calata  dal 
suo  vertice  sulla  sua  base  prolungata  se  bisogni. 

308.  Se  le  basi  del  prisma  siano  due  parallelogrammi, 
il  solido  si  chiama  parallelepipedo,  e sarà  parallelepipedo  ret- 
tangolare se  le  basi  siano  due  rettangoli,  e rettangoli  le  fac- 
ce all’intorno. 
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309.  Ua  prisma  che  abbia  le  basi  quadrate,  e le  quat- 
tro facce  intorno  quadrate  si  chiama  cubo. 

310.  Vi  sono  tre  solidi  di  superfìcie  curva,  che  sono 
molto  considerati  nella  Geometria.  Questi  sono  il  cilindro , 
il  cono,  e la  sfera. 

311.  il  cilindro  è un  prisma,  in  cui  i poligoni  delle 
due  basi  diventino  due  circoli  coincidenti  (fig.  119.}. 

312.  11  cono  é un  solido,  a cui  si  riduce  una  piramide 
quando  la  sua  base  diventi  un  circolo  (fig.  120.). 

313.  La  sfera  è un  solido,  in  cui  tutti  i punti  della 
superficie  equidistano  da  uno  interno,  che  si  chiama  centro. 

314.  Il  cilindro  è retto  se  calata  dal  centro  del  cir- 
colo superiore  una  normale  al  circolo  inferiore  cade  sul 
centro  di  questo  : quando  ciò  non  avvenga  il  cilindra  si 
dice  obliquo. 

315.  Un  cono  è retto  quando  calata  dal  suo  vertice 
una  normale  sulla  base  circolare  cade  nel  centro.  Quando 
ciò  non  si  verifichi  il  cono  si  dice  obliquo . 

316.  Il  cilindro  retto  s'intende  formato  dal  ravvolgersi 
di  un  rettangolo  intorno  alla  sua  altezza.  Nella  (fig.  119.) 
si  supponga,  che  il  rettangolo  APCL  si  ravvolga  intorno 
all’altezza  AL,  la  traccia  , che  si  suppone  lasciare  la  su- 
perficie APCL  é la  solidità  del  cilindro;  la  traccia  lasciata 
dal  lato  PC  é la  superficie  all’intorno  del  cilindro  stesso. 

317.  11  cono  retto  s’immagina  formato  dalla  traccia,  che 
si  suppone  lasciare  un  triangolo  rettangolo  nel  ravvolgersi 
intorno  alla  sua  altezza.  Cosi  il  cono  (fig.  120.)  BEDGA 
si  suppone  formato  dal  ravvolgersi  il  triangolo  rettangolo 
AFD  intorno  all’altezza  FA;  e l’ipotenusa  AD  s^immagina 
generare  colia  sua  traccia  la  superficie  all’intorno  del  cono. 

li  nostro  trattato  dei  solidi  sarà  diviso  iu  tre  capi;  nel 
primo  tratteremo  delle  proprietà  dei  piani,  dai  quali  sono 
terminati  i solidi,  nelle  loro  posizioni,  ed  intersezioni  re- 
spettive,  e riguardo  alle  rette  ad  essi  riferite;  nel  secondo 
tratteremo  delle  proprietà  dei  solidi;  nel  terzo  della  misura 
> delle  solidità,  e delle  superficie  dei  solidi. 
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froprieta’  dei  piani  considerati  fra  loro, 

E Rir.OARDO  ALLE  RETTE 


318.  Già  si  è detto  (§.  150.),  che  il  piano  è una  super- 
ficie, sulla  quale  in  tutti  i sensi  si  possono  disegnare  linee 
rette. 

319.  Da  ciò  viene,  che  una  retta,  che  ha  due  punti 
comuni  con  un  piano  vi  coincide  in  tutta  la  sua  estensio- 
ne, altrimenti  disegnando  sul  piano,  e per  quelli  due  punti 
una  retta, si  avrebbero  due  rette  con  due  punti  comuni, 
non  coincidenti,  ciò  che  è assurdo. 

320.  Quindi  una  retta  non  può  trovarsi  parte  in  un 
piano  , e parte  al  di  sopra  , o al  di  sotto  di  esso  : per- 
ché nella  parte  ove  coincidesse  avrebbe  due  punti  comuni 
col  piano,  e ciò  basta  , come  si  è detto  , per  coincidere 
con  esso  in  tutta  la  sua  estensione. 

321.  Dunque  due  piani,  che  si  segano,  si  segano  in  li- 
nea retta.  Infatti  facendo  passare  una  retta  per  due  punti 
dell’intersezione,  questa  retta  avrebbe  due  punti  comuni  coi 
due  piani,  quindi  dovrebbe  combaciare  con  essi , o essere 
comune  ai  due  piani  stessi  ; ma  la  linea  di  loro  interse- 
zione é la  sola  ad  essi  comune,  dunque  questa  linea  d’in- 
tersezione è retta. 

322.  Un  piano  può  passare  per  tre  punti  fissi,  e se  questi 
non  sono  in  linea  retta  fissano  la  posizione  del  piano.  Che 
un  piano  possa  passare  per  tre  punti  in  linea  retta  viene 
da  ciò,  che  passando  per  due,  ossia,  che  avendo  due  punti 
comuni  colla  detta  retta,  deve  coincidere  con  essa  in  tutta 
la  sua  estensione,  onde  deve  passare  pel  terzo  ponto,  per 
cui  si  suppone,  che  essa  passi.  Se  poi  i tre  punti  non  siano 
in  linea  retta,  si  faccia  passare  per  due  di  questi  un  pia- 
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no  : facendo  poi  rotare  questo  piano  intorno  alla  retta  , 
che  si  suppone  congiungere  questi  punti,  dirigendosi  verso 
il  terzo,  quando  rincontrerà  avrà  in  se  i tre  punti,  ed  il 
detto  piano  sarà  fissato  di  posizione,  non  essendo  suscet- 
tibile di  alcun  moto. 

323.  Dunque  un  triangolo  si  trova  in  un  piano.,  ed  il 
piano  sul  quale  si  trova  è fissato  di  posizione,  perchè  il 
piano  passa  per  i suoi  tre  vertici,  ed  i lati  congiungenti 
a due  a due  questi  vertici  hanno  due  punti  comuni  col 
detto  piano,  e perciò  si  trovano  su  di  esso. 

324.  Gli  angoli  fatti  in  questo  triangolo  trovandosi  so- 
pra del  piano,  ne  viene,  che  un  angolo  qualunque  trovasi 
sopra  d’un  piano.  Se  ora  si  prolungano  le  rette,  che  for- 
mano l’angolo,  a formare  l’angolo  verticale  , tutte  intere 
queste  rette  dovranno  trovarsi  sopra  del  piano,  perchè  le 
loro  parti,  che  formano  il  primo  angolo  vi  si  trovano:  dun- 
que due  rette,  che  si  segano  si  trovano  in  un  piano. 

TEOREMA  I. 

UNA  NORMALE  CALATA  SULL’INTERSEZIONE  DI  DUE  RETTE,  E 
AD  ESSE  NORMALE,  È NORMALE  A QUALUNQUE  ALTRA  RETTA 
CHE  PASSI  PER  LA  DETTA  INTERSEZIONE  , E CHE  SIA  NEL 
PIANO  DELLE  RETTE,  CHE  SI  SECANO. 

325.  Dànoatr.  Sia  la  GO  (fig.121.)  normale  in  O alle 
due  rette  CD,  ÀF,  e per  O sul  piano  di  queste  due  rette 
si  conduca  comunque  BE,  dico,  che  GO  è normale  a BE. 
Si  prendano  le  parti  uguali  OA,  OF;  e le  altre  due  par- 
ti uguali  OC,  OD,  e si  conducano  AC,  DF;  da  un  punto 
G della  normale  si  conducano  le  rette  GA,  GB,  GC,  GD, 
GE  , GF,  I due  triangoli  COA  , FOD  , che  hanno  i lati 
uguali  intorno  agli  angoli  verticali  COA  , FOD  sono 
coincidenti  ; dunque  gli  angoli  OCA,  ODE,  e gli  angoli 
CAO,  OFD  sono  uguali , ed  uguali  sono  i lati  CA , FD. 
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i due  triangoli  OC8,  OED  sono  coincidenti,  perché  han- 
no gli  angoli  uguali  OCB,  ODE,  gli  angoli  verticali  COB, 
DOE,  ed  i lati  uguali  OC,  OD  : dunque  le  rette  OB,  OE 
sono  uguali,  ed  uguali  CB,  DE.  I triangoli  rettangoli  GOC, 
GOD  sono  coincidenti  ; dunque  GD,  GC  sono  uguali.  Si 
proverà  ancora,  che  sono  uguali  le  rette  GA  , GF  colla 
coincidenza  dei  triangoli  GOA,  GOF  : dunque  sono  coin- 
cidenti i triangoli  GDF,  GAC,  che  hanno  tutti  i lati  ugua- 
li : dunque  gli  angoli  GDE , GCB  sono  uguali  : quindi  i 
triangoli  GBC,  GDE,  che  hanno  i lati  uguali  intorno  agli 
angoli  uguali  GCB,  GDE  sono  coincidenti,  perciò  le  rette 
GE,  GB  sono  uguali;  dunque  i triangoli  GOB,  GOE,  che 
hanno  tutti  i lati  uguali  sono  coincidenti,  onde  gli  angoli 
GOB,  GOE  sono  uguali,  e perciò  GO  è normale  sopra  BE. 

326.  Scolio.  Una  retta,  che  cade  cosi  sopra  d’un  piano, 
che  è normale  a tutte  le  rette,  che  dal  suo  piede  si  con- 
ducono su  questo  piano  dicesi  normale  al  piano.  Da  ciò,  e 
dal  teorema  dimostrato  si  ricava,  che  una  retta  calata  all’ 
intersezione  di  due  altre  giacenti  sopra  d’un  piano,  e a que- 
ste normale,  è normale  al  piano,  perchè  è normale  a qua- 
lunque retta  dal  suo  piede  condotta  nel  piano;  dunque  af- 
finchè una  retta  sia  normale  ad  un  piano  basta  , che  sia 
normale  nell’intersezione  a due  rette  descritte  nel  piano. 

327.  Coroll.  1.°  Tutte  le  oblique  GD,  GE,  GF,  GC  ec. 
sono  maggiori  della  normale  GO,  perchè  sono  oblique,  che 
si  trovano  nello  stesso  piano  colla  normale , e colla  nor- 
male da  un  punto  cadono  sulla  stessa  retta  : quindi  sono 
nel  caso  del  (§.  34.).  Da  eiò  viene,  che  la  piò  corta  retta  da 
un  punto  al  piano  è la  normale  calata  dal  punto  al  piano 
stesso. 

328.  Coroll.  2.°  Da  un  punto  non  si  possono  calare  due 
normali  sopra  d’un  piano,  nè  da  un  punto  del  piano  si 
possono  sopra  di  esso  elevare  due  normali.  Infatti  nell’uno 
e nell’altro  caso  le  due  normali,  perchè  congiunte  ad  ango- 
lo sarebbero  in  un  piano  ($.324.).  Si  consideri  dunque  questo 
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piano  , che  col  proposto  si  segherà  in  una  retta.  Le  due 
normali  calate  dal  punto  sul  piano  proposto  dovrebbero 
essere  due  normali  alla  retta  d’intersezione,  ciò  che  è as- 
surdo. Le  due  rette  elevate  dallo  stesso  punto  normali  so- 
pra il  piano  dovrebbero  essere  due  normali  ad  una  retta 
elevate  da  uno  stesso  suo  punto,  ciò  che  è parimente  as- 
surdo (§.  113.). 

TEOREMA  IL 

SE  N EL  PIANO  OP  (fig.  1 22.)  VI  SIA  UNA  RETTA  DB,  E SIA  SUL 
DETTO  PIANO  CALATA  LA  NORMALE  AB,  QUALORA  DAL  PIEDE  A 
DELLA  NORMALE  SI  CALI  ALLA  RETTA  DB  LA  NORMALE  AC,  LA 

stessa  db  sara’  normale  al  piano  eac. 

329.  Dimostr.  Si  conduca  EC,  e prese  le  parti  uguali 
DC,  CB  si  menino  le  rette  ED,  EB,  AB,  AD.  Le  rette  AD, 
AB  sono  uguali,  dunque  i due  triangoli  rettangoli  EAD, 
EAB  sono  coincidenti , quindi  sono  uguali  lé  rette  EB  , 
ED  : perciò  EG  che  va  al  mezzo  C di  BD  è a questa  nor- 
male : dunque  BD  è normale  alle  due  rette  CE  , CA  , e 
perciò  (§.  326.)  è normale  al  piano  ECA,  come  si  doveva 
dimostrare. 

330.  CoroU.  Se  ad  una  retta  BD  (fig.  1 22.)  in  un  piano 
dal  piede  A della  normale  AE  sopra  di  esso  si  cali  una  nor- 
male AG,  e da  un  punto  qualunque  E della  normale  si  con- 
duca all’intersezione  G della  normale  AG  colla  retta  DB  una 
retta  AG,  qaesta  è normale  alla  retta  stessa  DB. 

TEOREMA  HI. 

SE  UNA  DI  DUE  PARALLELE  È NORMALE  AD  UN  PIANO 
l’altra  PURE  DEVE  ESSERE  NORMALE. 

331.  Dimostr.  Siano  (fig.123.)  EF,  DA  parallele,  e la  EF 
normale  al  piano  RO,  dico,  che  è anche  normale  DA.  Le 
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parallele  sono  in  un  piano,  perché  così  si  sono  considerale 
sempre.  Si  congiungano  i punti  F,  A,  e da  un  punto  a pia- 
cere E di  FE  si  conduca  EA.  Tutte  queste  rette  EA,  FA, 
EF,  DA  sono  sopra  un  piano.  Nei  piano  RO  conducete  BC 
normale  ad  FA  sarà  anche  normale  {§.  330.)  ad  E A,  perciò 
BC  sarà  normale  al  piano  EFAD  : quindi  sarà  normale  a 
DA  : ma  per  le  parallele  é retto  DAF  : dunque  DA  é nor- 
male alle  rette  AF,  AB  condotte  dal  suo  piede  nel  piano 
RO,  onde  a questo  è normale. 

332.  Caroli.  ).°  Se  due  rette  EF,  DA  (Gg.  123.)  sono 
nomali  ad  un  piano  RO  sono  parallele,  perchè  se  in  questa 
ipotesi  DA  non  fosse  parallela  ad  EF,  da  A si  potrebbe 
menare  questa  parallela,  quindi  farebbe  con  FA  un  angolo 
retto  : ma  per  ipotesi  DA,  che  è nello  stesso  piano  di  que- 
sta parallela  fa  con  FA  un  angolo  retto,  essendo  normale 
al  piano,  dunque  da  uno  stesso  punto  si  potrebbero  nello 
stesso  piano  elevare  due  normali  ad  una  retta,  ciò  che  è as- 
surdo (§.  113.) 

333.  Corali.  2.°  Se  due  rette  A,  B sono  parallele  ad 
una  terza  C,  che  non  è nel  loro  piano,  sono  parallele  fra 
loro.  Conducete  un  piano  normale  alla  retta  C,  sarà  nor- 
male (§.  331.)  alle  due  parallele  A,  B : dunque  A,  B sono 
normali  ad  un  piano,  e perciò  sono  (§.  332.)  parallele. 

334.  Una  retta  si  dice  parallela  ad  un  piano  quando 
prolungata  da  ambe  le  parti  quanto  si  voglia  non  può  in- 
contrare il  piano.  Due  piani  sono  paralleli  quando  prolun- 
gati da  qualunque  parte  non  s’incontrano. 

TEOREMA  IV. 

UNA  RETTA  PARALLELA  AD  UN’ALTRA  DESCRITTA 
IN  UN  PIANO  È PARALLELA  AL  PIANO. 

335.  Dimostr.  Per  le  due  rette  parallele  si  conduca  un 
piano  , è chiaro , che  la  retta  al  di  sopra  del  piano  non 
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potrà  con  questo  incontrarsi,  che  in  qualche  punto  dell’in- 
tersezione dei  due  piani , ma  questa  e la  retta  parallela 
colla  quale  non  può  incontrarsi,  dunque  non  s’incontrerà 
neppur  col  piano. 

TEOREMA  V. 

DUE  PIANI  PERPENDICOLARI  AD  UNA  RETTA 
SONO  PARALLELI. 

336.  Dimottr.  La  retta  normale  ai  due  piani  è normale 
a qualunque  retta  condotta  per  i suoi  piedi  sopra  gli  stessi 
piani.  Se  ora  s’immagina,  che  i due  piani  s’incontrino,  da 
uno  dei  punti  d'incontro  si  conducano  ai  due  piedi  della 
delta  normale  due  rette,  queste  saranno  due  normali  con- 
dotte dallo  stesso  punto  sopra  una  retta,  ciò  cb’è  assurdo. 

TEOREMA  VI. 

LE  DUE  RETTE  n’iNTERSEUONE  d’un  PIANO  COR 
DUE  PIANI  PARALLELI  SONO  PARALLELE. 

337.  Dìmostr.  Poiché  se  le  dette  due  rette  s’incontras- 
sero, nel  punto  d’incontro  si  unirebbero  ancora  i due  pia- 
ni paralleli,  che  le  rette  in  essi  descritte  nou  abbandona- 
no mai. 

TEOREMA  VII. 

UNA  RETTA  NORMALE  AD  UN  PIANO  fi  NORMALE 
AL  PIANO  PARALLELO. 

338.  Dimostr.  Siano  due  piani  A,  R paralleli,  cd  una 
retta  intermedia  normale  al  piano  A;  dal  piede  di  questa 
retta  nel  piano  B in  questo  si  conduca  una  retta,  e per 
qnesta,  e l’intermedia  si  conduca  un  piano  intermedio,  che 
in  una  retta  segherà  il  piano  A,  questa  retta  sarà  normale 
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alla  retta  intermedia  fra  i due  piani;  ora  pel  teorema  an- 
tecedente le  due  rette  d'intersezione  del  piano  intermedio 
coi  due  piani  A,  B paralleli  sono  parallele  : ma  l'interse- 
zione nel  piano  A è normale  alla  retta  intermedia  : dun- 
que a questa  retta  deve  essere  normale  anche  l’ interse- 
zione nel  piano  B;  questa  è una  retta  qualunque  su  que- 
sto piano,  dunque  la  retta  intermedia  normale  al  piano  A 
è normale  al  piano  B,  perchè  è normale  a qualunque  retta 
condotta  in  questo  piano  dal  suo  piede. 

TEOREMA  Vili. 

DUE  BETTE  PARALLELE  FRA  PIANI  PARALLELI 
SONO  UGUALI. 

339  Dimostr.  Per  queste  rette  fate  passare  un  piano, 
che  segherà  in  due  rette  i piani  paralleli.  Queste  saranno 
parallele  (§.  337.),  le  quali  colle  due  parallele  date  forme- 
ranno un  parallelogrammo , in  cui  queste  due  saranno 
uguali  come  lati  opposti. 

340.  Coroll.  I due  piani  paralleli  sono  equidistanti  in 
tutti  i punti;  perchè  condotte  le  normali  fra  i piani  sa- 
ranno queste  parallele,  e perciò  uguali. 

TEOREMA  IX. 

DUE  ANCOL1  NON  SITUATI  NELLO  STESSO  PIANO,  COI  LATI 
RISPETTIVAMENTE  PARALLELI,  E DIRETTI  DALLA  STESSA 
PARTE  SONO  UGUALI,  ED  I PIANI  NEI  QUALI  SI 
TROVANO  SONO  PARALLELI. 

341.  Dimostr.  Siano  gli  angoli  CAE  , DBF  (6g.  124.) 
e sia  AC  parallela  a BD,  AE  parallela  a DF.  Si  prenda  AC 
uguale  a BD,  ed  AE  uguale  a BF,  e si  conducano  le  rette 
CE,  DF;  AB,  CD,  EF.  Essendo  AC  uguale,  e parallela  a 
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BD  sarà  AB  uguale  e parallela  a CD.  Essendo  AE  uguale 
e parallela  a BF  sarà  AB  uguale  e parallela  ad  EF:  quindi 
FE  ($.  333.)  sarà  uguale,  e parallela  a CD,  perciò  CE  sarà 
uguale  e parallela  a DF  ; dunque  i due  triangoli  ACE  , 
DBF  sono  coincidenti,  onde  l’angolo  CAE  è uguale  a DBF. 

342.  Li  piani  poi  nei  quali  giacciono  i dne  triangoli 
sono  paralleli.  Non  sia  se  è possibile  il  piano  CAE  pa- 
rallelo a DBF,  sempre  da  B si  potrà  condurre  un  piano 
parallelo  a DBF.  Supponiamo,  che  questo  seghi  i Iati  CD, 
EF  in  G,  ed  H.  Essendo  le  rette  AB,  GD,  HF  parallele 
fra  piani  paralleli  saranno  uguali  (§.  339.),  ma  sono  già 
uguali  le  rette  AB,  CD,  EF,  dunque  GD  è uguale  a CD, 
ed  HF  uguale  ad  EF,  ciò  che  è assurdo. 

343.  Coro/l.  Due  piani  ABFE;  ABDC  (fig.  124.)  segan- 
dosi in  AB,  se  si  seghino  anche  con  due  piani  paralleli  MN, 
PQ,  le  intersezioni  AE  , AC  sopra  il  primo  piano  forme- 
ranno un  angolo  CAE  uguale  all’  angolo  DBF  fatto  dalle 
intersezioni  sull’  altro  piano.  Infatti  le  intersezione  AE  , 
BF  del  piano  ABF  coi  due  piani  paralleli  MN,  PQ  sono 
parallele  (§.  337.),  e le  intersezioni  AC,  BD  del  piano  ACDB 
cogli  stessi  piani  sono  parallele,  dunque  1’  angolo  CAE  è 
uguale  a DBF. 


TEOREMA  X. 

SE  TRE  RETTE  AB,  CD,  EF  (fig.  124.)  NON  SITUATE  BELLO  STESSO 
FIABO  $OBO  UGUALI,  È PARALLELE,  COBGIUBTE  LE  LORO  ESTRE- 
MITÀ* SUPERIORI  ED  INFERIORI  COI»  RETTE  FORMERANNO  I TRIAN- 
GOLI ACE,  FBD  COINCIDENTI,  ED  IN  PIANI  PARALLELI. 

344.  Dimostr.  Nell’  ipotesi  del  teorema  avremo  i tre 
parallelogrammi  ABFE,  FECD,  CDBA,  perchò  per  es.  nel 
primo  le  rette  AB,  FE  sono  uguali  e parallele.  Nei  delti 
parallelogrammi  deve  essere  AE  uguale  e parallela  a BF: 
lo  stesso  poi  saranno  le  rette  AC  , CE  rispetto  le  rette 
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BD,  DF  : dunque  i due  (riangoli  ACE,  BDF  sono  coinci- 
denti. 

345.  Li  piani  poi  di  questi  due  triangoli  sono  paral- 
leli , perchè  se  non  fossero  condotti  come  innanzi  da  A 
un  piano  parallelo  a BDF  taglierebbe  CD  , EF  in  punti 
G,  H diversi  da  C,  E,  d'onde  verrebbero  come  sopra  le 
rette  GD,  HF  uguali  alle  rette  CD,  EF. 

TEOREMA  XI. 

DUE  RETTE  SEGATE  DA  TRE  RI  AM  PARALLELI 
sono  SEGATE  IH  PARTI  P ItOrORZIONALl. 

346.  Dimoitr.  Sia  la  retta  (Og.  125.)  CD  segale  in  C, 
F,  D dai  tre  piani  MN,  PQ,  RS,  e sia  un’altra  retta  AB 
segata  dagli  stessi  piani.  Si  conduca  la  retta  AD,  e le  rette 
AC,  EG,  BD,  GF.  Nel  triangolo  ABD  segato  da  EG  pa- 
rallela a BD  abbiamo  AE  : EB  = AG  : GI),  e nel  triangolo 
ADC  abbiamo  AG  : GD  = CF  : FD  ; dunque  AE  : EB  = 
CF  : FD. 

TEOREMA  XII. 

L’ANGOLO  FATTO  DA  DUE  PIANI  NEL  SEGARSI  6 ESPRESSO 
DALL’ANGOLO  FATTO  DA  DUE  RETTE  NEGLI  STESSI 
PIANI  E NORMALI  ALLA  RETTA  d’iNTBRSEZIONE 
IN  UNO  STESSO  PUNTO. 

347.  Dimotlr.  Siano  i due  piani  MAP,  MAN  (6g.  126.) 
che  si  segano  nella  retta  AM.  Al  punto  A negli  stessi  piani 
si  conducano  le  normali  PA,  NA  all’intersezione  MA;  dico, 
che  PAN  esprime  l’angolo  fatto  dai  due  piani.  Per  dimo- 
strar ciò  faremo  vedere  primo , che  questo  angolo  è Io 
stesso  qualunque  sia  il  punto  A dell’intersezione  de’piani. 
Secondo  , che  l’angolo  dei  due  piani  varia  proporzional- 
mente alla  variazione  di  questo  angolo. 
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Riguardo  al  primo.  Nei  due  piani  si  conducano  le  due 
normali  BM,  CM,  al  punto  qualunque  M dell’intersezione 
MA.  Essendo  MB  ed  AP  nello  stesso  piano,  e normali  alla 
retta  MA  sono  parallele.  Per  la  stessa  ragione  sono  pa- 
rallele le  rette  MC,  AN  : dunque  gli  angoli  BMC , PAN 
in  due  diversi  piani  , e coi  iati  rispettivamente  paralleli 
(§.  341 .)  sono  ugnali.  Per  provare,  che  l’angolo  fatto  dai 
due  piani  varia  proporzionalmente  all’angolo  PAN,  sul  pia- 
no PAN  da  A si  conduca  la  retta  AD,  e per  MAD  si  meni 
un  piano,  che  si  seghi  col  piano  BMC  secondo  ME  : que- 
ste due  rette  ME,  AD  essendo  intersezioni  d’un  piano  MAD 
con  due  BAC,  PAN  paralleli  saranno  parallele  : quindi  gli 
angoli  BME  , PAD  coi  lati  rispettivamente  paralleli  sono 
nguali.  Se  ora  PAD  entrasse  per  esempio  sei  volte  nel- 
l’angolo PAN  altrettante  volte  BME  ugnale  a PAD  entre- 
rebbe in  BAC  uguale  PAN , e se  dalle  rette  di  divisioni 
come  ME,  AD  si  conducessero  dei  piani  l’angolo  dei  due 
piani  MAP,  MAN  riuscirebbe  diviso  in  sei  angoli  uguali, 
cioè  l’angolo  fatto  dai  due  piani  è proporzionale  a PAN, 
o a qualunque  altro  BMC  formato  nello  stesso  modo  che 
PAN.  Se  PAN  fosse  incommensurabile  colla  solita  prova 
dell’assurdità  si  proverebbe  la  detta  proporzionalità. 

348.  Scolto.  1.°Sedal  punto  M si  elevino  due  normali 
MX,  MY  Tana  al  piano  MAP,  l’altra  al  piano  MAN,  l’an- 
golo XMY  è uguale  a BAC.  Infatti  essendo  MX  normale  al 
piano  MAP  sarà  normale  ad  MB  , retta  condotta  dal 
suo  piede  M nello  stesso  piano.  Per  la  stessa  ragione  l’an- 
golo YMC  è retto  : dunque  sono  uguali  i due  angoli  XMB, 
YMC,  e togliendo  ad  ambedue  l’angolo  YMB  saranno  uguali 
gli  angoli  YMX,  BMC  : dunque  l’angolo  fatto  da  due  pia- 
ni è anche  espresso  dall’angolo  fatto  da  due  normali  agli 
stessi  piani. 

349.  N.  B.  Quando  si  tratta  di  angoli  fatti  da  rette  con- 
dotte comunque  nello  spazio,  può  avvenire,  che  queste  non 
giacciano  nello  stesso  piano  : in  tal  caso  questo  angolo  si 
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rappresenta  per  quello  fatto  da  due  rette  condotte  da  uno 
stesso  punto,  e parallele  alle  due;  il  perchè  neU’espressione 
antecedente  non  ci  siamo  astretti  alla  condizione  , che  le 
normali  ai  due  piani  siano  condotte  da  uno  stesso  punto. 

350.  Scolio  2.°  Quando  due  piani  fanno  angolo  retto 
l’uno  si  dice  normale  all'altro  , e per  giudicarsi  retto  il 
detto  angolo  dere  trovarsi  retto  l’angolo  fatto  da  due  rette 
condotte  nei  detti  piani  normali  alla  comune  loro  interse- 
zione nello  stesso  punto. 

TEOREMA  XIII. 

SE  UNA  BETTA  e NORMALE  AD  UH  FI  AHO  , 

QUALUNQUE  PIANO  MENATO  PER  QUESTA  BETTA 
E NORMALE  ALL’ALTRO. 

351.  Dimostr.  Sia  AP  (fig.1  27.)  normale  ad  MN;  per  AP 

si  conduca  il  piano  ABC,  che  si  seghi  col  primo  in  BC:  si 
conduca  sul  piano  MN  la  retta  DP  normale  a BC.  Essendo 
AP  normale  al  piano  MN  sarà  normale  a PD  condotta  pel 
suo  piede  nello  stesso  piano.  Ora  DP  ed  AP  sono  due  rette 
nei  piani  MN,  ABC,  e normali  in  un  punto  P alla  loro  in- 
tersezione BC,  dunque  l’angolo  APD  (§.  347.)  misura  l’an- 
golo fatto  da  essi,  ma  questo  APD  è retto,  dunque  l’an- 
golo fatto  dai  piani  è retto,  e perciò  il  piano  ABC  è nor- 

male ad  MN. 

352.  Coroll.  Quando  tre  rette  AP,  DP  , BP  sono  fra 
loro  normali,  il  piano  , che  passa  per  una  è normale  al 
piano,  che  passa  per  le  altre  due,  ed  i tre  piani  che  pas- 
sano per  le  tre  rette  considerate  a due  a due  sono  fra 
loro  normali. 
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SE  UN  PIANO  È NORMALE  AD  UN  ALTRO  QUALUNQUE  RETTA 
ELEVATA  NORMALE  ALLA  INTERSEZIONE  DE*  PIANI, 

E DESCRITTA  IN  UN  PIANO  È NORMALE  ALL’ALTRO. 

353.  Dimoslr.  Sia  il  piano  ABC  (fig.  128.)  normale  al 
piano  MN,  c da  un  punto  P dell’intersezione  BC  si  elevi 
nel  piano  BAC  la  PA  normale  a BC,  sarà  questa  normale  al 
piano  MN.  Si  conduca  DP  normale  a BC  sarà  l’angolo  APD 
retto,  perché  essendo  per  ipotesi  retto  l’angolo  fatto  dai 
due  piani  MN,  ABC,  deve  essere  retto  l'angolo  fatto  dalle 
due  rette  DP,  PA  negli  stessi  piani,  e normali  in  un  punto 
P alla  loro  intersezione.  Essendo  ora  AP  normale  alle  due 
rette  BP,  PD  menate  dal  suo  piede  nel  piano  MN  sarà  a 
questo  normale  ($.  326.). 

354.  Coroll.  Se  il  piano  ABC  è normale  al  piano  MN, 
qualunque  retta  elevata  da  un  punto  P deli’  intersezione 
normale  al  piano  MN  deve  trovarsi  nel  piano  ABC.  Perchè 
se  ciò  non  fosse  si  conduca  dallo  stesso  punto  P nel  piano 
ABC  la  PA  normale  a BC,  questa  sarà  normale  al  piano 
MN,  (§.  353.);  ma  la  prima  retta  è anche  normale  al  piano: 
dunque  da  uno  stesso  punto  P ad  un  piano  MN  si  potreb- 
bero condurre  due  distinte  normali  , ciò  che  c assurdo 
($•  328.) 

TEOREMA  XV. 

SE  DUE  PIANI  SONO  NORMALI  AD  UN  TERZO,  A QUESTO  TERZO 
DEVE  ESSERE  NORMALE  LA  LORO  RETTA  D? INTERSEZIONE. 

355.  Dimoftr.  Siano  i piani  ABC,  ADE  (fig.  128.)  nor- 
mali ad  MN.  Se  da  un  punto  P di  loro  intersezione  si 
eleva  una  normale  al  piano  MN  deve  trovarsi  per  l’ante- 
cedente corollario  in  ambedue  i detti  piani  normali,  dun- 
que deve  essere  la  retta  di  loro  intersezione. 

■'««!>  >»  Pi 

geom.  9 
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CAPO  «fi OS0O 

DELLE  PROPRIETÀ’  DEI  SOLIDI. 

3SK* 

TEOREMA  XVI. 

QUALUNQUE  SEZIONE  FATTA  IN  UN  PRISMA  PARALLELA 
AD  UNA  DELLE  BASI  È AD  ESSA  COINCIDENTE. 

356.  Dimostr.  Sia  la  sezioue  LMNOP  (fìg.  129.)  nel 
prisma  FKIBC  parallela  alla  base  ABCDE.  I lati  MN,  BC 
saranno  paralleli,  perchè  ( §.  337.  ) intersezioni  del  piano 
MBCN  coi  piani  paralleli  LMNOP,  ABCDE.  Per  la  stessa 
ragione  saranno  paralleli  gli  altri  lati  della  sezione  alti 
corrispondenti  della  base  : dunque  i quadrilateri  MBCN, 
NCDO,  PODE,  PLAE,  ALMB  sono  parallelogrammi;  per- 
ciò MN  , BC  sono  uguali  , e sono  uguali  gli  altri  lati 
della  sezione  ai  rispettivi  lati  della  base  : quindi  i poli- 
goni della  sezione  , c della  base  sono  equilateri  fra  loro. 
Inoltre  gli  angoli  MNO,  BCD  sono  uguali,  perchè  (§.341 .) 
fatti  da  lati  paralleli,  c diretti  nello  stesso  senso.  Quindi 
gli  angoli  della  sezione  , c della  base  sono  a due  a due 
uguali  : dunque  la  sezione,  c la  base  hanno  gli  angoli  ed 
i lati  uguali,  perciò  sono  coincidenti. 

TEOREMA  XVII. 

OGNI  SEZIONE  IN  UNA  PIRAMIDE  PARALLELA  ALLA  BASE 
È UN  POLIGONO  SIMILE  AL  POLIGONO  DELLA  BASE. 

357.  Dimostr.  Sia  la  sezione  MNLPR  (fig.130.)  parallela 
alla  base  ABCDE  della  piramide  ABCDES.  Per  la  stessa  di- 
mostrazione antecedente  il  poligono  MNLPR  sarà  equiangolo 
al  poligono  ABCDE,  perchè  hanno  i lati  rispettivamente 
paralleli.  Dal  triangolo  BSC  segato  dalla  retta  NI.  parallela 
a BC  avremo  NL  : BC  =»  SL  : SC;  nel  triangolo  SCD  sarà 
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SL  : SC  = LP  : CD  = SP  : SD;  quindi  NL  : BC  = LP  : CD= 
SP  : SD;  nel  triangolo  SED  abbiamo  SP  : SD  — RP  : ED- 
SR  : SE;  dunque  NL  : BC  « LP  : CD  = RP  : ED  = SR:  SE; 
dal  triangolo  SAE  si  ha  SR  : SE  = MR  : AE  = SM  : SA; 
dunque  NL  : BC  = LP  : CD  = RP  : ED  = MR  : AE=SM: 
SA  ; finalmente  nel  triangolo  ASB  abbiamo  SM  : SA  — 
MN  : AB;  dunque  NL  : BC  = LP  : CD=  RP:  ED  = MR  : 
AE  = MN  : AB  : dunque  la  sezione,  e la  base  della  pira- 
mide sono  poligoni  equiangoli,  ed  hanno  i lati  proporzio- 
nali; perciò  sono  simili. 

TEOREMA  XVIII. 

NELLA.  PIRAMIDE  LE  SEZIONI  PARALLELE  ALLA  CASE  SONO 
FRA  LORO,  E COLLA  BASE  COME  I QUADRATI 
DELLE  LORO  DISTANZE  DAL  VERTICE. 

358.  Dimostr.  Sia  la  piramide  ABDEL  (fig.  131.);  dal 
vertice  L si  cali  la  normale  LC  sulla  base  ABDE  prolun- 
gala in  C.  Si  faccia  una  sezione  QIGO  parallela  a questa 
base,  che  si  prolunghi  fino  all’intersezione  F colla  norma- 
le : si  conducano  da  F le  rette  FI,  FG  agli  estremi  del 
lato  IG,  e le  rette  CB , CD  agli  estremi  di  BD.  I trian- 
goli 1FG,  BCD  coi  Iati  rispettivamente  paralleli  sono  si- 
mili, perchè  il  triangolo  IFG  si  può  considerare  come  una 
sezione  della  piramide  LCDB  parallela  alla  base  BCD  ; 
quindi  sarà  IG  : BD  = IF  : BC  , ed  anche  quadrato  di  1G 
sta  a quadrato  di  BD  come  quadrato  di  IF  sta  a quadra- 
to di  BC  : perchè  ambedue  i rapporti  sono  come  le  su- 
perficie de’due  triangoli  simili  IGF,  BDC  (§.  230.),  ma  nei 
due  triangoli  simili  LIF,  LBC  abbiamo  per  la  stessa  ra- 
gione quadrato  di  IF  sta  a quadrato  di  BC  come  quadrato 
di  LF  sta  a quadralo  di  LC  : dunque  quadrato  di  IG  sta 
a quadrato  di  BD  come  quadrato  di  LF  sta  a quadrato 
di  LC  : ma  il  primo  rapporto  è il  rapporto  della  superfi- 
cie dei  due  poligoni  simili  QOGI,  AEDB  ($.  261.):  dun- 
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quc  le  superfìcie  di  questi  due  poligoni  della  sezione  , c 
della  base  sono  come  i quadrati  delle  loro  distanze  LF, 
LC  dal  vertice  della  piramide. 

TEOREMA  XIX. 

due  piramidi  di  uguali  basi,  e di  uguali  altezze 

HANNO  SEZIONI  UGUALI  AD  UGUALI  DISTANZE 
DAL  VERTICE. 

339.  Dimostr.  Sia  B il  valore  delle  due  basi  , ed  A , 
l’altezza  comune.  Siano  s , t due  sezioni  fatte  ad  uguali 
distanze  d dai  vertice:  avremo  per  le  due  piramidi  (§.  158.) 
s : B — il  quadrato  di  d al  quadrato  di  A ; $'  : B = il  qua- 
drato di  d sta  al  quadrato  di  A:  ora  affinchè  queste  propor- 
zioni sussistano  é necessario  che  le  sezioni  »,  s siano  uguali. 

360.  La  solidità  d’una  figura  é lo  spazio  che  essa  oc- 
cupa, perchè  la  solidità  è l’estensione  di  lunghezza  lar- 
ghezza c profondità  : ora  lo  spazio,  che  occupa  una  figu- 
ra, che  si  dice  solido,  é appunto  una  estensione  della  sua 
lunghezza,  larghezza,  e profondità. 

36 1.  Dunque  due  di  solidi,  che  occupano  lo  stesso  spa- 
zio, sono  uguali  in  solidità. 

TEOREMA  XX. 

DUE  PRISMI,  E DUE  PIRAMIDI  DI  UGUALI  BASI  E DI  UGUALI 
ALTEZZE  SONO  RISPETTIVAMENTE  UGUALI  IN  SOLIDITÀ’. 

362.  Dimoitr.  Siano  i due  detti  prismi;  facendo  in  essi 
sezioni  parallele  alle  basi  sono  uguali  alle  stesse  basi 
(§.  356.)  : ma  per  ipotesi  queste  sono  uguali,  dunque  so- 
no uguali  anche  le  sezioni.  Ora  se  le  due  basi  dei  due 
prismi  siano  collocate  sopra  d'un  piano,  é evidente  , che 
facendo  successive  sezioni  in  uno,  cominciando  dalla  base, 
parallele  alia  base  stessa  si  faranno  altrettante  sezioni  nel- 
l’altro prisma,  c viceversa  : dunque  in  tutta  l’altezza  di 
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ambedue  li  prismi  si  può  fare  i»  stesso  numero  di  sezio- 
ni, che  sono  tutte  uguali  : ma  ò chiaro,  che  i due  prismi 
con  tutte  queste  sezioni  occupano  gli  spazii  da  loro  oc- 
cupati : dunque  questi  spazii  sono  uguali  , c perciò  sono 
uguali  le  loro  solidità  (§.  361.). 

363.  Riguardo  alle  due  piramidi  di  uguali  basi  ed  al- 
tezze s’intendano  colle  loro  basi  collocate  sopra  uno  stesso 
piano.  Se  cominciando  da  queste  si  facciano  successive  se- 
zioni in  ambedue  ad  uguali  distanze  dai  vertici  saranno 
fra  loro  uguali  (§.  359.),  e di  più  di  ugual  numero,  se  con 
queste  sezioni  si  giunga  fino  ai  vertici  : dunque  ragionan- 
do come  innanzi,  le  due  piramidi  occuperanno  uguali  spa- 
zii, c perciò  avranno  uguali  solidità. 

TEOREMA  XXI. 

SIA  IL  CUBO  AD  (fig.  1 32.).  PER  GLI  SPIGOLI  OPPOSTI  AG,  CD;  Bl, 
EF  SI  FACCIANO  DUE  SEZIONI,  QUESTE  SARANNO  1 RETTAN- 
GOLI ACDG,  BEFI.  SE  IN  QUESTI  SI  CONDUCANO  LE  DIAGO- 
NALI AD,  GC  ; BF,  IE,  IL  CUBO  SARA1  DIVISO  IN  SEI  PIRA- 
MIDI GIODF,  FOECD,  BOCDI,  BOIGA,  AOEFG  QUANTE  SONO  LE 
FACCE  DEL  CUBO,  AVENTI  PER  BASI  LE  FACCE  STESSE,  UN 
COMUN  VERTICE  IN  O , DI  ALTEZZA  UGUALE  ALLA  META1 
DELL’ALTEZZA  DEL  CUBO,  E PERCIÒ  UGUALI  FRA  DI  LORO, 
E DIVIDENTI  IL  CUBO  IN  SEI  PARTI  UGUALI. 

364.  Dimostr.  Nei  rettangoli  ACDG,  BEFI  coincidenti 
le  diagonali  uguali  si  dividono  per  metà,  di  più  ciascuno 
dei  due  punti  di  divisione  si  trova  sulla  metà  della  co 
raune  intersezione  dei  due  rettangoli,  che  è la  retta  che 
congiungc  L con  M : dunque  è unico  punto  0 dove  tutte 
e quattro  le  diagonali  si  segano  : quindi  le  sei  piramidi 
hanno  un  comun  vertice  in  0 alla  metà  della  distanza  dei 
due  punti  L,  M,  o dell’altezza  CD  del  cubo  : perciò  le  sei 
piramidi  hanno  per  altezza  la  metà  dell’altezza  del  cubo; 
quindi  sono  uguali  fra  loro  avendo  (§.  363  ) uguali  basi 
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ed  uguali  altezze,  e quindi  dividono  il  cubo  in  sei  parti 
uguali. 

365.  Coroll.  1.”  Queste  piramidi  sono  rette  (§.  305.);  la 
solidità  di  una  di  queste  piramidi  è il  sesto  della  solidità 
del  cubo  : dunque  una  piramide  retta  , che  ha  per  base 
una  delle  facce  del  cubo,  e per  altezza  la  sua  metà  è il 
sesto  del  cubo  stesso. 

366.  Coroll.  2.°  lina  piramide  qualunque  , che  abbia 
la  sua  base  equivalente  ad  una  delle  facce  del  cubo,  c per 
altezza  la  metà  dell’altezza  dei  cubo  stesso  è un  sesto  della 
solidità  di  questo  ; perchè  la  detta  piramide  equivale 
(§.  363.)  alla  solidità  d'una  piramide  retta  di  base  uguale 
ad  una  delle  facce  del  cubo,  e di  altezza  uguale  alla  metà 
dell’altezza  del  cubo,  avendo  per  ipotesi  queste  due  pira- 
midi la  stessa  altezza,  c basi  equivalenti. 


-saa Ber- 


«**#  TSi&IS 

DELLA.  MISURA  DELLE  SUPERFICIE, 
E DELLE  SOLIDITÀ’  DE’SOLIDI. 


TEOREMA  XXII. 

DUE  PARALLELEPIPEDI  RETTANGOLI  DI  UGUALI  BASI 
SONO  COME  LE  ALTEZZE. 

367.  Dimoslr.  Siano  i due  parallelepipedi  (fìg.  133.) 
che  abbiano  uguali  basi  BACF,  TMNO,  dico,  che  le  loro 
solidità  sono  come  le  altezze  IC  , SM.  Supponiamo  , che 
queste  altezze  siano  come  cinque  a sette.  Divisa  l’altezza 
IC  in  cinque  parti  uguali,  l’altezza  SM  si  potrà  dividere 
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in  sci  uguali  alle  prime.  Se  ncll'una  e nell’  allra  altezza 
dai  punti  di  divisione  si  conducano  piani  paralleli  alle 
basi  avremo  diviso  i due  parallelepipedi  rettangoli  in  lau- 
ti parallelepipedi  rettangoli  tulli  uguali  fra  loro  , per- 
ché hanno  uguali  basi,  ed  uguali  altezze,  e 5 ne  conterrà 
il  parallelepipedo  G€,  c 7 l'altro  BN  : dunque  i due  pa- 
rallelepipedi saranno  fra  loro  come  5 a 7,  o come  le  loro 
altezze. 

368.  Se  le  altezze  fossero  incommensurabili  supponia- 
mo, che  la  detta  proporzione  non  esista,  allora  invece  del- 
la proporzione  GC  : RN  — IC  : SM  sia  l’altra  GC  : RN  = 
IC  : XM.  Si  prenda  un  intervallo  minore  di  SX,  che  entri 
esattamente  in  IC.  Portato  questo  sopra  MX  darà  un  punto 
di  divisione  fra  S ed  X,  e sia  U.  Si  compia  il  parallele- 
pipedo MZ.  Avendo  IC,  MU  una  comune  misura  sarà  la 
proporzione  GC  : YN  = IC  : MU,  ossia  GC  : IC  = YN  : MU; 
ma  avevamo  GC  : IC  = RN  : XM  ; dunque  sarà  YN  ; MU= 
RN  : XM,  ovvero  YN  : RN  = MU  : XM  ; cioè  il  solido  YN 
maggiore  sta  al  minore  RN  come  la  retta  minore  MU  sta 
alla  maggiore  MX,  cosa  assurda. 

TEOREMA  XXIII. 

DUE  PARALLELEPIPEDI  RETTANGOLI  DI  UGUALI  ALTEZZE 
SONO  FRA  LORO  COME  LE  BASI. 

369.  Dimostr.  Siano  i due  parallelepipedi  AG  , AK 
(fìg.  134.)  di  uguali  altezze.  Si  adatti  cosi  l’uno  all’altro, 
che  abbiano  lo  stesso  angolo  EAB.  Si  prolunghi  la  faccia 
KO  finché  in  PQ  tagli  la  faccia  HC.  I due  parallelepipedi 
AQ,  AG  hanno  la  stessa  base  ED,  dunque  sono  (§.  167.) 
come  le  altezze;  perciò  sarà  AQ  : AG  = AO  : AB.  I due 
parallelepipedi  AG,  AK  hanno  la  stessa  base  AI , dunque 
daranno  AK  : AQ  = AM  : AD.  Moltiplicando  termine  a ter- 
mine queste  due  proporzioni,  c togliendo  nel  primo  rap- 
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porlo  il  fattore  comune  AQ  sarà  AK  : AG  = AO  X AM: 
AB  X AD  ; cioè  i due  parallelepipedi  sono  come  le  loro 
basi. 

TEOREMA  XXIV. 

DUE  PARALLELEPIPEDI  QUALUNQUE  SONO  COME  LE  LORO 
BASI  MOLTIPLICATE  PER  LE  ALTEZZE,  O COME  I PRODOTTI 
DEI  LORO  TRE  SPIGOLI  CONGIUNTI  AD  ANGOLO. 

370.  Dimostr.  Siano  i due  parallelepipedi  AG,  AZ  (lìg. 

1 34.)  Si  adattino  ad  avere  lo  stesso  angolo  OAX.  Coll’op- 
portuno  prolungamento  delle  facce  si  formi  il  parallelepi- 
pedo AK  della  stessa  altezza  del  parallelepipedo  AG.  Ora 
i due  parallelepipedi  AG  , AK  avendo  la  stessa  altezza 
(§.  369.)  ci  daranno  AG  : AK  = ABGD  : MNOA.  1 due  pa- 
rallelepipedi AZ , AK  , che  hanno  la  stessa  base  MNOA 
( §.  367.  ) ci  danno  AK  : AZ  = AE  : AX  . Moltiplicando 
queste  due  proporzioni,  e togliendo  il  fattore  AK  comune 
nel  primo  rapporto  avremo  AG  : AZ  = ABCD  X AE  : 
MNOA  x AX  : ma  ABCD  = AD  X AB,  MAON  = MA  X AO: 
dunque  AG  : AZ  = DA  x AB  x AE  : MA  X AO  X AX. 
Le  due  proporzioni  dimostrano  {'asserzioni  del  teorema. 

-€RSSS»- 

MISURA  DELLE  SUPERFICIE  DE’SOLIDI 

TEOREMA  XXV. 

LA  SUPERFICIE  all’intorno  d’uN  PRISMA  RETTO  È UGUALE 
AL  PERIMETRO  DELLA  BASE  MOLTIPLICATO  PER  UNO 
DEGLI  SPIGOLI. 

371.  Dimontr.  Supponendo  retto  il  prisma  FK1BC  (fig. 
129.),  i quadrilateri  GC,  HD  cc.  saranno  tanti  rettangoli 
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della  stessa  altezza,  che  é uno  degli  spigoli,  dunque  i parziali 
rettangoli  saranno  uguali  alle  rispettive  basi  moltiplicate 
per  uno  spigolo;  supponendo  dunque  £,  b\  b',  b",  b"  ec. 
queste  basi,  ed  s io  spigolo,  la  somma  delle  superficie  dei 
rettangoli  sarà 

bs  -4-  b's  -t-  b''s  b‘"$  ec.  — (b  -+■  b'  -+-  h"  b"'  ec.)*  : 
dunque  la  somma  delle  loro  superficie  sarà  uguale  alia 
somma  delle  basi  moltiplicate  per  Io  spigolo,  ossia  al  pe- 
rimetro della  base  del  prisma  moltiplicalo  per  lo  spigolo. 

TEOREMA  XXVI. 

LA  SUPERFICIE  DELLA  PIRAMIDE  RETTA  F,  UGUALE  AL  PERI- 
METRO DELLA  BASE  MOLTIPLICATO  PER  LA  META*  DELLA 
NORMALE  CALATA  DAL  SUO  VERTICE  SOPRA  UNO  DEI  LATI 
DELLA  BASE  STESSA. 

372.  Dimostr.  Se  la  piramide  ABCDES  (fig.130.)  è retta, 
è facile  a dimostrarsi,  che  le  normali  calate  dal  vertice  S 
sopra  i lati  BC,  CD  ec.  del  poligono  regolare  della  base 
sono  uguali,  ossia,  che  le  facce  triangolari  hanno  la  stessa 
altezza,  che  è la  normale  calata  dal  vertice  della  piramide 
sopra  una  delle  basi  dei  triangoli.  Ora  la  superficie  di  ogni 
faccia  triangolare  è uguale  alla  base  moltiplicata  per  la 
metà  di  questa  altazza  : dunque  ragionando  come  nel  pri- 
sma (§.  371.)  la  somma  delle  superficie  delle  facce  è uguale 
alla  somma  delle  basi,  o al  perimetro  della  base  della  pi- 
ramide moltiplicato  per  la  metà  della  detta  altezza. 

Scolio.  Se  il  prisma,  e la  piramide  sono  oblique  si  pren- 
deranno le  superficie  delle  singole  facce,  e si  sommeran- 
no. Nel  prisma  FK1BC  (fig.  1 29.)  obbliquo  si  potrebbe  con- 
durre un  piano  LMNOP  normale  agli  spigoli  uguali  , ed 
é chiaro  che  la  somma  delle  superficie  delle  facce  sarebbe 
uguale  al  perimetro  di  questo  poligono  moltiplicato  per 
uno  spigolo  : perché  per  esempio  la  superficie  della  faccia 
GHCB  = HCx  MN. 
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TEOREMA  XXVII. 


LA  SUPERBIE  ALL'INTORNO  d’lN  TRONCO  DI  PIRAMIDE  RETTA 
OTTENUTO  CON  UNA  SEZIONE  PARALLELA  ALLA  BASE  È 
UGUALE  ALLA  SEMISOMM A DEL  PERIMETRO  SUPERIORE  ED 
INFERIORE  MOLTIPLICATA  PER  LA  NORMALE  CONDOTTA  FRA 
DUE  LATI  CORRISPONDENTI  INFERIORE  E SUPERIORE. 

373.  Dimostr.  Sia  il  tronco  di  piramide  retta  (fìg.  130.) 
MPABCDE,  è chiaro,  che  ogni  faccia  come  BNLC,  CLPD  ec. 
è un  trapezio,  e lutti  questi  trapezii  sono  della  stessa  al- 
tezza, che  è la  normale  fra  due  lati  superiore  , ed  infe- 
riore : ora  la  superfìcie  di  ciascuno  ò uguale  alla  semi- 
somma delle  due  basi  parallele  moltiplicata  per  la  detta  al- 
tezza : dunque  la  somma  delle  superfìcie  delti  detti  trape- 
zii sarà  uguale  alla  scmisomma  dei  due  perimetri  supe- 
riore , ed  inferiore  moltiplicata  per  la  normale  fra  due 
lati  paralleli. 

Scolio.  Se  il  tronco  è di  piramide  obliqua  si  troveran- 
no parzialmente  le  superficie  delle  facce. 

TEOREMA  XXVIII. 

LA  SUPERFICIE  ALL’INTORNO  o’uN  CILINDRO  RETTO  È UGUALE 
ALLA  PERIFERIA  DELLA  BASE  MOLTIPLICATA  PER  L'ALTEZZA 
DEL  CILINDRO.  LA  SUPERFICIE  d'uN  CONO  RETTO  È UGUALE 
ALLA  PERIFERIA  DELLA  BASE  MOLTIPLICATA  PER  M ET a’ DEL- 
LA NORMALE  CALATA  DAL  VERTICE  ALLA  STESSA  PERIFE- 
RIA. E LA  SUPERFICIE  d’uN  TRONCO  DI  CONO  RETTO  È UGUA- 
LE ALLA  SEMISOMMA  DELLE  PERIFERIE  DELLE  DUE  RAS! 
MOLTIPLICATA  PER  LA  NORMALE  FRA  LE  DUE  PERIFERIE 
stesse;  ovvero  È UGUALE  ALLA  DETTA  NORMALE  MOLTI- 
PLICATA PER  LA  PERIFERIA  CHE  DIVIDE  IN  MEZZO  LE  NOR- 
MALI FRA  LE  DUE  PERIFERIE  O L’ALTEZZA  DEI  TRONCO. 

374.  Dimostr.  Nel  cilindro  si  suppongano  circoscritti  alle 
periferie  delle  due  basi  due  poligoni  regolari  dello  stesso 
numero  di  lati.  Congiunti  con  rette  i vertici  degli  angoli 
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superiori,  ed  i vertici  degli  angoli  sottoposti  avremo  all’in- 
torno tanti  rettangoli,  che  coi  due  poligoni  formeranno  un 
prisma  retto,  di  cui  uno  spigolo  sarà  l’altezza  del  cilindro. 
Se  si  dica  C la  superficie  all’intorno  del  cilindro,  e sia  x la 
differenza  fra  la  sua  superficie  e quella  del  prisma,  sarà  C-Kr 
la  superficie  di  questo.  Sia  y la  differenza  fra  la  circonferen- 
za c del  circolo  iscritto,  ed  il  perimetro  del  poligono  cir- 
coscritto; questo  perimetro  sarà  espresso  da  c -+-  y.  Sia  fi- 
nalmente a lo  spigolo  del  prisma,  o l’altezza  dei  cilindro. 
La  superficie  del  prisma  sarà  espressa  da  (c-+-y)a:  dunque 
C + i=  (c  + y)a  o C -+-  x = ca  ay.  Supponendo,  che 
i lati  dei  due  poligoni  vadano  indefinitamente  moltiplican- 
dosi allo  stesso  modo,  i due  poligoni  indefinitamente  an- 
deranno  accostandosi  ai  circoli,  ed  il  prisma  al  cilindro  : 
dunque  nella  nostra  equazione  i , y continuamente  variano, 
rimanendo  costanti  C,  c.  a;  dunque  uguagliando  fra  loro 
le  quantità  costanti  sarà  C = co  : cioè  la  superficie  all’in- 
torno del  cilindro  retto  è uguale  alla  periferia  della  base 
moltiplicata  per  la  sua  altezza. 

373.  Biguardo  al  cono  retto  si  circoscriva  un  poligono 
regolare  alla  periferia  della  base,  e dal  vertice  del  cono 
si  conducano  tante  rette  ai  vertici  degli  angoli  dello  stesso 
poligono,  si  formeranno  cosi  all’intorno  tanti  triangoli  iso- 
sceli quanti  sono  i lati  del  poligono,  e questi  triangoli  da- 
ranno la  superficie  d una  piramide  retta,  che  ha  la  stessa 
altezza  del  cono.  I lati  del  poligono  sono  tante  tangenti 
(§.  266.)  nei  loro  punti  medii  al  circolo  della  base:  quindi  se 
dal  comun  vertice  dei  triangoli  isosceli  si  conducano  le  ret- 
te a questi  punti  di  tangenza,  andando  alla  metà  delle  basi 
dei  detti  triangoli  isosceli,  saranno  le  loro  altezze,  e sa- 
ranno tutte  uguali.  Si  dica  C la  superficie  del  cono  , ed 
essendo  y la  differenza  di  questa  superficie,  e quella  all’in- 
torno della  piramide,  sarà  C+i/la  superficie  di  questa. 
Sia  c la  circonferenza  del  circolo  iscritto  , ed  indicando 
per  x la  differenza  di  essa,  ed  il  perimetro  del  poligono 
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circoscritto , sarà  questo  espresso  da  e •+•  x : se  dunque 
sia  a la  normale  calata  dal  vertice  della  piramide  ad  uno 
dei  punti  di  tangenza  del  poligono  avremo  per  la  superfì- 
cie della  piramide 


C-t-y  = (c-+-x)y  = 


ca 

J 


ax 
2 ' 


ca 


d’onde,  ragionando  come  innanzi,  C = cioè  la  super- 


ficie del  cono  è uguale  alla  metà  del  prodotto  della  peri- 
feria della  sua  base  moltiplicata  per  la  normale  calala  dal 
suo  vertice  alla  periferia  stessa. 

376.  Pel  tronco  di  cono  retto  si  suppongano  circoscritti 
alle  periferie  delle  basi  due  poligoni  regolari  dello  stesso 
numero  di  lati,  e congiunti  i vertici  degli  angoli  del  poligo- 
no superiore  coi  corrispondenti  degli  angoli  inferiori  si  avrà 
così  intorno  al  tronco  di  cono  la  superficie  d’un  tronco  di 
piramide  retta.  Questa  superficie  (§.  373.)  sarà  uguale  alla 
semisomma  dei  perimetri  superiore,  ed  inferiore  dei  poligoni 
moltiplicala  per  la  normale  fra  due  Iati  paradelli,  che  può 
essere  la  retta,  che  congiungc  i punti  di  tangenza  coi  cir- 
coli dei  due  stessi  lati,  perchè  questa  retta  andando  ai  pun- 
ti tnedii  dei  due  detti  lati  prolungata  anderebbe  al  ver- 
tice del  triangolo  isoscele  formato  dai  spigoli  vicini  pro- 
lungati anche  essi  fino  ai  punto  d’incontro.  Sia  dopo  ciò 
T la  superficie  all’intorno  del  tronco  di  cono  retto,  ed  y 
la  differenza  di  essa  e la  superficie  all’intorno  del  tronco 
di  piramide.  Siano  c , C le  circonferenze  dei  due  circoli 
supcriore  ed  inferiore,  ed  x,  z le  differenze  di  esse,  e dei 
corrispondenti  perimetri  dei  due  poligoni  ; sia  poi  a la 
retta  normale  a due  lati  paralleli  dei  poligoni,  o la  normale 
ai  perimetri  dei  due  circoli,  avremo  dopo  ciò 


T-h 
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ciò  , che  si  doveva  trovare. 

377.  Se  ora  s’immagina,  che  il  trapezio  (fig.  135.)  ABDF 
col  lato  AF  normale  alle  due  basi  AB,  FD  si  travolga  in- 
torno ad  AF,  le  rette  AB,  FD  colle  loro  estremità  B,  D ge- 
nereranno le  circonferenze  delle  basi  del  tronco  di  cono  ge- 
nerato dal  trapezio  nella  rivoluzione.  Se  si  suppone  condotta 
la  retta  EC  biscgantc  i Iati  AF,  BD  in  E,  C,  questa  sarà  la 
semisomma  delle  rette  (§.  247.)  AB,  FD;  generando  dun- 
que essa  la  circonferenza  d’on  circolo  col  punto  C,  que- 
sta sarà  la  semisomma  delle  circonferenze  delle  due  basi 
del  tronco  di  cono,  perché  le  circonferenze  sono  come  i 
raggi  (§.286.).  Da  ciò  viene,  che  la  superficie  d’un  tronca  di 
cono  retto , che  è uguale  alla  semisomma  delle  circonfe- 
renze delle  due  basi  moltiplicata  per  la  normale  fra  le  due 
stesse  circonferenze  (§.  376.),  è anche  uguale  alla  circon- 
ferenza media , che  divide  in  mezzo  1’  altezza  AF  del 
tronco,  o le  normali  fra  le  dette  circonferenze  moltiplicata 
per  una  di  queste. 

Scolio.  Non  é della  Geometria  elementare  il  misurare 
le  superficie  dei  cilindri,  coni,  e tronchi  di  coni  obliqui. 

TEOREMA  XXIX. 

CIRCOSCRITTO  IL  SEM1POLIGONO  BAHQPO  (fig.  136.)  REGOLARE 
DI  PARI  NUMERO  DI  LATI  AD  UN  SEMIC1RCOLO  NIM,  SI  SUP- 
PONGA RAVVOLGERSI  INTORNO  ALL’ASSE  HO,  DICO,  CHE  LA 
SUPERFICIE  DEL  SOLIDO  DA  ESSO  GENERATO,  CHE  SI  CHIAMA 
SFEROIDE  È UGUALE  ALLA  PERIFERIA  DEL  CIRCOLO  ISCRIT- 
TO AL  POLIGONO  MOLTIPLICATA  PER  L’ASSE  BO. 


378.  Dimostr.  Si  consideri  il  cono  retto  generato  da 
ABC  nella  detta  rivoluzione.  La  sua  superficie  è la  peri- 
feria di  raggio  AC  moltiplicata  per  la  metà  di  AB  : dun- 

„ AB 

que  questa  superficie  è espressa  da  27iAC . —, ossia, con- 

ù 
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dotto  il  raggio  GD  al  punto  di  tangenza  D,  da  2kACxDB. 
Ora  i triangoli  ABC,  GDB  sono  simili,  dunque  avremo  la 
proporzione  DB:  DG=BC:AC  : dunque  ACxDB=DG  xBC: 
dunque  la  superficie  del  cono  retto  è aguale  a 2-DG  xBC. 
La  retta  AH  nella  rivoluzione  del  semipoligono  genera  la 
superficie  d’un  tronco  di  cono  retto  , questa  superficie  é 
uguale  alla  circonferenza  del  circolo  medio  di  raggio  FE 
moltiplicata  per  l’altezza  AH:  dunque  la  detta  superficie  è 
espressa  da  2nFE  x AH,  I due  triangoli  simili  (§.219.) 
AHS , FEG  ci  danno  AH  : AS  — FG  : FE  : dunque 
FE  X AH=FG . AS  : dunque  l’espressione  antecedente  della 
superficie  del  tronco  di  cono  diventa  2kFG  . AS  , ossia 
2?rDG  X CL.  La  superficie  del  cilindro  generato  da  HI  è 
espressa  da  2tt1G  X HI,  o da  2nDG  x GL.  Riunendo  le 
quantità  trovate  si  vedrà  , ebe  la  superficie  generata  da 
BAI  è uguale  a 2rrDG  x BC-t- 27rDG  x GL  -+-  2-DG  x LG, 
ossia  a 2;rDG  ( BG  CL  -+-  LG  ) , ossia  2ttDG  X BG  ; e 
la  superficie  gcuerata  dal  semipoligono  BHQO  sarà  espres- 
sa da  2kDG  . BO,  come  si  doveva  dimostrare. 

379.  Corali.  La  superficie  d’una  porzione  della  sferoide 
o cominciando  dal  vertice  B fino  ad  un  punto  qualunque 
H limitata  dal  piano  condotto  secondo  HL  normale  a BO, 
o compresa  fra  due  piani  normali  ali’  asse  come  sarebbe 
quella  generata  dalla  rivoluzione  di  AHI,  è espressa  dalla 
periferia  del  circolo  iscritto  al  poligono  moltiplicata  per 
l’altezza  BL,  o per  1’  altezza  CG  delle  rispettive  porzioni 
della  sferoide. 

TEOREMA  XXX. 

LA  SUPERFICIE  D’UNA  SFERA  È UGUALE  ALLA  CIRCONFERENZA 
D’UN  CIRCOLO  DI  RACGIO  UGUALE  AL  SUO,  O ALLA  CIRCON- 
FERENZA d’un  CIRCOLO  MASSIMO  MOLTIPLICATA  PEL  DIA- 
METRO. 

380.  Dimostr.  Moltiplicandosi  all’indefinito  il  numero  dei 
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lati  del  semipoligono  BIO  (fig.  136.)  la  superficie  della  sfe- 
roide indefìnitameote  s’accosta  alla  superficie  della  sfera,  e 
l’asse  BO  al  diametro  NM.  Sia  s la  superfìcie  della  sfera, 
ed  y la  differenza  della  sua  superfìcie,  e quella  della  sfe- 
roide; sia  r il  raggio  della  sfera,  che  è il  raggio  del  cir- 
colo iscritto  al  semipoligono.  Sia  x la  differenza  fra  il  dia- 
metro 2r  del  detto  circolo  , o della  sfera  , e 1’  asse  BO 
della  sferoide.  Avremo  S -+•  y = 2rtr  ( 2r  x ) , quindi 
al  solito  S = 2nr.  2 r,  che  è il  teorema. 

381.  Corali.  La  superficie  d'una  porzione  di  sfera  pro- 
dotta dalla  rivoluzione  dell’arco  NF,  che  si  chiama  Callotta 
è uguale  alla  circonferenza  del  circolo  massimo  moltiplicata 
per  l’altezza  NE  della  callotta. 

382.  La  superficie  di  una  zona  sferica  fra  due  piani 
normali  al  diametro  generata  dalla  rivoluzione  deli’  arco 
XI  è uguale  alla  circonferenza  del  circolo  massimo  molti- 
plicata per  ('altezza  GG  della  zona. 

MISURA  DELLE  SOLIDITÀ’  DE’SOLIOI 

383.  Per  misurare  un  solido  si  prende  un’altro  solido 
cognito  per  unità,  e si  vede  quante  volte  entra  nel  primo. 
La  figura  di  queste  unità  è quella  del  cubo,  come  la  più 
semplice  nel  suo  concetto,  bastando  il  conoscere  solo  uno 
spigolo.  É in  arbitrio  la  grandezza  di  questo  cubo,  che  di- 
pende dalla  lunghezza  d’un  suo  spigolo.  Se  questo  sia  un 
piede,  un  palmo,  un  pollice,  un  metro,  l’unità  misuratrice 
si  dice  piede  cubo,, palmo  cubo, pollice  cubo_,metro  cubo',  e quan- 
do si  dice,  che  un  solido  è per  es.  di  dieci  metri  cubi,  ciò 
vuol  dire,  che  un  cubo  ciascun  spigolo  del  quale  è un  metro 
entra  nel  solido  dicci  volte.  Diamo  i metodi  per  misurare  i 
solidi  elementari,  quali  sono  i prismi,  e le  piramidi  per  li 
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solidi  terminati  da  piani;  valuteremo  in  seguito  la  solidità 
dei  cilindri,  e dei  coni,  che  son  solidi  li  più  semplici  ter- 
minati da  superfìcie  curva,  ed  in  ultimo  daremo  il  valore 
della  solidità  della  sfera. 

TEOREMA  XXXI. 

UN  PARALLELEPIPEDO  RETTANGOLARE  È UGUALE  AL  PRODOTTO 

de’suoi  tre  spigoli  congiunti  ad  angolo,  o è uguale 

ALLA  SUA  BASE  MOLTIPLICATA  PER  l’  ALTEZZA.  LA  SOLI- 
DITÀ' d'un  prisma  qualunque  è uguale  alla  sua  BASE 
MOLTIPLICATA  PER  L’ALTEZZA. 

334.  Dimostr.  Siano  due  parallelepipedi  rettangolari. 
Le  loro  solidità  siano  S,  S';  i tre  spigoli  congiunti  ad  an- 
golo nel  primo  siano  a,  b , c;  nel  secondo  a'b'c.  Avremo 
(§.  370.)  S : S'  = abe:  a'b'c.  Sia  S'  un  cubo  di  solidità  C, 
di  cui  un  lato  sia  l : il  prodotto  dei  tre  lati  congiunti  ad 
angolo  sarà  l3,  e questo  si  dovrà  porre  invece  di  a'b'c' 
nella  proporzione  antecedente:  dunque  si  avrà  S:C —abc:l3. 
Se  i Iati  a,  b,  c del  parallelepipedo  si  misurino  col  Iato 
l preso  per  unità  sarà  ì3  =1,  ed  S = abe  , C : dunque  mi- 
surati i tre  spigoli  congiunti  ad  angolo  nel  parallelepipe- 
do rettangolare  col  lato  supposto  uno  del  cubo,  il  pro- 
dotto dei  tre  numeri,  che  vengono,  esprime  quante  volte  il 
detto  cubo  entra  nel  parallelepipedo.  Se  il  cubo  0 si  pren- 
da per  cubo  misuratore  della  solidità,  potrà  farsi  C=  1, 
e si  dirà,  che  la  solidità  d’un  parallelepipedo  rettangola- 
re c uguale  al  prodotto  dei  suoi  tre  spigoli  congiunti  ad 
angolo  ; supponendo  però  , che  questo  prodotto  ripeta  il 
cubo  misuratore,  con  un  lato  del  quale  preso  per  unità  so- 
no stati  misurati  i detti  spigoli. 

385.  Nel  prodotto  abe  considerando  per  base  il  rettan- 
golo fatto  dai  due  lati  a , b , il  prodotto  ab  sarà  la  sua 
superficie,  c c l’altezza  del  solido  : quindi  si  può  dire  an- 
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cora,  che  la  solidità  d'  un  parallelepipedo  rettangolare  é 
uguale  al  prodotto  della  base  per  l’altezza. 

386.  So  il  parallelepipedo  rettangolare  diventa  un  cu- 
bo, il  prodotto  dei  tre  lati  diventa  la  terza  potenza  d’un 
lato;  il  perchè  la  terza  potenza,  di  una  quantità  si  chiama 
il  cubo  della  quantità  stessa.  Cosi  a3  si  dice  il  cubo  di  a, 
perchè  fatto  un  cubo  collo  spigolo  a,  a3  ci  dà  la  sua  so- 
lidità, o quante  volte  un  cubo  minore,  col  lato  del  quale 
si  è misurato  a,  entra  nel  proposto  cubo. 

387.  Si  consideri  ora  un  prisma  di  base  qualunque  , 
ma  equivalente  alla  base  d’un  parallelepipedo  rettangolare, 
e di  altezza  uguale  all’altezza  di  questo,  i due  solidi  sa- 
ranno equivalenti  (§.  362.),  ma  la  solidità  del  parallelepi- 
pedo è uguale  alla  base  moltiplicata  per  l’altezza  (§.  385.), 
dunque  anche  la  solidità  del  prisma  6 uguale  alla  sua  base 
moltiplicata  per  la  sua  altezza. 

TEOREMA  XXXII. 

la  solidità’  d’usa  piramide  qualunque  è uguale 

ALLA  SUA  BASE  MOLTIPLICATA  PER  US  TERZO 

dell’altezza. 


388.  Dimost.  Si  prenda  una  delle  sei  piramidi,  in  che 
fu  diviso  il  cubo  (§.  364.),  la  solidità  d’ognuna  è (§.365.) 
il  sesto  della  solidità  del  cubo;  ora  la  solidità  del  cubo, 
come  quella  del  parallelepipedo  rettangolare,  è uguale  alia 
base  moltiplicata  per  l’altezza  : dunque  la  solidità  della  no- 
stra piramide  è il  sesto  del  prodotto  della  base  del  cubo 
moltiplicato  per  l’altezza  del  cubo  stesso.  Se  si  dica  B la 
base  del  cubo,  che  è la  base  della  piramide,  c 2A  l’al- 
tezza del  cubo  ; fa  solidità  della  piramide  sarà  uguale  a 


B.  2A 
~ 6 


B. 


ora  A 6 la  metà  dell’  altezza 


del  cubo  , 


dunque  (§.  365.)  sarà  l’altezza  della  piramide  : dunque  la 
solidità  d’una  delle  piramidi  nel  cubo  è uguale  alla  sua 
base  moltiplicata  per  un  terzo  della  sua  altezza. 
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389.  Si  supponga  ora  un’  altra  piramide  qualunque, 
che  abbia  la  base  equivalente  ad  una  delle  dette  piramidi 
nel  cubo,  e per  altezza  l’altezza  di  questa;  queste  due  pi- 
ramidi saranno  uguali  363.)  in  solidità  : dunque  la  so- 
lidità della  piramide  proposta  sarà  uguale  alla  base  della 
piramide  del  cubo  moltiplicata  pel  terzo  dell’altezza  : ma 
questa  base  ed  altezza  é la  base  ed  altezza  della  piramide 
proposta  : dunque  la  solidità  d'una  piramide  qualunque  è 
uguale  alla  sua  base  moltiplicata  pel  terzo  della  sua  altezza. 

TEOREMA  XXXIII. 

LA  solidità’  d’un  CILINDRO  QUALUNQUE  e UGUALE  ALLA  BASE 
MOLTIPLICATA  HEU.’ ALTEZZA;  E LA  SOLIDITÀ’  d’un  CORO 
QUALUNQUE  E UGUALE  ALLA  BASE  MOLTIPLICATA 
PER  UN  TERZO  DELL’ALTEZZA. 

390.  Dimostr.  La  dimostrazione  si  fa  come  si  é fatta 
per  le  superficie  dei  due  solidi,  circoscrivendo  alti  circoli 
delle  basi  poligoni  regolari,  costruendo  le  formolo  per  le 
solidità  del  prisma  la  di  cui  superficie  attornia  il  cilindro, 
e della  piramide,  che  colla  superficie  circonda  il  cono.  Que- 
ste forinole  contenendo  quantità  costanti  e variabili  si 
uguaglieranno  fra  loro  le  costanti,  e l’equazioni  provenienti 
dimostreranno  il  teorema. 

TEOREMA  XXXIV. 

LA  SOLIDITÀ*  D^UN  TRONCO  DI  CONO  È UN  TERZO  DELLA  PERIFERIA 
DESCRITTA  COL  DIAMETRO  UGUALE  ALL’ALTEZZA  DEL  TRONCO 

moltiplicata  per  la  somma  dei  quadrati,  e del  prodotto 

DEI  DUE  RAGGI  DELLE  BASI. 

391.  Dimostr.  Sia  il  cono  retto  ABC  (fig.  137.),  e si 
voglia  la  solidità  del  tronco  DECA  fatto  con  un  piano  DE 
parallelo  alla  base  AC.  Si  conduca  BG  per  i centri  F,  G 
delle  due  basi.  Sia  il  raggio  FE  — r,  GC  = R , l’altez- 
za FG  del  tronco  sia  a , e BF  = x.  I triangoli  simili 
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BFE,  BCG  ci  danno  BF  : BG=*FE  : GC,  ossia  r:*-H»=r:R, 


ed 


ra 

T “ r-?  x 


aR 
R — r 


La  solidità  del  cono 

, 1 1 RJ 

ABC  = — rcR  V ■+■  a)  — - na  ~ — 
3 3 R — r 

la  solidità  del  cono 


DBE  = — na  - — 
3 R — r 


dunque  il  tronco  di  cono 


R3 


DECA  _ T na  R-  - T na  R~« 


T ’"■  ( T=7“)  = T ™ <R‘ ^ Rr) 

392.  Scolio.  Se  il  cono  è obliquo  si  dovrà  calare  la 
normale  BP  : in  tal  caso  sarà  BO  =*  x , OP  = a,  ed  a sa- 
rà Paltezza  del  tronco  di  cono  : ma  si  ha  sempre  la  pro- 
porzione BO  : BP  =*  FE  : GC  , ossia  x : x -+-  a = r : R , 
perchè  BO  : BP  «=  BF  : BG  » FE  : GC. 

TEOREMA  XXXV. 

ravvolgendosi  il  triangolo  isoscele  acb  (fig.  138.)  INTORNO 

ALLA  RETTA  CD  CONSERVANDO  INVARIABILE  LANGOLO  BCD,  IL 
SOLIDO  PRODOTTO  DALLA  RIVOLUZIONE  ft  UGUALE  A DUE  TERZI 
DELLA  SUPERFICIE  DEL  CIRCOLO  CHE  HA  PER  RAGGIO  L ALTEZZA 
DEL  DETTO  TRIANGOLO  MOLTIPLICATI  PER  LA  PORZIONE  MN  LI- 
MITATA SULLA  RETTA  CD  DV  DUE  NORMALI  AM  , BN  CALATE 
SULLA  RETTA  STESSA  DAGLI  ESTREMI  DILLA  BASE  AB. 

393.  Dimnstr.  Condotte  le  due  normali  AM,  BN,  si  me- 
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ni  la  normale  CP  ad  AB,  e la  PK  normale  sopra  CI).  Si 
prolunghi  AB  fino  all’incontro  in  D con  CD.  Si  ravvolga  ora 
tutto  il  triangolo  CAD  intorno  a CD;  il  cono  prodotto  da 

CAM  = 4- «AM»  x CM  . 

3 

Il  cono  prodotto  da 

AMD  = y rrAM»  x MD  : 

dunque  il  solido  prodotto  da 

ACD  = y «AM»(CM  -+-  MD)  = y ttAM’x  CD. 
Similmente  il  solido  prodotto  da 

CBD  = y jiBN'  X CD  : 
dunque  il  solido  prodotto  da 

ACB  «=  -1  «AM»  x CD trBN»  x CD  = 

ynCD(AM* — BN*)=  y^CD  AM-q-BN)(AM — BN)= 
y tt.CD  X 2PK  X AO. 

Abbiamo  posto  invece  di  AM  -+-  BN  il  doppio  della  retta 
PK  condotta  nei  trapezio  AMNB  paradello  alle  due  basi 
AM,  BN  dal  mezzo  P di  AB  uno  dc’lati  non  paralleli,  e ciò 
pel  (§.247.).Se  si  eonduca  BO  normale  sopraAM  i due  trian- 
goli AOB,  CPD  sono  simili,  quindi  sarà  CP  : AO=CD  : AB: 
di  qui  CPxAB  =3  AOxCD  : dunque  il  solido  prodotto  da 
2 

ACB  6 uguale  y tt  PK  xCP  X AB.  I triangoli  simili  ABO, 

PKC  ( §.  219.  ) ci  danno  AB  : CP  =»  BO  : PK:  dunque 
AB  x PK  =»  CP  X BO  = CP  XMN:  sostituendo  il  valore, 
di  AB  X I'K  in  quello  del  solido  generato  dal  triangolo 
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2 

ACB,  sarà  questo  espresso  da  — ttCP1  X MN.  Se  il  triangolo 

ACB  (fig.  139.)  isoscele  è così  disposto,  che  la  sua  base  AB 
non  s’  incontri  colla  retta  CN,  intorno  alla  quale  esso  si 
ravvolge,  pure  il  solido  generato  é due  terzi  della  super- 
ficie del  circolo  di  raggio  uguale  alla  distanza  del  punto 
medio  della  base  AB  da  C,  o nel  nostro  caso  uguale  alla 
distanza  della  base  da  CN  espressa  da  una  normale  qua- 
lunque AM  fra  AB,  CN,  questo  circolo  moltiplicato  per 
MN  parte  nella  CN  limitata  dalle  normali  AM  , BN  ca- 
late su  d'essa  dagli  estremi  della  base  AB  del  triangolo. 
Infatti  il  cilindro  descritto  dal  rettangolo  ABNM  ravvol- 
gendosi intorno  ad  AM  è uguale  a irAM’xMN.  La  solidità 
del  cono  descritto  dal  triangolo  CAM  ravvolgendosi  in- 
torno a CM  ò — ttAM1  xCM:  dunque  la  solidità  del  solido 

descritto  dal  trapezio  ABNC  ravvolgendosi  intorno  a CN 
1 

sarà  t:AM,x  MN  H- — jtAM»  x CM  ; se  da  questo  si 

tolga  il  cono  generato  da  CBN , o y trAM*  X CN  avre- 
mo il  solido  generato  dal  triangolo  ACB,  che  sarà  espresso 
da  ttAM^MNh-  j CM  — y CN)  è» 

jrAM>(MN-4-^-CM—  -1  CM—  4-MN)  = irAM1  x MN. 
TEOREMA  XXXVI. 

LA  solidità'  d’usa  sferoide  è due  terzi  della  superficie 

DEL  CIRCOLO  ISCRITTO  SE L POLIGOSO  GENERATORE 
MOLTIPLICATI  PER  UBASSE  DELLA  SFEROIDE. 

394.  Dimostr.  Sia  il  semipoligono  regolare  PACG  (fig. 
140.).  Considerando  il  lato  AB,  se  dal  centro  0 si  condu- 
cano le  rette  OA , OB  , e la  normale  01 , questa,  che  è 
l’altezza  del  triangolo  isoscele  AOB  sarà  il  raggio  del  cir- 
colo iscritto  al  poligono.  Nel  va v volgersi  del  semipoligono 
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intorno  a PG,  AOB  genererà  un  solido  espresso  da  (§.393.) 
2 

— irOI*  X MN  ; similmente  il  solido  generalo  da  BOC 

2 

sarà  espresso  da  — irOI*  X NO  ; il  solido  generato  da 

wV 

2 

COD  ci  darà  — rtOI1  X OQ  : dunque  il  solido  generato  da 

2 

AODC  sarà  espresso  da  — ?:OI»  (MN  -4-  NO  -+-  OQ)  o da 
2 

— X MQ  : dunque  la  solidità  di  tutta  la  sferoide 
sarà  j 01*  X PG  . 

TEOREMA  XXXVII. 


LA  SOLIDITÀ1  DELLA  STESA  E UGUALE  ALLA  SUA  SUPERFICIE 
MOLTIPLICATA  PER  UH  TERSO  DEL  RAGGIO. 


395.  Dimottr.  Supponendo,  che  S esprima  la  solidità 
della  sfera  di  raggio  01  (6g.  140.)  ed  y la  differenza  fra 
questa  solidità  e quella  della  sferoide  generata  dal  semi- 
poligono regolare  circoscritto  al  semicircolo  generatore  della 
sfera,  sia  x la  differenza  fra  il  diametro  2r  della  sfera  e 
Passe  PG  della  sferoide;  è evidente,  che  (§.394.)  avremo 


— irr*  (2r  ■+•  x):  dunque  per  il  solito  criterio 
3 


S ==—  irr*.2r 
3 


r 

Tir3  = Anr*.  —,  ove  Anr*  esprimendo 


la  superficie  della  sfera  (§.  380.)  è dimostrato  il  teorema. 


TEOREMA  XXXVni. 

LA  SOLIDITÀ1  DEL  SETTORE  SFERICO  E UGUALE  ALLA  SUPERFICIE 
SFERICA  DELLA  SUA  BASE  MOLTIPLICATA 
PER  UH  TERZO  DEL  RAGGIO. 

396.  DimosCr.  Ravvolgendosi  il  settore  POB  (fig.  140.) 
intorno  a PO,  il  solido  generato,  che  si  dirà  il  settore  della 
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2 

sferoide  sarà  uguale  (§•  394.)  — ;rOIJ  X PN.  Se  PAB  di- 
venti un  arco  di  circolo  il  settore  circolare  POB  genererà 
un  solido,  che  si  dice  settore  sferico.  La  solidità  di  que- 
sto col  solito  ragionamento  sarà 

— TtOI».  PN,  ossia  2nOI  X PN  X ? : ' ' 

ma  2;r01  x PN  è la  superficie  generata  dall’  arco  PAB 
(§.  381.),  ossia  è la  base  del  nostro  settore  : dunque  è di- 
mostrato il  teorema. 

TEOREMA  XXXiX. 

LA  SOLIDITÀ’  DEL  BIPOSTO  SOLIDO  PRODOTTO  DAL  SEGMENTO  SUDI 
INTORBO  AL  COBO  TRONCATO  DESCRITTO  DAL  TRAPEIIO  BDPB 
(fig.  141.)  RAVVOLGENDOSI  INTORBO  ALL’ASSE  AC  6 UN  SESTO 
DEL  CILINDRO  CHE  ABBIA  PER  RAGGIO  DELLA  RASE  LA  CORDA 
BD,  E PER  ALTEZZA  L’ALTEZZA  EP  DEL  TRONCO  DI  CONO. 

397.  Dimostr.  Conducete  i raggi  BC,  DC,  e dal  centro  C 
calate  CI  normale  alla  corda  BD.  Il  settore  sferico  descrit- 
to dal  settore  circolare  BCA  ravvolgendosi  intorno  all’asse 
2 

è uguale  a (§.396.)  — nCB1  x AE.  Il  settore  sferico  gene- 
2 

rato  da  DCA  è — nCB’xAF:  dunque  il  solido  generato 
2 2 

dal  settore  DCB  è — irCB*  x AF n CB*  X AE  =» 

3 3 

2 2 

— ir  CB*(AF  — AE)  = — 7TCB1  X EF.  Ma  il  solido  de- 

ó 3 

scritto  dal  triangolo  isoscele  DCB  ravvolgendosi  intorno  ad 
2 

AC  ó (§.  393.)  — nCl*  X EF  : dunque  il  solido  descritto 

2 

dal  segmento  BMDI  ha  per  valore  — rcEF(CB*— CI*).  Ora 
dal  triangolo  rettangolo  BCI  si  ha  CB1 — Cl*=BI*  = — BD*: 
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dunque  il  .solido  generalo  da  BMDI  é espresso  da 
4-JrBD‘  * EF  , come  si  doveva  provare. 

TEOREMA  XL. 

IL  SEGMENTO  DI  SFERA  COMPRESO  FRA  DUE  PIANI  PARALLELI  EQUI- 
VALE ALLA  SOLtDITA’  DON  CILINDRO  CHE  ABBIA  PER  BASE  LA  SOM- 
MA DELLE  BASI  DEL  SEGMENTO,  E PER  ALTEZZA  LA  META’  DELL’AL- 
TEZZA DEL  SBGMENTO  STESSO,  Pili  LA  SOLIDITÀ’  DELLA  SFERA,  DI 
CUI  QUESTA  STESSA  ALTEZZA  E IL  DIAMETRO. 

398.  Dimostr.  Il  segmento  sferico  di  cui  si  traila  è ge- 
neralo dalla  rivoluzione  di  BEFDM  (lìg.141.)  intorno  AC. 

Ora  il  solido  descritto  dal  segmento  BMDI  è — itBD’xEF 

6 

Il  tronco  di  cono  descritto  da  BEFD  è (§.  391.) 

~ 7rEF(BE»  ■+■  DF»  + BEx  DF)  : 

dunque  il  segmento  di  sfera  generato  da  BMDFE  sarà  la 
somma  di  questi  due  solidi,  ossia 

4-  ?rEF(2BEJ  -+-  2DF»  ■+■  2BE  xDF+  BD»). 

6 

Si  meni  BO  normale  sopra  DF  sarà  DO  = DF  — BE  ; 
DO»=DF»-t-BE»— 2DF  x BE,  onde  BD’^BO» -t- DO*= 
DO»  -+-  EF1  = DF»  -+■  EF»  BE»  - 2DF  x BE.  Ponen- 
do questo  valore  di  BD»  in  quello  antecedente  del  segmento 
diventerà. 

-i-;;EF(3BE»H-3DF>-t-EF»)=(nBE»-f-  ttDF»)  '^-t-^-TrEF3: 
che  dimostra  il  teorema. 

399.  Caroli.  Se  non  esiste  il  piano  supcriore  secondo 
BE  avremo  fa  solidità  della  callotta  sferica  generata  dalia 
rivoluzione  del  segmento  ADF  intorno  ad  AF  espressa  dal 
cilindro , che  ha  per  base  la  base  della  callotta , e per  altezza 
la  metà  della  sua  altezza  più  la  solidità  della  sfera  di  dia- 
metro uguale  ali  altezza  stessa. 

■>Ì3«V£:- 
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‘■asa»* 

SOLUZIONI  DI  PROBLEMI  GEOMETRICI 


400.  Da  una  retta  AB  togliere  una  parte  data  CD.  ( Kg. 
152.). 

In  un  estremo  A della  retta  AB  fatto  centro,  con  una 
apertura  di  compasso  CD  si  descriva  un  circolo,  in  E,  ove 
questo  segherà  la  retta  AB,  sarà  limitata  la  parte  tolta  AE 
uguale  a CD. 

401.  Da  un  punto  A menare  una  retta  AB  uguale  ad  una 
data  CD  (fig.  153.). 

Da  A menate  una  indefinita  retta  AF,  c sopra  di  que- 
sta (§.  400.)  prendete  la  parte  AB  uguale  a CD  , avrete 
sciolto  il  problema. 

402.  Sopra  una  data  retta  CD  costruire  un  triangolo  equi- 
latero (fig.  154.). 

Presa  un’apertura  di  compasso  CD  prima  facendo  cen- 
tro in  C si  descriva  il  circolo  EMR,  poi  facendo  centro 
in  D si  descriva  il  circolo  FNS,  si  congiungano  quindi  i 
punti  C,  B,  ed  i punti  B,  D il  triangolo  CBD  sarà  il  trian- 
golo domandato;  perché  i lati  CB,  BD  sono  raggi  uguali 
a CD. 

403.  Da  un  punto  A (Cuna  indefinita  retta  PQ  elevate  su 
d'essa  una  normale  (fig.  154.). 

Aperto  il  compasso  a piacere  , e fissata  una  punta  in 
A,  coll’altra  si  segnino  i due  punti  C,  D da  una  parte  c 
dall’  altra  di  A sulla  data  retta;  inoltre  sulla  CD  si  co- 
struisca il  triangolo  equilatero  CBD  ( §.  402.)  , congiun- 
ti i due  punti  B , A , la  retta  BA  sarà  la  normale  do- 
mandata  , perchè  passa  per  due  punti  B , A equidistanti 
dagli  estremi  C,  D della  retta  CD  ($.  38.). 

10 
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404.  Altrimente.  Sia  1'  indefinita  PQ  , ed  il  punto  A 
(%•  155.).  In  un  punto  D a piacere  al  di  sopra  di  PQ 
fatto  centro  con  una  apertura  di  compasso  DA  distanza 
del  punto  dato  A dal  preso  D si  descriva  iF-etrcolo  EAB, 
che  segherà  P,  Q in  due  punti  A,  E (§.  99.)  ; menato  per 
D,  E il  diametro  EDB  e congiunto  A con  B,  la  AB  sarà  la 
normale  domandata;  perchè  l'angolo  EAB  è retto  (§.  102.). 
Questo  metodo  è da  usarsi  quando  il  punto  dato  della 
retta  è una  delle  sue  estremità. 

405.  Da  un  punto  A fuori  della  retta  PQ  calarvi  una 
normale  (Gg.  1 56.). 

Fatto  centro  in  A con  un  intervallo  da  potere  avere 
un  arco  di  circolo  che  si  seghi  con  PQ  si  descriva  quest’ 
arco  MN;  sotto  o sopra  MN  si  descriva  il  triangolo  equi- 
latero MCN,  e congiunti  i punti  A,  C colla  retta  AC,  sa- 
rà questa  la  normale  domandata  (§.  38.). 

406.  Altrimente.  Da  un  punto  ( fig.  157.  ) C a piacere 
di  PQ  con  un  intervallo  CA  uguale  alla  distanza  di  C dal 
punto  dato  A si  descriva  1’  arco  di  circolo  ADE  che  se- 
gherà in  un  punto  D le  PQ  ; da  D conte  centro  con  un 
intervallo  DA  si  segni  il  punto  E nell’arco  ADE,  congiunto 
A con  E colla  retta  AE  sarà  questa  la  normale  domandata. 
Infatti  C,  D sono  dne  punti  equidistanti  dagli  estremi  E, 
A di  AE  : dunque  ( §.  38.  ) PQ  è normale  sopra  AE  , e 
(§.  23.)  viceversa. 

407.  Segate  in  due  parti  uguali  l’angolo  PAQ  (fig.  158.). 

Nelle  gambe  AP,  AQ  prendete  le  parti  uguali  AC,  AD, 

congiungete  DC,  sopra  CD  costruite  il  triangolo  equilatero 
CDE,  e menale  AE,  con  questa  sarà  diviso  in  mezzo  l’an- 
golo dato.  Infatti  i due  triangoli  ACE,  ADE  coi  lati  ri- 
spettivamente uguali  sono  (§.  44.)  coincidenti,  dunque  sono 
uguali  gli  angoli  DAE,  EAC. 

408.  Segate  in  due  parli  uguali  la  retta  AB  (Gg.  159.). 

Sopra  AB  costruite  i due  triangoli  equilateri  ACB,  ADB, 

congiungetc  i vertici  C,  D colla  CD,  questa  segandosi  in 
E con  AB  la  dividerà  in  due  punti  uguali.  Infatti  CD  pas- 
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sa  per  due  punti  C,  D equidistanti  dagli  estremi  A , B , 
dunque  é normale  (§.  38.)  nel  mezzo  di  AB. 

409.  Da  un  punto  A di  AQ  menate  AK  in  guisa  che  for- 
mi l’angolo  KAQ  uguale  al  dato  HBG  (fig.  160.). 

Nelle  rette  BG,  AQ  prendete  le  parti  uguali  BC,  AD, 
e da  G elevate  GD  normale  sopra  BG,  che  segherà  BH  in 
D;  da  D elevate  la  normale  FD  sopra  AQ,  e presa  la  par- 
te DE  ugnale  a CD  menate  per  A,  E la  retta  AK:  l’ango- 
lo KAQ  sarà  uguale  ad  HBG,  perché  sono  coincidenti  i due 
triangoli  BCD,  ADE  (§.  30.). 

410.  Altrimente.  Collo  stesso  intervallo  fatto  centro 
in  B (fig.  161.),  fra  i lati  BH,  BG  del  dato  angolo  si  de- 
scriva l’arco  FC,  e fatto  centro  in  A estremo  della  AQ  si 
descriva  l’arco  indefinito  DEB.  Con  un’  apertura  di  com- 
passo uguale  alla  distanza  FG  fatto  centro  in  D nell’arco 
DER  si  segni  il  punto  E,  e per  A , E si  meni  AK  sarà 
l’angolo  KAQ  uguale  ad  HBG,  perchè  le  corde  DE , CF 
essendo  uguali  sono  uguali  gli  archi  (§.  109.)  DE,  FG,  c 
perciò  sono  uguali  gli  angoli  HBG,  QAK  (§.  108.). 

411.  Avendosi  tre  rette  A,  B,  C (fig.  162.)  tali,  che  una 
qualunque  sia  minore  della  somma  delle  altre  due  costruire 
un  triangolo 

Si  conduca  FG  uguale  ad  una  B delle  date  rette  , e 
negli  estremi  F,  G fatto  centro  cogli  intervalli  uguali  alle 
rette  A,  G si  descrivano  due  circoli,  che  si  segheranno  in 
un  punto  K;  si  eongiunga  il  punto  K cogli  estremi  F,  G, 
il  triangolo  FKG  sarà  il  domandato. 

412.  Per  un  punto  A menare  una  retta  RS  parallela  ad 
una  data  PQ  (fig.  1 63.). 

Sopra  PQ  prendete  un  punto  B , fate  poi  BG  uguale 
ad  AB,  e menate  AC.  Pel  problema  antecedente  sopra  AG 
costruite  il  triangolo  ADC  coi  lati  AB  , BG , la  AD  sarà 
parallela  a PQ;  perchè  il  quadrilatero  ADCB  avendo  i lati 
opposti  uguali  per  costruzione  li  ha  paralleli  (§.  88.). 

Altrimente.  Da  A menate  AB  a piacere,  e poi  fate  l’an- 
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golo  SAB  ($.  409.)  uguale  a<I  ABP,  la  RS  sarà  parallela 
a PQ,  perché  sono  uguali  gli  angoli  alterni  ($.  68.)  SAB, 
ABP. 

41  3.  Softru  una  reità  BA  descrivete  il  quadrato  BACD. 

Dall'estremo  A (§.  404.)  elevate  AC  normale  ed  uguale 
a BA,  fate  rentro  in  B,  C e con  un'apertura  di  compasso 
uguale  a BA  descrivete  due  circoli,  che  si  segheranno  in 
un  punto  D;  unite  C,  D;  B,  D il  quadrilatero  CDBA  sarà 
il  quadralo  domandato,  perchè  ha  tutti  i lati  uguali  coll* 
angolo  A retto. 

Affinchè  BACD  fosse  un  rettangolo  con  due  lati  dati  uno 
di  questi  dovrebbe  essere  BA,  e l’altro  AC  condotto  nor- 
male all’estremo  A di  BA.  Si  dovrebbe  prendere  il  raggio 
DC  uguale  a BA,  ed  il  raggio  BD  uguale  ad  AC. 

414.  Dividere  una  retta  AB  in  quante  pari t uguali  ti  vo- 
gliono (fìg.  165.). 

Dall'estremo  A conducete  la  retta  AP  a piacere,  e dal- 
l’altro estremo  B menate  BQ  parallela  ( §.  412.  ) ad  AP. 
Sopra  AP  prendete  le  parti  uguali  AM,  MN,  NO,  OC  tante 
quante  sono  quelle  in  cui  volete  dividere  AB;  poi  pren- 
dete sopra  BQ  le  parti  Bo,  on;  m»,  ma  uguali  alle  prime, 
e menate  le  rette  CB,  0 o,  Nn,  Mm,  Aa,  queste  divideranno 
AB  nelle  parti  domandate.  Infatti  essendo  AM  ugnale  e 
parallela  ad  am  sarà  A a pareilcla  ad  Mm  (§.  92.);  per  la 
stessa  ragione  sarà  Mm  parallela  ad  Nn,  e cosi  innanzi  : 
quindi  sono  tutte  parallele  le  rette  ME,  NF,  OG,  CB.  Ora 
(§.  202.)  nel  triangolo  ANF  abbiamo  AM:MN=AE:EF; 
ma  AM,  MN  per  costruzione  sono  uguali  , dunque  sono 
uguali  anche  AE,  EF.  Dagli  stessi  triangoli  abbiamo  ($-204.) 
AN  : MN  = AF  : EF  : ma  dal  triangolo  AGO  abbiamo 
AN  : ON  = AF  : FG  : dunque  alternando  in  queste  due 
proporzioni  sarà  AN:  AF  =»  MN:  EF  ; AN:  AF=ON:  FG; 
dunque  MN  : EF=ON  : FG,  o MN  : ON  = EF  : FG  : ma 
MN,  ON  sono  uguali,  dunque  sono  uguali  EF,  FG,  e cosi 
di  seguito. 


Digitized  by  Google 


157 

415.  Altrimente.  Sia  la  retta  AB  ( fig.  166.)  da  divi- 
dersi per  cs.  in  quattro  parti  uguali.  Dall’estremo  A con- 
ducete a piacere  l’indefinita  AP,  e si  prendano  in  essa  le 
tre  parti  uguali  AM,  MN,  NO,  cioè  una  di  meno  di  quelle 
in  cui  si  vuol  dividere  AB;  si  conduca  da  O per  B una 
retta  qualunque  OQ  , che  si  dividerà  in  tre  parli  uguali 
OB  , BC,  CD;  si  uniscano  con  retta  i punti  N,  D,  questa 
segherà  BA  in  un  punto  G tale  che  BG  sarà  il  terzo  di  AG, 
o BG  entrerà  quattro  volte  in  AB. 

Infatti  si  conducano  le  rette  NB,AD.  Si  ha  la  proporzione 
ON:OA— OB:OD,  perchè  ON  è il  terzo  di  OA  come  OB  è il 
terzo  di  OD:  dunque  NB  è parallela  ad  AD  (§.205.);  quindi 
sono  simili  i triangoli  NGB,  AGD,  e perciò  si  ha  la  pro- 
porzione NB  : AD  = BG  ; AG  : ma  si  ha  ancora  la  pro- 
porzione ON  : OA  = NB  : AD;  dunque  come  ON  è il  terzo 
di  OA  cosi  NB  è il  terzo  di  AD,  c nella  proporzione  an- 
tecedente essendo  NB  il  terzo  di  AD,  BG  sarà  il  terzo  di  AG. 

416.  A due  rette  AB,  BC  trovale  una  terza  proporzio- 
nale (fig.  167.)  cioè  una  retta,  che  nella  proporzione  sia  quarta 
proporzionale  essendo  i due  tnedj  uguali  a BC. 

Da  un  punto  A menate  due  rette  indefinite  AQ,  AP 
che  facciano  un  angolo  qualunque,  sopra  AP  prendete  le 
parti  Ai,  iD  uguali  alle  date  rette  AB,  BC,  c sopra  AQ 
prendete  Ac  uguale  a BC,  congiungetc  he,  e da  D menate 
DE  parallela  a bc  sarà  Ec  la  terza  proporzionale  doman- 
data. Infatti  nel  triangolo  AED  (§.  202.)  abbiamo  Kb  : AD— 
Ac  : cE  , ossia  AB  : BC  = BC  : cE:  dunque  cE  c la  terza 
proporzionale  domandata. 

417.  A tre  rette  date  AB,  AC,  BD  (fig.  168.)  trovate 
una  quarta  proporzionale. 

Si  faccia  l'angolo  qualunque  QAP.  Sopra  P indefinita 
AP  prendete  Ai,  AD  uguali  ad  AB,  BD,  e sopra  AQ  pren- 
dete Ac  uguale  ad  AC;  menate  bc,  c da  D conducete  la 
DE  parallela  a ic  sarà  cE  la  retta  domandata. 

Nel  triangolo  ADE  abbiamo  Ai  : Ac  — AD  : cE,  ossia 
AB  ; CA  e » BD  : cE. 
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418.  A due  rette  AB,  BC  trovate  una  media  proporzio- 
nale (fig.  169.). 

Sopra  una  indefinita  PA  prendete  Ci , A A uguali  alle 
rette  date  BC,  AB,  dividete  in  mezzo  in  E l’intera  retta 
CA , e col  raggio  CE  fatto  centro  in  E descrivete  il  se- 
micircolo CDA,  finalmente  da  A elevate  la  normale  AD  alla 
retta  CA,  e la  Di  sarà  la  media  proporzionale  fra  Ci,  AA, 
o fra  CB,  BA  (§.  223.). 

419.  Dividete  una  data  retta  AC  in  due  parti  ABj  BC 
tali,  che  siano  in  proporzione  con  due  date  rette  AM,  MN 
(fig.  170.). 

Da  A menate  AD,  e sopra  questa  prendete  le  due  parti 
Am,  mn  uguali  ad  AM,  MN,  unite  n coll’estremo  C,  e da 
m menate  mB  parallela  ad  nC,  e sarà  risoluto  il  problema. 
Nello  stesso  modo  la  data  retta  si  dividerebbe  in  un  nu- 
mero qualunque  di  parti  proporzionali  a rette  date,  o in 
una  data  ragione. 

420.  Unite  per  dritto  (fig.  171.)  una  retta  BC  ad  una 
data  AB  in  guisa,  che  tutta  la  retta  risultante  AC  sia  alla 
parte  aggiunta  come  due  date  rette  AN,  MN. 

Prolungate  AB  indefinitamente,  e dall’estremo  A menate 
AD,  e su  questa  prendete  le  parti  An , ed  mn  uguali  ad 
AN,  MN;  unite  mB,  e da  n menate  nC  parallela  ad  mB, 
sarà  BC  la  retta  domandata;  perchè  AC  : BC  = An  : mn  , 
ossia  AC  : BC  = AN  : MN. 

421.  Spezzate  (fig.  172.)  la  retta  AB  in  due  parti  tali 
AC,  BC,  che  il  rettangolo  fatto  da  esse  sia  uguale  al  rettan- 
golo fatto  da  due  date  rette  PM  , MN,  supposto  però , che 
questo  rettangolo  sia  minore  del  quadrato  fatto  sulla  metà 
di  AB. 

Ponete  per  dritto  PM  con  MN  per  trovare  ad  esse 
(§.  418.)  la  media  proporzionale  MQ.  Colla  metà  di  AB 
fatto  centro  nel  punto  medio  O si  descriva  il  semicircolo 
AEB,  ed  all’estremo  B sopra  AB  si  elevi  BD  normale  ad 
AB,  ed  uguale  a QM.  Essendo  per  ipotesi  il  rettangolo  di 
PM , MN  minore  del  quadrato  di  OB  metà  di  AB  , sarà 
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anche  il  quadrato  di  MQ  minore  del  quadrato  di  GB,  e 
per  ciò  MQ,  o BD  sarà  minore  del  raggio  OB  : dunque 
condotta  da  D la  parallela  a BA  segherà  in  un  punto  E 
il  semicircolo.  Ora  se  da  E si  cali  la  normale  EC  sopra 
AB  sarà  questa  in  C divisa  come  si  voleva,  perché  il  ret- 
tangolo di  AC,  CB  è uguale  al  quadrato  di  EC,  o di  QM, 
o al  rettangolo  di  PM,  MN. 

422.  Ad  una  retta  AB  (fig.  173.)  aggiungerne  un’altra 
BC  tale j che  il  rettangolo  della  total  retta  AC  e dell3 aggiunta 
BC  sia  uguale  al  rettangolo  di  due  date  rette  PM,  MN. 

Trovate  una  media  proporzionale  (§.  418.)  a queste 
due  rette  PM,  MN  e sia  RS,  daU’cstrcrao  B di  AB  ele- 
vate ad  AB  la  normale  BD  uguale  ad  BS,  dividete  in  mezzo 
in  O la  stessa  AB,  c conducete  OD;  se  nel  prolungamento 
di  AB  prendete  OC  uguale  ad  OD  la  BC  sarà  la  parte  do- 
mandata da  aggiungersi  ad  AB. 

Infatti  col  raggio  OB  descrivete  il  scmicircolo  AEB  e 
congiungete  EC;  i due  triangoli  OBD,  OEC  coll’angolo  co- 
mune EOB,  e coi  lati  uguali  intorno  a questo  angolo  sono 
coincidenti  : dunque  gli  angoli  OBD , OEC  sono  uguali  , 
perciò  OEC  é retto,  e quindi  la  EC  è tangente  in  E:  dun- 
que (§.  180.)  il  quadralo  di  EC  è uguale  al  rettangolo  di 
AC,  BC;  ossia  questo  rettangolo  è uguale  al  quadrato  di 
BD,  uguale  ad  EC,  ossia  quel  rettangolo  è uguale  al  ret- 
tangolo di  PM,  MN. 

423.  Dividete  una  retta  BH  (fig.  174.)  in  due  parti  tali 
in  C che  il  quadrato  (Cuna  parte  BC  sia  uguale  al  rettangolo 
fatto  dall3 altra  parte  CH,  e da  una  data  retta  AB. 

Ponete  BA  in  una  retta  con  BII,  c per  mezzo  del  se- 
micircolo ADH  descritto  colla  metà  di  AH  trovale  la  BD 
media  proporzionale  fra  AB,  BH.  Con  OA  metà  di  AB,  fatto 
centro  in  0,  descrivete  il  semicircolo  AEB  prendete  OC 
aguale  ad  OD  avrete  in  C la  divisione  domandala  di  BII. 

Infatti  se  menate  EC  i due  triangoli  OEC,  ODB  sono 
coincidenti  come  nel  caso  innanzi  : dunque  EC  è tangente 
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in  E,  perciò  il  quadrato  di  EC,  o ii  quadrato  di  DB,  o 
il  rettangolo  di  AB,  BH  6 uguale  al  rettangolo  di  AC,  EC. 
Ma  AC  si  compone  delle  due  parti  AB  , BC  : dunque  il 
rettangolo  fatto  da  AC  e BC  è due  rettangoli  ( §.  224.  ) 
l'uno  di  base  AB  e di  altezza  BC,  l'altro  di  base  BC,  e 
di  altezza  la  stessa  BC;  ossia  il  rettangolo  di  AC,  BC  è 
il  rettangolo  di  AB,  BC  più  il  quadrato  di  BC.  Per  la  stes- 
sa ragione  il  rettangolo  di  AB,  BH  è il  rettangolo  di  AB, 
BC  più  il  rettangolo  di  AB,  CH  : dunque  il  rettangolo  di 
AB,  BC  più  il  quadrato  di  BC  è uguale  al  rettangolo  di 
AB,  BC  più  il  rettangolo  di  AB,  CH;  e togliendo  il  ret- 
tangolo comune  di  AB,  BC.,  sarà  il  quadrato  di  BC  uguale 
al  rettangolo  di  CH,  ed  AB. 

424.  Coroll.  Se  AB,  BH  sono  uguali  sarà  il  quadrato 
della  parte  BC  della  retta  data  BH  uguale  al  rettangolo 
fatto  dall’  intera  retta  BH  e I’  altra  parte  CH  : quindi  il 
metodo  dato  nella  nostra  ipotesi  serve  a dividere  una  retta 
in  media  ed  estrema  ragione  ($.  175.). 

425.  Da  un  dato  punto  condurre  una  tangente  ad  un  dato 
circolo. 

O il  punto  è sulla  circonferenza  come  in  A (fig.  175,1".) 
ed  a questo  punto  condotto  il  raggio  CA  alla  sua  estre- 
mità gli  si  conduca  la  normale  BD  (§.  97.). 

Se  ii  punto  A è fuori  del  circolo  ( fig.  175  , 2."  ) si 
congiunga  esso  col  centro  C,  e sul  diametro  AC  si  descriva 
il  semicircolo  AEC  , che  segandosi  col  proposto  in  E si 
congiunga  A con  E,  ed  AE  sarà  la  tangente;  perchè  con- 
dotto il  raggio  CE  l’angolo  AEC  iscritto  in  mezzo  circolo 
AEC  è retto. 

426.  Sopra  una  retta  (fig.  176.)  PQ  descrivere  un  seg- 
mento di  circolo  PEQ  capace  ifun  angolo  iscritto  PEQ  uguale 
all'angolo  CAB. 

Sia  CAB  ottuso.  Conducete  la  normale  AD  , fate  agli 
estremi  di  PQ  gli  angoli  OPQ,  OQP  uguali  a CAD;  fate 
centro  in  O,  ove  PO,  OQ  s’incontrano , e col  raggio  OP 
descrivete  il  circolo  avrete  cosi  il  segmento  domandato. 
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Infatti  prolungato  PO  in  R,  e condotta  ER , I’  angolo 
PEQò  uguale  all’angolo  retto  PER  più  l’angolo  acuto  REQ 
uguale  ad  RPQ  uguale  a CAD,  dunque  1’  angolo  PEQ  è 
uguale  all’angolo  CAB. 

Se  l’angolo  CAB  (fig.  177.)  è acuto  menate  AD  nor- 
male ad  AB;  fatti  gli  angoli  OPQ,  OQP  uguali  a CAD  , 
e descritto  come  sopra  il  circolo  col  raggio  OP  il  seg- 
mento PRQ  sarà  il  domandato.  Infatti  fatto  in  esso  l’an- 
golo iscritto  PEQ  si  prolunghi  PO  in  R;  l’angolo  PEQ  è 
l’angolo  retto  PER  meno  l’acuto  REQ,  ossia  meno  l’acuto 
RPQ  o CAD  : dunque  l’angolo  PEQ  è uguale  a CAB,  che 
è rango  lo  retto  DAB  meno  l’acuto  CAD. 

427 .Iscrivete  il  dato  triangolo  ABC  in  un  circolo  (6g.  178.). 

Questo  problema  si  risolve  facendo  passare  il  circolo 
per  tre  punti  A,  B,  C col  metodo  dato  (§.  264,  265.). 

428.  Scolio.  Se  nel  circolo  ABCO,  o nell’arco  ABC  si  vo- 
lesse trovare  il  centro  si  usa  lo  stesso  metodo  che  per  iscri- 
vere il  triangolo  in  un  circolo,  ed  é di  elevare  dal  mezzo  di 
due  corde  AB,  AC  non  parallele  le  normali  DF,  EF  , il 
loro  punto  d’incontro  è il  centro. 

429.  In  un  dato  triangolo  ACB  iscrivere  un  circolo. 
(Gg.  179.). 

Bisegate  i due  angoli  A,  B colle  rette  AD,  BD:  segan- 
dosi esse  in  D calate  la  normale  DE,  fate  centro  in  D,  e 
coll’intervallo  DE  descrivete  il  circolo;  come  la  retta  AB 
riuscirà  tangente  al  circolo,  cosi  Io  saranno  gli  altri  due 
lati  AC,  CB. 

Infatti  da  D calate  le  normali  DG,  DF  ai  Iati  AC,  CB, 
i due  triangoli  AGD,  ADE  essendo  coincidenti  daranno  DE 
uguale  a DG.  Nello  stesso  modo  si  proveranno  uguali  le 
normali  DE,  DF. 

430.  In  un  dato  circolo  A FB  iscrivete  un  triangolo  equi- 
angolo ad  uno  dato  PRQ  (fig.  180.). 

Dal  centro  C menate  tre  raggi  CA,  CE,  CB,  che  fac- 
ciano gli  angoli  ACE,  ECB  uguali  ad  R;  condotta  poi  la 
corda  AB  fate  1 angolo  FBA  uguale  a Q,  e conducete  AF, 
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sarà  l'angolo  AFB  uguale  ad  ECB  o R ; l’angolo  FBA  è 
uguale  a Q : dunque  il  triangolo  AFB  é il  domandato. 

431.  Ad  un  dato  circolo  circoscrivete  un  triangolo  SHI 
equiangolo  con  uno  dato  CAB  (Gg.  181.) 

Prolungate  il  lato  AB  in  D,  E,  conducete  i raggi  OQ, 
OP,  OR  in  guisa  che  l’angolo  QOP  sia  uguale  a CAD,  ed 
ROP  uguale  a CBE;  ai  punti  Q,  P,  R menate  le  rette  SH, 
SI,  HI  normali  all’estremità  dei  raggi  OQ,  OP  , OR  , il 
triangolo  SHI  sarà  il  domandato. 

In  fatti  nel  quadrilatero  SQOP  l’angolo  S unito  a QOP 
da  due  retti  (§.  82.);  ma  QOP  é uguale  a CAD;  dunque 
S unito  a CAD  dà  due  retti,  quindi  è uguale  a CAB,  che 
pure  unito  allo  stesso  CAD  dà  due  retti.  Si  proverà  così, 
che  1 è uguale  a CBA. 

432.  Fate  un  quadrato  uguale  ad  un  dato  rettangolo 
ABCD  (fig.  182.). 

Prolungate  AB  in  E onde  sia  BE  uguale  a BC;  col  dia- 
metro AE  descrivete  il  semicircolo  AFE,  elevate  BF  nor- 
male adAE,  sarà  (§.  178.)  il  quadrato  di  BF  uguale  al 
rettangolo  di  AB,  BE,  o al  rettangolo  ABCD. 

433.  Fate  un  quadrato  uguale  alla  somma  di  due  dati 
quadrati. 

Siano  AB,  BC  i lati  dei  due  dati  quadrati  (fig.  183.). 
Fate  un  angolo  retto  con  due  linee  indefinite  BP  , BQ , 
prendete  sopra  di  BP  la  parte  uguale  alla  retta  BA  , c 
sull’  altra  PQ  la  parte  uguale  a BC  e conducete  AC  ; il 
quadrato  (§.  167.)  sopra  AC  uguaglia  i quadrati  sulle  date 
rette  BA,  BC. 

Se  ora  fate  BH  uguale  ad  AC , BE  uguale  a CE  , e 
conducete  E1I,  il  quadrato  sopra  EH  sarà  uguale  al  qua- 
drato sopra  BH  più  il  quadrato  sopra  BE  : ma  il  quadrato 
sopra  BH  uguaglia  il  quadrato  sopra  AC,  o i quadrati  so- 
pra AB,  BC;  dunque  il  quadrato  sopra  EH  uguaglia  i qua- 
drati sulle  tre  rette  AB,  BC,  CE. 

Si  vede  come  si  potrebbe  avere  la  retta,  sulla  quale 
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il  quadrato  costruito  fosse  uguale  alla  somma  di  quadrati 
sopra  un  numero  qualunque  di  rette  date. 

434.  Fate  un  quadrato , che  sia  la  differenza  di  due  qua- 
drati dati. 

Siano  AB,  BC  (fig.  184.)  i lati  dei  due  dati  quadrati. 
Fatto  centro  in  B colla  BA  si  descriva  il  semicircolo  AE, 
e da  C si  elevi  la  CE  normale  sopra  BA,  sarà  CE  la  retta, 
sulla  quale  fatto  un  quadrato  sarà  uguale  alla  differenza 
dei  quadrati  sopra  BE,  e BC,  o sopra  BA,  e BC. 

435.  Costruire  un  triangolo  equivalente  ad  un  quadrila- 
tero dato  ABCD  (fig.  185.). 

Prolungate  BA  dalla  parte  di  E,  conducete  DE  paral- 
lela a CA,  e menate  CE;  i triangoli  CEA , DCA  saranno 
equivalenti  (§.  155.):  dunque  i due  triangoli  ACB,  DCA, 
o il  quadrilatero  ADCB  sarà  equivalente  alli  due  triangoli 
ACB,  ECA,  o al  triangolo  ECB,  che  perciò  sarà  il  triangolo 
domandato. 

436.  Fare  un  triangolo  equivalente  ad  un  dato  pentagono 
AEDCB  (fig.  186.) 

Conducete  DA,  DB,  prolungate  AB  da  una  parte  e dal- 
l’altra, conducete  EH,  CF  parallele  a DA,  DB,  che  si  se- 
gheranno in  H,  F colla  HF,  conducete  DH,  DF,  il  trian- 
golo HDF  sarà  il  domandato.  Col  metodo  antecedente  il 
triangolo  ADB  (§.  435.)  vi  servirà  a dimostrare  la  solu- 
zione. 

437.  Sopra  una  data  retta  EF  costruire  un  rettangolo 
equivalente  ad  un  dato  triangolo  ABC  (fig.  187.). 

Pel  vertice  C menate  l’indefinita  KN  parallela  ad  AB, 
dividete  in  mezzo  in  L la  base  AB  colla  normale  LQ,  che 
segherà  in  K la  KN  , elevate  da  B la  normale  BP  alla 
stessa  AB,  che  segherà  la  KN  in  I,  prolungate  AB  verso 
M finché  BM  uguagli  EF;  per  M ed  I conducete  QM,  che 
segherà  in  Q la  LQ;  conducete  QO  parallela  ad  LM,  ed 
OM  ad  LQ  , il  rettangolo  PN  sarà  il  domandato.  Dimo- 
stratelo. 
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438.  Altamente.  Dal  vertice  (fig.  188.)  C calate  la  nor- 
male sulla  base  AB;  e dall’estremo  E della  retta  data  EF 
elevate  su  d’essa  la  normale  EH,  che  sia  quarta  propor- 
zionale a 2FE,  AB,  CD,  compiuto  il  rettangolo  HF  sarà 
il  domandato.  Provatelo  servendovi  del  (§.  195.). 

439.  Scolio.  Con  ciascuno  dei  due  melodi  precedenti 
può  essere  descritto  un  parallelogrammo  con  un  angolo 
dato  sopra  una  data  retta  , ed  uguale  ad  un  dato  trian- 
golo, se  invece  degli  angoli  retti  MBP,  MLQ  (fig.  187.), 
o invece  di  BDC,  FEH  si  faccia  l’angolo  dato,  perche  il 
resto  della  costruzione  è lo  stesso. 

440.  Sopra  una  data  retta  descrivete  un  rettangolo  uguale 
ad  una  figura  rettilinea  qualunque. 

Dividete  la  figura  in  triangoli  (fig.  189.)  , sopra  AB 
retta  data  (§.  437.)  costruite  un  rettangolo  CB  uguale  ad 
uno  dei  detti  triangoli  ; sopra  CD  costruite  il  rettangolo 
ED  uguale  all'altro  triangolo,  e cosi  innanzi  finché  siano 
esauriti  tutti  i triangoli,  ed  il  rettangolo  risultante  dai  par- 
ziali rettangoli  sarà  equivalente  alla  figura  rettilinea. 

441.  Scolio.  Se  la  figura  rettilinea  é un  rettangolo  RQ 
(fig.  189.)  è meglio  trovare  una  quarta  proporzionale  dopo 
la  retta  data,  ed  i lati  QP,  PR,  chè  questa  sarà  l’altezza 
del  rettangolo  domandato  di  base  AB  (§.  195.). 

442.  Fate  un  quadrato  equivalente  ad  un  rettilineo  qua- 
lunque ABCDF  (fig.  190.). 

Fate  un  rettangolo  AE  uguale  al  dato  rettilineo  (§.440.): 
quindi  costruite  il  quadrato  BH  uguale  a questo  rettan- 
golo (§.  432.),  ed  avrete  risoluto  il  problema. 

443.  Costruite  una  figura  rettilinea  coincidente  con  una  data. 

Sia  ABCDE  (fig.  191.)  la  data,  dividetela  nei  triangoli 

ACB,  CAD,  DAE;  menate  poi  l’indefinita  FG , e fate  gli 
angoli  GFH,  HFI,  IFK  rispettivamente  agli  angoli  BAC  , 
CAD,  DAE;  prendete  le  rette  FG,  FH,  FI,  FK  uguali  alle 
rette  AB,  AC,  AD,  AE,  e congiungete  i punti  G,  H;  H,  I; 
I,  K avrete  costruito  la  figura  domandata. 
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444.  Sopra  una  data  retta  AB  costruite  un  rettilineo  si- 
mile ad  un  dato  PQBST  (fig.  192.). 

Conducete  le  rette  PR,  PS  ; sopra  PQ  prolungata  se 
bisogna  prendete  P q uguale  ad  AB  , menate  qr  parallela 
a QR,  rs  parallela  ad  SR,  ed  st  parallela  a TS,  il  retti- 
lineo P qrst  sarà  simile  al  rettilineo  PQRST.  Fatto  ciò  co- 
struite col  metodo  antecedente  sopra  AB  il  poligono  ABCDE 
coincidente  con  P qrst,  avrete  trovalo  il  poligono  doman- 
dato. 

Altramente.  Costruite  i triangoli  ABC,  ACD,  ADE  equi- 
angoli ai  triangoli  PQR,  PRS,  PST,  ed  avrete  il  poligono 
ABCDE  simile  al  dato. 

445.  Descrivete  una  figura  simile  ad  un  dato  rettilineo , 
e che  siano  fra  loro  nella  ragione  di  due  rette  date. 

Sia  PTSRQ  il  rettilineo  dato  (fig.  193.).  In  PQ  pro- 
lungato se  bisogna  prendete  ( §.  419.  ) Pn  che  sia  a PQ 
nella  ragione  delle  due  rette  date,  che  è quella  della  fi- 
gura da  descriversi  alla  figura  data , nella  stessa  retta 
prendete  Pq  media  proporzionale  fra  Pn,  e PQ  (§.  418.), 
e sopra  Pq  col  metodo  antecedente  descrivete  la  figura 
P qrst  simile  alla  PQRST,  avrete  la  domandata. 

Infatti  abbiamo  per  ipotesi  Pn  : Pq  = Pq  : PQ  : dun- 
que ($.  1 96.)  il  rettangolo  fatto  da  Pn  , PQ  è uguale  al 
quadrato  sopra  P q.  Ora  il  rettangolo  fatto  da  Pn,  PQ  sta 
al  quadrato  sopra  PQ  come  l’altezza  Pn  sta  all’altezza  PQ 
(§.  188.):  ma  il  rettangolo  di  Pn,  PQ  è uguale  al  qua- 
drato di  P q : dunque  Pn  sta  a PQ  come  il  quadrato  di 
P q è al  quadrato  di  PQ;  ora  questi  quadrali  sono  come  i 
poligoni  simili  Pjrsf,  PQRST  (§.  261.),  dunque  questi  po- 
ligoni sono  come  Pn  a PQ. 

446.  Scolio.  Se  si  abbia  la  proporzione  continua 
Pn  : Pq  = Pq  : PQ  fra  tre  rette,  sarà  la  prima  retta  alla 
terza  come  il  quadrato  sulla  media  proporzionale  è al 
quadrato  sulla  terza.  Ciò  si  é provato  nell’antecedente  di- 
mostrazione. 
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447.  Descrivere  una  figura  rettilinea,  che  sia  uguale  ad 
una  data  P , e simile  ad  un  altra  ABCD  (fig.  194.). 

Sopra  AB  faCe  il  rettangolo  AF  uguale  ad  ABCD 
(§.  440.),  e sopra  AG  fate  un  rettangolo  AN  uguale  a P; 
in  AB  prendete  Al  media  proporzionale  fra  AB  , AE  , e 
sopra  Al  costruite  il  rettilineo  Alivi!  simile  ad  ABCD  , 
questo  sarà  il  domandato. 

Infatti  il  rettilineo  ABCD  sta  al  rettilineo  P come  il 
rettangolo  AF  al  rettangolo  AN  : ma  questi  due  rettangoli 
sono  coinè  AB  ad  AE  , dunque  i due  rettilinei  sono  come 
queste  due  rette  : ma  perchè  si  ha  EA  : AI  <=  AI  : BA  ab- 
biamo ($.  446.),  che  EA,  BA  sono  fra  di  loro  come  i qua- 
drati di  Al,  BA  : dunque  il  rettilineo  ABCD  sta  al  retti- 
lineo P come  il  quadrato  di  BA  è al  quadrato  AI  : mai 
due  rettilinei  simili  ABCD  , AIKH  sono  come  i quadrati 
di  AB,  Al  : dunque  i rettilinei  ABCD,  P sono  come  i ret- 
tilinei ABCD,  AIKH,  e perciò  AIKH  è uguale  a P. 

44"8.  Descrivete  un  rettilineo  simile  al  rettilineo  ABCD 
(fig,  195.).,  e che  sia  ad  un  altro  rettilineo  P nella  ragione 
delle  due  rette  S,  R. 

Fate  il  rettangolo  AF  uguale  ad  ABCD,  ed  il  rettan- 
golo AN  uguale  a P.  Prolungate  AE  in  Q in  guisa  che 
AQ  sia  quarta  proporzionale  dopo  B,  S,  AE;  dopo  ciò  pel 
precedente  metodo  fate  AIKH  simile  ad  ABCD  ed  ugua- 
le al  rettangolo  di  AQ,  allora  AIKH,  P ossia  i rettangoli 
AM,  AN  saranno  come  AQ  ed  AE  , o come  S ad  R. 

449.  In  un  dato  triangolo  ACB  (fìg.  196.)  iscrivete  un 
quadrato. 

Da  un  punto  M a piacere  del  lato  AC  sulla  base  AB 
si  conduca  la  normale  MG;  fate  il  quadrato  MRSG,  e da 
A per  R menate  ARE  finché  incontri  CB  in  E;  da  E con- 
ducete ED  parallela  , e DN  normale  ad  AB  potrete  cosi 
formare  il  quadrato. 

I triangoli  ADE,  AEF,  nei  quali  sono  condotte  le  pa- 
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rallelc  KM,  RS  alle  basi,  e che  hanno  lo  slesso  lato  AE 
vi  daranno  la  dimostrazione  della  costruzione. 

450.  Scolio.  Collo  stesso  metodo  può  iscriversi  nel  trian- 
golo un  rettangolo,  i di  cui  lati  siano  nella  ragione  di  due 
rette.  In  tal  caso  invece  di  essere  uguali  le  rette  MR,  MG 
saranno  nella  data  ragione,  e si  userà  la  stessa  costruzione. 

451.  In  un  dato  triangolo  ABC  (fig.  197.)  iscrivere  un 
rettangolo  EFGH  uguale  ad  un  rettilineo  Q,  che  non  ecceda 
la  metà  del  triangolo. 

Sopra  la  base  AB  costruite  un  rettangolo  ABPL  uguale 
a Q (§.  440.).  Dal  vertice  C calate  la  normale  CD  sulla 
base  AB,  che  prolungherete  fino  all*  incontro  K con  LP. 
Dividete  CD  in  I in  due  parti  tali  (§.  421.)  , che  il  ret- 
tangolo di  CI,  e DI  sia  uguale  al  rettangolo  di  CD,  DK. 
Potete  fare  anche  così.  Descrivete  due  semicircoli  KMC, 
DNC  l’uno  sul  diametro  KC,  l’altro  sopra  DC.  Da  D ele- 
vate DM  normale  sopra  DC,  da  M la  MN  parallela  a DC, 
e dall’intersezione  N la  NI  parallela  ad  MD , avrete  cosi 
il  rettangolo  di  IC,  1D  uguale  al  rettangolo  di  DC,  DK, 
ed  avrete  il  rettangolo  EG  uguale  ad  AP  o al  rettilineo  Q. 

Infatti  essendo  i rettangoli  di  CI,  ID  , e di  CD,  DK 
uguali  avremo  la  proporzione  (§.  1 95.)  DI:  DK  = CD:  CI: 
ma  dai  due  triangoli  simili  CEF,  CAB  (§.  227.)  abbiamo 
CD  : CI  = AB  : EF  : dunque  DI  : DK  = AB  : EF  , dalla 

quale  si  ha,  che  il  rettangolo  di  DI,  EF  é uguale  al  ret- 

tangolo di  DK,  AB . 

452.  Conducete  dentro  V angolo  BAC  una  retta  KL  in 

guisa  che  sia  parallela  ad  una  data  AGj  e che  il  triangolo 
AKL  sia  uguale  al  dato  rettangolo  FD  (fig.  198.). 

Prolungata  FE  segnerà  i due  punti  G,  II , ed  in  AB 

prendete  AK  media  proporzionale  fra  GH,  2EF,  e menate 
KL  parallela  ad  AG.  I due  triangoli  AKL,  HGA  simili  ci 
danno,  che  AKL  sta  a HGA  come  il  quadrato  sopra  AK 
sta  al  quadrato  sopra  GH  : ma  il  quadrato  AK  per  la  co- 
struzione fatta  è uguale  al  rettangolo  di  GH  , e 2FE  : 
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dunque  AKL,  HGA  sono  fra  loro  come  il  rettangolo  di 
GU,  2EF,  ed  il  quadrato  di  GH  : ma  queste  due  figure 
hanno  la  stessa  altezza  GH  : dunque  sono  fra  loro  come 
2FE,  GH  : perciò  i triangoli  AKL,  HGA  sono  come  2FE, 
GH,  o come  FE,  JGH,  o come  i rettangoli  fatti  da  EF, 
AF  , e da  JGH,  AF,  cioè  come  il  rettangolo  FD  , ed  il 
triangolo  AGH  : dunque  il  triangolo  AKL  è uguale  al  ret- 
tangolo FD. 

453.  Dentro  l'angolo  BAC  menate  una  linea  KL  uguale 
ad  una  data  retta  MN,  e che  dia  il  triangolo  KAL  uguale 
ad  un  rettilineo  dato  (fig.  199.). 

Nella  figura  il  punto  D é medio  di  MN,  il  rettangolo 
FD  è costruito  uguale  al  dato  rettilineo,  ed  il  segmento 
MHN  dà  l'angolo  MHN  uguale  ad  A.  Le  rette  AK,  AL 
nell’angolo  BAC  sono  uguali  HM,  HN.  Fate  la  costruzio- 
ne e dimostrazione. 

454.  Dato  un  dato  angolo  EAB}  per  un  dato  punto  P 
conducete  FD  in  guisa  che  il  triangolo  AED  sia  uguale  ad 
un  dato  rettilineo  (fig.  200.). 

Fatto  il  parallellogrammo  AFPHI  uguale  al  dato  retti- 
lineo conducete  IK  normale  ad  AD  ed  uguale  ad  FP,  me- 
nate KD  uguale  a PH;  per  P,  D conducete  DE. 

Il  problema  è impossibile  quando  KD  o PH  è minore 
di  KI  o PF,  cioè  quando  il  dato  rettilineo  è minore  del 
parallelogrammo  fatto  con  AF,  2FP.  Dimostrate  tutto. 

455.  Da  un  dato  poligono  ABC  DE  FH  togliete  una  parte 
1AHFK  uguale  ad  un  rettangolo  MN  per  mezzo  d'una  retta 
JK  parallela  alla  data  AQ  j o che  passi  per  un  punto  P 
(fig.  201.). 

Prolungate  BA,  FE  finché  s’incontrino  in  G;  sopra  ON 
costruite  un  rettangolo  OQ  uguale  al  rettilineo  AGFH;  al- 
lora o pel  (§.  452.),  o pel  ($.  454.)  , secondo  i due  casi 
proposti  , menate  IK  in  guisa  che  il  triangolo  IGK  sia 
uguale  ad  MQ. 
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456.  Dividete  un  triangolo  ABC  in  un  numero  di  parti 
per  et.  tre  per  mezzo  di  rette  parcllele  ad  uno  dei  lati  j ed 
in  una  data  ragione  (fig.  202.). 

Sia  divisa  AB  in  tre  parti  AE,  EF,  FB,  che  siano  fra 
loro  nella  data  ragione  (§.  419.);  col  diametro  AB  si  descriva 
il  semicircolo  AlB,  e si  calino  le  normali  EH,  FI  ad  AB;  poi 
fatto  centro  in  A cogli  intervalli  AH,  AI  si  descrivano  gli 
archi  HK,  IL,  e da  K,  L si  menino  KM,  LN  parallele  a BC. 

I triangoli  AKM,ALN,  ABC  sono  (§.230.)  come  i quadrali 
AK,  AL,  AB,  o (§-223.)  come  i rettangoli  di  AB,  AE;  di  AB, 
sopra  AF,  ed  il  quadralo  di  AB,  ossia  come  AE,  AF,  AB.  Si 
faranno  le  proporzioni,  ed  in  queste  le  divisioni  ($.  211.). 

457.  Dividere  una  retta  PO  in  un  dato  numero  di  parli 
per  et.  3 in  guisa  che  costrutti  sopra  di  esse  poligoni  simili 
abbiano  fra  loro  la  ragione  che  hanno  date  rette  ABj  ACj 
AD  (fig.  203.). 

Sopra  la  maggiore  AD  descrivete  il  scmicircolo  AEFD, 
elevate  le  normali  BE,  CF,  conducete  a piacere  PR,  e so- 
pra di  essa  prendete  le  parti  PH,  HI.  IK  uguali  alle  rette 
AE,  AF,  AD,  congiungete  KQ,  e menate  HM,  IL  paral- 
lele a KQ.  Le  figure  simili  PmM  , M/L  , L?Q  costruita 
sulle  parli  PM,  ML,  LQ  avranno  la  data  ragione. 

458.  Determinate  la  posizione  (fun  punto  tale  Pj  che  da 
esso  condotte  rette  all’estremità  delle  rette  AB , CDj  EF  date 
in  grandezze  ed  in  posizioni , i triangoli  ABP,  CPD,  EPF 
siano  uguali  (fig.  204.). 

Prolungate  AB,  CD,  FE  finché  s’incontrino  in  G , ed 
H;  prendete  Gm,  IIs  uguali  a BA,  EF  : e Gti,  Hr  uguali 
a CD;  compite  i parallelogrammi  mn,  rs,  e conducete  le 
diagonali  Gp,  Ht,  queste  prolungate  vi  daranno  il  punto  P. 
La  dimostrazione  è facile. 

459.  In  un  circolo  ABDC  condurre  una  corda  AB  uguale 
ad  una  data  retta  RS  minore  del  diametroj  e che  passi  per 
un  punto  P (fig.  205.). 

Iscrivete  la  corda  CD  uguale  ad  RS  sopra  la  quale  dal 

11 


Digitized  by  Google 


centro  O sia  calala  la  normale  OF.  Congiunti  i punii  P, 

O descrivete  il  semicircolo  PEO  , menate  OE  uguale  ad 
OF  ; finalmente  conducete  per  E,  P la  AB,  questa  sarà 
la  retta  domandata. 

460.  Per  un  dolo  punto  P condurre  in  un  circolo  la  cor- 
da AB  tale  che  le  due  parti  AP,PB  abbiamo  una  data  de- 
ferenza DE  (fig.  206.). 

Congiunto  il  punto  P col  centro  C descrivete  il  semi- 
circolo  PQC,  e conducete  in  questo  la  corda  PQ,  che  sia 
la  metà  di  DE,  che  prolungherete  in  A , B alla  circon- 
ferenza , sarà  AQ  uguale  a QB  , e quindi  AB  è la  retta 
domandata. 

46 1.  Trovate  un  punto  P , al  quale  condotte  da  tre  punt « 
dati  A,  C,  B tre  rette  gli  angoli  fatti  da  ette  s>ano  dati 

(fig.  207.).  , 

In  AB  descrivete  un  segmento  ABP  capace  dell  ango  , 

che  debbono  fra  le  due  rette  da  menarsi  da  A,  B;  fate  I an- 
golo DBA  uguale  all’angolo  che  debbono  fare  le  rette  a 
condursi  da  A,  C;  per  D,  C menate  DP,  il  punto  P il 

cercato.  , . , ... 

462.  Descrivete  una  circonferenza , che  paesi  per  due  dati 

punti  A j B,  e che  sia  tangente  ad  ana  data  retta  LD  (fig.208.). 

Conducete  AB,  Insegatela  colla  normale  FE,  che  si  se- 
gherà in  un  punto  F colla  CD  : da  un  punto  qualunque 
H di  EF  calate  HG  normale  a CD  , ed  avendo  condotto 
BF  menate  HI  uguale  ad  HG:  da  B conduce  BK  parallela 
aJ  „I;  fate  centro  in  K coll'  intervallo  BK  descrivete  .1 

circolo’,  e sarà  il  domandato. 

Per  i triangoli  KFB,  KFL,  ne.  qual,  sono  condotte  le 
narallele  HI,  HG  alle  basi,  e che  hanno  il  lato  comune  FK 
come  sono  uguali  HI,  HG  cosi  sono  uguali  KB,  KL:  dunque 
sono  uguali  le  tre  rette  KL,  KB,  KA.  Perché  le  due  rette 
HI  H»  possono  essere  menate  da  H a BF  ugua  i a », 
eccetto  il  caso  in  cui  HI  riesca  normale  a BF,  .1  problema 
ha  due  soluzioni.  Quando  poi  la  normale  calata  sopra  BI 
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è maggiore  di  HG  il  problema  è impossibile.  Lo  stesso  si 
deve  dire  uel  seguente  problema. 

463.  Descrivete  la  circonferenza  d'un  circolo,  che  passi 
per  un  dato  punto  A,  ed  a cui  siano  tangenti  due  rette  date 
BD,  BC  (fìg.  209.). 

Dal  punto  di  concorso  di  queste  rette  conducete  BA, 
ed  anche  BN  che  bisegbi  l'angolo  CBD  ; da  un  punto  E 
di  BN  sopra  BC  calate  la  normale  EF,  c ad  AB  applicate 
EG  uguale  ad  EF,  parallela  alla  quale  menate  AH , che 
incontrerà  BN  in  un  pnnto  H;  se  coll'  intervallo  HA  de- 
scrivete la  circonferenza,  sarà  la  domandata. 

1 triangoli  KBH,  IBH  sono  coincidenti , dunque  sono 
uguali  HI,  HK.  Come  sono  uguali  EF  , EG  sono  uguali 
HI,  HA. 

464.  Da  un  punto  d’intersezione  P di  due  dati  circoli  0, 
e C (fìg.  210.)  sia  condotta  una  retta  PR  in  guisa,  che  la 
sua  parte  QR  intercetta  fra  le  due  periferie  sia  uguale  ad  una 
data  retta  AB. 

Sopra  la  retta  OC,  che  congiunge  i due  centri  descri- 
vete il  scmicircolo  ODC,  nel  quale  conducete  la  corda  OD, 
che  sia  £AB  : avendo  condotta  a questa  parallela  la  retta 
PR  questa  sarà  la  domandata.  Per  dimostrarlo  menate  DC, 
c ad  essa  parallela  la  OF.  Dall’essere  OFED  un  rettango- 
lo proverete  la  costruzione. 

465.  In  un  triangolo  (fìg.  211.)  AC B determinate  un  tal 
punto  P,  che  le  normali  PQ,  PR,  PS  da  esso  calate  sopra 
i lati  AB,  AC,  CB  siano  come  tre  rette  date,  m,  n,  p. 

Prendete  AE,  BF  uguali  ad  m,  menate  le  rette  EM,  FN 
parallele  ad  AB,  e prendete  in  esse  lo  parti  EG,  FH  ri- 
spettivamente uguali  ad  n,  p;  condotte  per  A,  G , e per 
B,  H le  rette  AG,  BH  nel  loro  incontro  in  P daranno  il 
punto  domandato. 

Menate  Gl  parallela  ad  AC,  c le  normali  GK , GL,  i 
due  triangoli  simili  EGL,  IGK  ci  danno  IG,  GE,  o m,  n 
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proporzionali  a GK,  GL  o a PQ,  PR.  Nello  stesso  modo 
si  proverà,  che  PQ,  PS  sono  come  m,  p. 

Scolio.  In  una  maniera  simile  si  risolve  il  problema  quan- 
do  si  voglia,  che  le  rette  da  condursi  da  P ai  tre  lati  nella 
ragione  di  tre  rette  date  facciano  con  essi  un  dato  angolo. 

166.  Trovate  in  un  triangolo  AC B (fig.  212.)  un  punto 
tale  P che  da  esso  condotte  ai  vertici  A,  lì , C dei  tre  an- 
goli tre  rette  PA,  PB,  PC  siano  come  tre  rette  date  a,  b,  c. 

Prendete  in  AB  la  AF  uguale  ad  a,  ed  Al  uguale  a e; 
fate  gli  angoli  AFG,  AIK  uguali  ad  ACB;  fatto  centro  in 
F,  G cogl’intervalli  FH,  GII  uguali  a b ed  AK  descrivete 
due  archi  di  circoli  che  si  segheranno  in  un  punto  H;mcnate 
AH,  c da  B la  BP  , che  faccia  1’  angolo  PBA  uguale  ad 
AHF  ; il  punto  P d’  unione  delle  rette  AH  , BP  sarà  il 
punto  domandato. 

Menate  CP.  I triangoli  simili  ABP,  AHF  vi  danno  su- 
bito le  rette  AP,  BP  proporzionali  ad  a,  b.  I triangoli  si- 
mili ABC,  AGF  vi  daranno  le  proporzioni 

AB  : AP  = AH  : AF  ; AB:  AC  = AG  : AF  , 

dalle  quali  si  ricava,  che  il  rettangolo  di  AP,  AH  è uguale 
al  rettangolo  di  AC,  AG  perchè  ambedue  sono  uguali  al 
rettangolo  di  AB,  AF.  I due  detti  rettangoli  uguali  ci  danno 
la  proporzione  AP  : AC  = AG  : AH,  dalla  quale  si  rica- 
vano simili  i triangoli  ACP,  AHG,  che  ci  danno  AP,  PC 
proporzionali  ad  AG,  GH,  o ad  AG  , AK  , o finalmente 
ad  FA,  AI  uguali  ad  a,  c. 


Digitized  by  Google 


TRIGONOMETRIA 


4.  E a Trigonometria  è una  parte  delie  Matematiche,  nella 
quale  si  danno  le  forinole  per  calcolare  alcuni  dei  sei  ele- 
menti d’un  triangolo  cogniti  gii  altri,  che  lo  determinano. 

2.  Si  è veduto  (G.  §.  58.),  che  un  triangolo  è deter- 
minato quando  sono  dati  tre  dc'suoi  sci  elementi  , fra  i 
quali  vi  sia  almeno  un  lato.  Quindi  nella  trigonometria  si 
danno  formole  , nelle  quali  sono  collegati  i sei  elementi 
del  triangolo,  onde  datine  tre  con  uno  almeno,  che  sia  un 
lato,  dalle  dette  formole  si  possono  ricavare  i valori  de- 
gli altri  tre. 

3.  Dai  teoremi  però  di  Geometria  non  si  ha  maniera 
di  collegare  in  equazioni  i valori  dei  lati  con  quelli  de- 
gli angoli  d’un  triaugolo.  Infatti  i iati  sono  linee  rette,  e 
gli  angoli  sono  misurali  dagli  archi  di  circolo  intercetti:  ora 
in  Geometria  non  vi  è teorema,  che  dia  la  relazione  fra  le 
lince  rette,  c gli  archi  di  circolo,  come  sarebbe  tra  le  corde 
e gli  archi  sottesi,  che  pur  si  veggono  crescere  e decrescere 
dentro  il  limite  di  mezza  circonferenza  come  le  loro  cor- 
de , ma  senza  una  data  ragione,  o relazione. 

4.  Da  ciò  si  vede  la  necessità  di  abbandonare  nella  tri- 
gonometria gli  archi  come  misuratori  , o rappresentanti 
i valori  degli  augoli,  c d’introdurre  altre  linee,  c meglio 

trio.  1 
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linee  rette  , che  siano  in  cosi  stretta  relazione  cogli  an- 
goli, che  li  rappresentino. 

5.  Troviamo  queste  rette.  Qualunque  triangolo  si  ri- 
duce a due  triangoli  rettangoli  abbassando  dal  vertice  d’un 
angolo  la  normale  sul  lato  opposto.  Sia  il  triangolo  DAC 
(fig.  142.);  calando  la  normale  DB  si  hanno  i due  trian- 
goli DAB,  BDC,  i quali  quando  siano  calcolali  é calcolato 
il  dato  triangolo;  perchè  sommando  AB  con  BC  abbiamo 
il  lato  AC,  ed  aggiungendo  l’angolo  ADB  all’angolo  BDC 
abbiamo  ADC.  Se  poi  il  triangolo  EFG  (fig.  1 43.)  è ottusan- 
golo in  F,  e si  voglia  calare  la  normale  da  G sopra  EF,  che 
deve  essere  prolungata  : qualora  siano  calcolati  i triangoli 
rettangoli  EG1,  FGI , sottraendo  il  catèto  FI  dal  cateto  EI 
si  avrà  il  lato  EF;  cognito  l’angolo  acuto  GFI  si  cono- 
scerà l’ottuso  GFE,  perchè  sono  angoli  conseguenti;  e sot- 
tratto dall’angolo  EGI  l’angolo  FGI  si  avrà  l’angolo  EGF. 

6.  Basta  dunque  nella  trigonometria  di  dare  le  formole 
per  calcolare  i triangoli  rettangoli  : onde  in  questi  è ne- 
cessario assegnare  le  rette  rappresentanti  gli  angoli. 

7.  Sia  perciò  descritto  con  un  raggio  noto  e fisso  AO 
(fig.  1 4 4.), che  diremo  raggio  trigonometrico  il  quadrante  AMH. 
Se  da  tutti  i punti  al  di  sopra  di  A di  questo  quadrante,  co- 
me I,  M,  L ec.  s’immaginino  calate  sul  raggio  AO  le  nor- 
mali IS,  MC,  LD,  e poi  condotti  i raggi  IO,  MO,  LO  si 
avranno  altrettanti  triangoli  rettangoli  ISO,  MCO,  LDO,  ec. 
che  hanno  le  ipotenuse  IO,  MO,  LO  note,  c di  valor  fisso, 
e nei  quali  gli  angoli  acuti  IOS  , MOC  , LOD  ec.  misurati 
dagli  archi  AI,  AM,  ÀL  ec.  di  tutti  i possibili  valori,  di  cui 
sono  suscettibili  gli  angoli  acuti,  saranno  tutti  i possibili 
angoli  acuti;  e quindi  tali  saranno  anche  gli  angoli  SIO , 
CMO,DLO  ec.  Quindi  non  vi  sarà  triangolo  rettangolo,  che 
non  ne  abbia  uno  equiangolo  tra  i triangoli  cosi  costruiti 
nel  quadrante. 

8.  Di  piò,  fissato  l'angolo  acuto  per  es.  IOS,  o MOC, 
LOD  , non  vi  possono  essere  incontro  , che  i cateti  IS  , 
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MC,  LD,  e ciò  per  l’invariabilità  del  raggio.  Da  ciò  vie- 
ne, che  questi  cateti  IS,  MC,  LD  ec.  possono  rappresentare 
gli  angoli  IOS.  MOC,  LOD  ec.;  o gli  archi  IA,  MA,  LA  ec., 
che  misurauo  questi  angoli;  perché  se  si  fìssa  per  cs.  IS  si 
ha  il  solo  arco  IA,  ed  il  solo  angolo  IOS;  e viceversa  dato 
l’angolo  IOA,  e perciò  il  suo  arco  IA  misuratore,  é dato 
il  cateto  IS. 

9.  Ancora  i cateti  SO,  CO,  DO  possono  rappresentare 
gli  altri  angoli  acuti  SIO,  CMO , DLO  dei  triangoli  ret- 
tangoli nel  quadrante,  perché  anche  essi  vengono  necessa- 
riamente posti  i delti  angoli,  e viceversa. 

10.  Se  ben  si  osserva  si  vedrà,  che  essendo  gii  angoli 
SIO,  CMO,  DLO  uguali  agli  angoli  IOH,  MOH,  LOH  , i 
primi  angoli,  come  gli  altri,  saranno  misurati  dagli  archi 
IH,  MH,  LH;  e che  quello,  che  sono  i cateti  IS,  MC,  LD 
rispetto  gli  archi  IA,  MA,  LA  misuratori  degli  angoli  IOS, 
MOC,  LOD  lo  sono  le  rette  IE,  MF,  LG,  o i cateti  SO, 
CO,  DO,  rispetto  gli  archi  IH,  MH,  LH  misuratori  degli  altri 
angoli  acuti  SIO,  CMO,  DLO.  Si  noti,  che  il  punto  A è 
fisso  , e che  1’  arco  Al  crescendo  al  di  sopra  verso  H il 
punto  I é variabile. 

11.  Avendo  trovato  le  rette  rappresentanti  gli  angoli 
acuti  d’uu  triangolo  qualunque  rettangolo  è bene  dar  loro 
i nomi,  coi  quali  siano  subito  indicate. 

12.  Le  rette  IS,  MC,  Ll)  si  chiamano  i seni  degli  ar- 
chi AI  , AM,  AL,  o degli  angoli  IOS,  MOC,  LOD  misu- 
rali dagli  stessi  archi  : dunque  il  seno  d’un  arco  è la  nor- 
male calata  da  una  sua  estremità  al  raggio,  che  va  all'altra 
estremità.  Infatti  IS  é una  normale  calala  dall’estremità  1 
dell’arco  IA  sul  raggio  OA,  che  va  all’altra  estremità  A. 
Si  scrive  poi  IS  = scn.  IA,  MC  = sen.  MA,  ovvero 

IS  = sen.  IOS,  MC  = sen.  MOC. 

13.  L’arco  HI  unito  ad  IA  da  90n,  quindi  si  chiama 
il  complemento  di  IA.  Cosi  se  IA  fosse  di  gradi  30,  non 
si  dice  IH  l’arco  dì  60°,  ma  si  dice  il  complemento  di  30°. 


Digitized  by  Google 


4 

Essendo  MA  di  gradi  70,  M1I  non  si  dice  arco  di  20  gra- 
di; ma  il  complemento  di  70°. 

Quindi  quantunque  per  la  definizione  data  (§.  10.) 
IE  sia  il  seno  di  IH,  ed  MF  di  MH,  si  dice  IE  seno  delT 
arco  di  complemento  di  IA  ; si  dice  MF  seno  dell’  arco  dt 
complemento  di  MA;  più  semplicemente  però  si  dice  IE  coseno 
di  IA ; MF  coseno  di  MA  : quindi  il  coseno  di  un  arco  è il 
seno  del  complemento  dell'arco  stesso.  Infatti  MF,  che  è il 
coseno  di  MA,  è il  seno  di  M1I  complemento  di  MA.  Se 
dunque  si  dirò  il  coseno  di  50°,  vuoi  dire  il  seno  di  40° 
complemento  di  50°.  Si  scrive  poi  IE  = cos.  IA;  MF  = 
cos.  MA.  E se  IA  è di  30°,  si  scriverà  IE  — cos.  30°.  Ge- 
neralmente se  A é un  arco,  il  suo  complemento  sarà  90° — A, 
e senA  sarà  lo  stesso  che  cos  ( 90°  — A ) , e viceversa 
sen(90° — A)  = cosA. 

1 4.  Dunque  i cateti  SO,  CO,  DO,  che  sono  i seni  de- 
gli angoli  SIO,  CMO,  DLO  (§.  10.),  saranno  i coseni  degli 
angoli  IOS,  MOC,  LOD,  o dei  loro  archi  IA,  MA,  LA. 

1 5.  Essendo  SO  il  coseno  dell’arco  IA,  ed  essendo  SO 
una  parte  del  raggio  compresa  fra  il  centro  O,  ed  il  pie- 
de S del  seno  IS  ne  viene  , che  il  coseno  tf  un  arco  è la 
parte  del  raggio  compreso  fra  il  centro j ed  il  piede  del  suo  seno. 

Iti.  Si  avverta,  che  il  seno  MC  è la  metà  della  corda 
Mll  , che  sottende  I’  arco  MAR  doppio  di  MA  ; cosicché 
MR  = 2sen.  MA;  sarà  ancora  MK  = 2MF  <=  2cosMA. 

17.  Da  ciò  viene,  che  in  un  circolo  descritto  col  rag- 
gio trigonometrico  se  si  hanno  due  corde  RM,  MK  con- 
giunte ad  angolo  retto  RMK,  esprimendo  una  per  esem- 
pio MR  il  doppio  seno  della  metà  dell’arco  da  essa  sotteso, 
l’altra  esprime  il  doppio  coseno  dello  stesso  arco. 

18.  Come  per  trovare  le  rette  rappresentanti  gli  an- 
goli acuti  d’un  triangolo  rettangolo  sono  stati  opportuni  i 
triangoli  rettangoli  colle  ipotcnuse  costanti,  cosi  giovano 
i triangoli  rettangoli  con  un  cateto  costante. 

19.  Per  averli  senza  dipartirci  dal  circolo  descritto 
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ool  raggio  trigonometrico,  c senza  ammettere  altra  retta 
nota  e fìssa  fuori  di  questo  raggio,  da  A si  elevi  la  nor- 
male indefinita  AP  al  raggio  AO,  e si  prolunghino  le  ipo- 
tenuse IO,  MO,  LO  fìuo  all’incontro  in  B,  N,  P con  que- 
sta normale,  avremo  i triangoli  rettangoli  BAO,  NAO,  PAO, 
nei  quali  posti  gli  archi  IA,  MA,  LA,  o gli  angoli  BOA, 
NOA,  POA  vengono  necessariamente  i cateti  BA,  NA,  PA,e 
viceversa:  quindi  abbiamo  altre  rette  trigonometriche  rap- 
presentanti gli  angoli  IOA,  MOA,  LOA  dei  triangoli  rettan- 
goli nel  quadrante.  Queste  rette  si  chiamano  le  tangenti  tri- 
gonometriche, o semplicemente  le  tangenti  degli  archi  AI , 
AM,  AL,  o degli  angoli  IOA,  MOA,  LOA  da  essi  misurati. 
Si  vede  poi,  che  per  es.  la  tangente  NA  dell’arco  MA  è 
la  tangente  ad  un  suo  estremo  A limitata  in  N dal  rag- 
gio MO  prolungato,  che  va  all’altro  estremo  M.  Dunque  la 
tangente  d’un  arco  è la  tangente  ad  una  sua  estremità  limitata 
dall’intersezione  del  raggio  prolungato , che  va  alt  altra  estre- 
mità. Scriveremo  poi  AB  «=  tang.IA,  NA  ■=  tang.MA. 

20.  Le  ipotcnuse  BO,  NO,  PO  si  dicono  le  secanti  de- 
gli archi  AI,  AM,  AL  : dunque  la  secante  d’un  arco  e il  rag- 
gio prolungalo , che  passa  pel  suo  estremo  variabile  compreso  fra 
il  centro  e l’incontro  colla  tangente. Noteremo  poi  BO=sec.lA, 
NO  — sec.  AM. 

21.  So  nell’arco  di  complemento  al  punto  H si  condu- 
ca la  tangente  indefinita  HT,  c si  prolunghino  i raggi  MO, 
LO  fino,  che  s’incontrino  in  T , X con  questa  tangente  , 
essendo  AN  la  tangente  di  AM  , la  IH  sarà  la  tangente 
dell’arco  HM  di  complemento  di  AM,  o la  cotangente  di  AM. 
La  TO  sarà  la  secante  dell’arco  MH  di  complemento  di  MA, 
o la  cosecante  di  MA.  Avremo  dunque  TH  = cotang.  MA; 
TO  — cosec.MA,  XH  = cotang.LA  ; XO  = cosec.LA. 

22.  Abbiamo  dunque  ottenuto  due  serie  di  triangoli 
rettangoli  gli  uni  coll’ ipotenusa  costante,  che  è il  raggio 
trigonometrico,  e coi  cateti,  che  sono  i seni  degli  angoli 
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opposti;  ovvero,  essendo  un  cateto  il  seno  dell'angolo  op- 
posto, l’altro  cateto  è il  coseno  dello  stesso  angolo. 

23.  L’altra  serie  è di  triangoli  rettangoli  con  un  ca- 
teto costante,  che  é il  raggio  trigonometrico;  coll’altro  ca- 
teto, che  è la  tangente  dell’angolo  opposto;  e l’ ipotenusa 
è la  secante  dello  stesso  angolo. 

24.  Poiché  iu  queste  due  serie  di  triangoli  gli  angoli 
acuti  possono  avere  tutti  i valori  possibili,  non  vi  é trian- 
golo rettangolo,  che  in  ambedue  le  serie  non  ne  abbia  uno 
simile. 

25.  Le  rette  che  abbiamo  introdotto  nei  nostri  trian- 
goli si  chiamano  rette  trigonometriche.  Quindi  le  rette  trigo- 
nometriche di  un  angolo  acuto,  o del  suo  arco  misurato- 
re sono  il  seno,  la  tangente,  e la  secante ; il  coseno,  la  co- 
tangente, e la  cosecante.  É chiaro,  che  crescendo  l’arco  da 
A verso  li  il  seno,  la  tangente,  e la  secante  crescono:  de- 
crescono poi  il  coseno,  la  cotangente,  e la  cosecante. 

Vediamo  ora  come  si  possano  calcolare  queste  rette  tri- 
gonometriche. 

26.  Si  dimostra  a questo  oggetto,  che  cognito  il  rag- 
gio, ed  il  seno  d’un  arco  si  possono  calcolare  le  altre  rette 
trigonometriche. 

27.  Dal  triangolo  rettangolo  ISO  ( fìg.  144.)  abbiamo 
IS3  -+-  SO1  = IO1,  ossia  facendo  l’arco  AI  = a,  ed  espri- 
mendo per  r il  raggio,  sarà  sen’a -t- cos’a  =r*;  da  questa 
cosa  =[/ (r1  — seu’a).  Dalla  prima  si  ricava,  che  il  quadrato 
del  seno  più  il  quadrato  del  coseno  d‘un  arco  c uguale  al  qua- 
drato del  raggio. 

28.  Dalla  seconda  abbiamo,  che  il  coseno  è uguale  alla 
radice  del  quadrato  del  raggio  meno  il  quadrato  del  seno  : 
dunque  cognito  il  raggio,  ed  il  seno  d’un  arco  si  trova  il  suo 
coseno.  Può  essere  utile  il  ricavare,  che  il  seno  è uguale 
alla  radice  del  quadrato  del  raggio  meno  il  quadrato  del 
coseno. 


Digitized  by  Google 


7 


29.  Dai  due  triangoli  simili  ABO,  ISO  si  ottiene 
BA  : IS  = AO  : SO, 


ossia 


r.sen.a 

tang.a  : sen.a  =>  r : cos.a  , e tang.a  = : 

cos.a 


cioè  la  tangente  d'un  arco  è uguale  al  raggio  moltiplicato  pel 
seno  dell’arco  diviso  pel  suo  coseno  ; e poiché  il  coseno  si 
conosce  cognito,  il  raggio,  ed  il  seno  ; anche  la  tangente  si 
conosce  dato  il  raggio,  e trovato  il  seno. 

30.  Gli  stessi  triangoli  simili  ci  danno 


BO  : IO  «=  AO  : SO  ; 

ossia 

r* 

scc.a  : r = r : cos.a,  e sec.a  — , 

cos.a 


dnnque  la  secante  d'un  arco  è uguale  al  quadrato  del  rag- 
gio diviso  pel  coseno  dell’arco  stesso  : quindi  anche  la  se- 
cante si  conosce  cognito  il  raggio,  ed  il  seno. 

3t.  I due  triangoli  simili  THO,  MOF  ci  danno  le  pro- 
porzioni TH  : MF  = OH  : OF  ; TO  : MO  = HO  : FO;  os- 
sia le  due;  cotang.a  : cos.a=r  : sen.a;  cosce. a : r = r:  sen.a: 
dalle  quali  abbiamo 


rcos.a  r* 

cotang.a  = ; cos.a  «=  : 

sen.a  sen.a 

dunque  la  cotangente  d’un  arco  è uguale  al  raggio  moltipli- 
cato pel  seno  diviso  pel  coseno  dell’arco  stesso. 

32.  La  cosecante  d’un  arco  è uguale  al  quadrato  del  rag- 
gio diviso  pel  seno  dell'arco  stesso. 

33.  Dunque  è vero,  che  cognito  il  raggio  ed  il  seno  d’un 
arco  si  possono  trovare  le  altre  rette  trigonometriche  dello  stesso 
arco. 
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34.  Ma  ancora.  St  ti  conotcono  le  rette  trigonometriche 
ii' un  arco  per  un  dato  raggio  si  conoscono  subito  ìe  rette  tri- 
gonometriche dello  stesso  arco  per  un  altro  raggio  moltipli- 
cando le  prime  per  questo  stesso  raggio , e dividendo  il  pro- 
dotto pel  primo  raggioj  e ciò  perché  le  rette  trigonometriche 
sono  come  i raggi  dei  circoli , ove  si  trovano.  Infatti  si  sup- 
ponga con  un  raggio  qualunque  Oh  descritto  il  quadran- 
te ah-,  il  seno  dell’angolo  IOA  in  questo  quadrante  è is, 
il  suo  coseno  è sO  , la  tangente  ab,  la  secante  bO.  Ora  i 
triangoli  simili  IOS  , t'Os  ci  danno  IS  : is  = IO  : tO  : cioè  i 
seni  dello  stesso  arco  sono  come  i raggi  dei  circoli  , nei 
quali  si  trovano.  Dalla  nostra  proporzione  si  ricava 


IS  X *0 


Lo  stesso  si  dimostrerà  per  le  altre  rette  trigonometriche; 
quindi  è dimostrata  la  nostra  proposizione. 

35.  I calcoli  riescono  più  semplici  se  il  raggio  trigo- 
nometrico si  suppone  uno.  Calcolate  in  questa  ipotesi  le 
rette  trigonometriche  degli  archi  diventano  subito  rette  tri- 
gonometriche degli  stessi  archi  per  un  altro  raggio  mol- 
tiplicandole pel  nuovo  raggio;  perchè  per  esempio  nell’es- 
pressione antecedente  del  seno  is,  essendo  10  =>  1,  abbia- 
mo is  = IS  X *0.  Viceversa  dividendo  le  rette  trigono- 
metriche pel  loro  raggio  diventano  rette  trigonometriche 
dello  stesso  arco  pel  raggio  uno. 

36.  Dopo  ciò  il  calcolo  delle  rette  trigonometriche  per 
un  raggio  qualunque  dipende  dal  calcolo  del  seno  di  un 
arco  qualunque  pel  raggio  1. 

37.  Nei  (G.  $.  276,  277.)  abbiamo  dato  il  valore  di  al- 
cuni lati  dei  poligoni  regolari  per  mezzo  del  raggio;  que- 
sti sono  valori  di  corde  di  archi  noti:  ora  le  metà  di  que- 
ste corde  sono  i seni  (§.  16.)  degli  irchi  metà  di  quelli 
sottesi  dalle  corde  stesse  : dunque  conosciamo  i seni  di  al- 
cuni archi.  Per  esempio  abbiamo  trovato,  che  (G.  §.  276.) 
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r[/2  è il  valore  del  lato  del  quadrato  iscritto , o della 

corda  di  90°  , dunque  T^C—  = — é il  seno  di  45°.  Nel 
1 2 1/2 


(G.  §.  276.)  abbiamo  trovato,  che 


r(-1+^5) 


è il  lato 


r( — 1 •+•  1/5) 


del  decagono,  o la  corda  di  36°,  dunque 

sarà  il  seno  di  13°.  Ma  il  più  semplice  è il  valore  de 

r 1 

lato  dell’esagono,  che  è uguale  al  raggio  : dunque  — sa- 


rà il  seno  di  30°. 

38.  Possiamo  dunque  fissare,  che  di  un  qualche  arco 
già  conosciamo  il  seno  cognito  il  raggio.  Vediamo  ora  co- 
me si  possa  di  qui  procedere  a trovare  i seni  di  tutti  gli 
archi  maggiori  e minori  di  uno  di  questi  già  noti.  Nel  (G.  §. 
278.)  la  forinola 

p ^ p|/{4r»  — p’) 
r 


risolve  il  problema;  dato  il  Iato  p d’un  poligono  regolare 
iscritto  trovare  il  lato  P d’un  poligono  della  metà  del  nu- 
mero dei  lati.  Se  sia  2a  l'arco  sotteso  da  p , sarà  (§.  1 6.) 
p — 2sena  : sarà  poi  P = 2sen.2a  ; dunque 

_ 2sen.ai/(r’  — sen’.o 

scn.2a=3  , 

r 

c supponendo  r = 1 , 

(A)  sen.2a  = 2sen.o|/(1  — sen’a)  ; 

dunque  con  questa  forinola  cognito  il  seno  d’un  arco  a si 
può  trovare  il  seno  dell’arco  doppio  2a. 

39.  Nel  (G.  §.  279.)  colla  formola 

(A)  P = y (2 r’  - ri/(4H  - P»)) 
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si  risolre  il  problema  cognito  il  lato  P d’un  poligono  iscrit- 
to trovare  il  lato  p d’un  poligono  d’un  doppio  numero  di 
lati,  se  dunque  sia  P=2sen.2a  sarà  p«=2sena,  ed  avremo 

sen.o  <=  y y/ (2 r»  — 2rj^(r*  — sen»2a)) 
e fatto  r ==  1 

(B)  sen.a  — y — 2^(1  — sen’2a)^ 

eolia  quale  formola  si  calcola  il  seno  delia  metà  d’un  arco 
cognito  il  seno  dell’arco  intero. 

40.  Siano  due  archi  {6g.  145.)  BEA  = 2o,  AFC=24, 
avremo  BA  = 2sen.a,  AC  = 2seni.  Se  si  conduca  la  cor- 
da BC  sarà  BC  = 2sen(a4-£).  Si  meni  il  diametro  AD, 
e le  corde  CD,  BD.  Essendo  le  corde  AC,  CD  congiunte  ad 
angolo  retto  ACD,  ed  essendo  AC  = 2seni,  sarà  CD=2cos£ 
(§.  1 6.).  Per  la  stessa  ragione  sarà  BD  = 2cos .a.  Ora  dal 
quadrilatero  iscritto  BACD  abbiamo  (G.  §.  259.) 

AD  x BC  = BA  x CD  + AC  X BD, 

ossia 

4r.sen(a  4-  6)  =>  iscn.a  cosi  4-  4cos.a  seni  , 
e 

, , . sen.a  cos.a  cos.a  seni 

sen(a  -+-  b =*  

r 

e se  r = 1 

(C)  sen(a  -+-  b)  = sen.a  cosi  4-  cos.a  seni. 

41.  Sia  (fig.  146.)  l’arco  AEB=24,  e l’arco  ABC=2a; 
condotte  le  corde  AB,  AC,  BC  sarà  AB  = 2 seni,  AC  = 
2sen.a,  BC  = 2sen(a  — b).  Si  conduca  il  diametro  AD,  e 
le  corde  BD,  CD.  Essendo  le  corde  AB,  BD  unite  ad  an- 
golo retto  in  B,  ed  essendo  ABn2seni  sarà  BD— 2cosi. 
Per  la  stessa  ragione  sarà  CD  = 2cos.a  . Ora  il  quadrila- 
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tero  iscritto  ABCD  ci  dà 

AD  x BC  H-  AB  X CD  *=<  AC  X BD  ; 

ove  sostituendo  i valori  trovati  delle  corde , trasportando, 
c dividendo  per  4 sarà 

sen.a  cos ,b  — cos.a  sen.A 
sen(a  — b)  = — , 

e facendo  r = 1 sarà 

(D)  sen(a  — b)  = sen.a  cos .b  — cos.a  sen.6 

42.  Colle  quattro  forinole  (A),  (B),  (C),  (D)  partendo  da 
un  seno  noto  d’un  dato  arco  si  possono  calcolare  i seni 
di  tutti  gli  archi.  Se  per  esempio  si  parte  dall’arco  di  30° 
gradi,  che  ha  per  seno  ($.  37.)  un  mezzo  raggio,  o un  mez- 
zo se  il  raggio  è uno,  colla  formola  (§.  39.)  potremo  tro- 
vare i seni  degli  angoli  delle  successive  metà  di  30  ; e 
colla  formola  (§.  38.)  i seni  dei  successivi  archi  doppii  di  30: 
Combinando  poi  a due  a due  questi  archi  colla  somma,  e 
colla  differenza,  per  mezzo  delle  formolo  ($.  40,  41.)  si  po- 
tranno avere  i seni  di  queste  somme,  e differenze.  Calcolati  i 
seni  di  tutti  gli  archi  fra  zero  e 90°  del  quadrante,  colle 
formole  (f$.  27,  29  , 30,  31.)  si  potranno  avere  tutte  le 
rette  trigonometriche. 

43.  Potremo  dunque  fare  un  catalogo  formato  di  di- 
verse colonne.  Nella  prima  si  scriveranno  successivamente 
tutti  gli  archi  compresi  fra  zero  e 90°  con  quella  piu  pic- 
cola differenza  fra  loro,  che  si  vorrà.  Nella  seconda  si  scri- 
veranno i corrispondenti  seni,  nella  terza  i coseni,  nella 
quarta  le  tangenti,  nella  quinta  le  secanti,  nella  sesta  le 
cotangenti,  e nella  settima  le  cosecanti.  Questo  catalogo  si 
chiama  tavole  trigonometriche. 

44.  Ci  ricorderemo , che  i seni  e coseni  degli  angoli 
sono  i cateti  dei  triangoli  interni  del  quadrante;  che  i seni 


Digitized  by  Google 


12 

sono  i cateti  opposti  agli  angoli  acuti,  dei  quali  sono  seni; 
ed  i coseni  i cateti  opposti  ai  complementi  di  questi  angoli. 

45.  Le  tangenti  sono  i cateti  opposti  agli  angoli  acuti 
nella  seconda  serie  de’lriangoli  fatti  nel  quadrante,  men- 
tre il  cateto  opposto  agli  angoli  complementi  di  questi  è il 
raggio.  Le  secanti  poi  sono  le  ipotenuse  dei  detti  trian- 
goli. Dopo  ciò  possiamo  coilegare  in  equazioni  gli  elemen- 
ti del  triangolo  rettangolo,  onde  cogniti  i sufficienti  si  pos- 
sano trovare  gli  altri. 

46.  Poiché  nel  triangolo  rettangolo  1’  angolo  retto  è 
sempre  dato,  onde  il  triangolo  sia  dato  non  si  richiede- 
ranno tre  elementi  ma  due,  tra  i quali  sia  almeno  un  lato, 
per  trovare  gli  altri  tre,  o per  meglio  dire  gli  altri  due, 
perché  dei  due  augoli  acuti  uno  solo  può  essere  incognito, 
essendo  l’altro  il  suo  complemento.  Dopo  ciò  ecco  i casi  di 
combinazione  di  due  elementi,  tra  i quali  sia  un  lato  nel 
triangolo  rettangolo. 

47.  Dati  due  lati  trovare  il  terzo  lato  ed  uno  degli  an- 
goli acuti.  Dato  un  lato,  ed  un  angolo  acuto , trovare  gli  al- 
tri due  lati. 

48.  li  primo  caso  ne  comprende  due,  perché  o i due 
lati  sono  i due  cateti,  o l’uno  è un  cateto,  e l’altro  l’ipo- 
tcnusa. li  secondo  caso  pur  ne  comprende  due,  secondochè 
il  lato  dato  è un  cateto,  o l’ipotenusa. 

49.  Siano  dati  due  cateti  MN_,  NR  nel  triangolo  rettan- 
golo 3INR  (fig.  147.).  Per  avere  l’angolo  R nel  triangolo 
MNR  si  ricorra  ad  un  triangolo  ABO  (fig.  1 44.)  , e nei 
detti  due  triangoli  si  faccia  la  proporzione  AB  : SIN  => 
AO  : NR:  questi  due  triangoli  dovranno  essere  simili  (G.  $. 
21 5.)  : quindi  l’angolo  BOA  = R : dunque  la  nostra  pro- 
porzione diventerà 

SIN 

tang.R  : MN  = 1 : NR  , e tang.R  = - — : 

50.  Da  questa  uguaglianza  ricavandosi  il  valore  di  (ang  R 
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si  cercherà  nelle  tavole  trigonometriche,  e nella  prima  co- 
lonna si  troverà  l’angolo  corrispondente  BOA,  che  sarà  il 
valore  dell’angolo  B. 

51.  Conoscendosi  R si  troverà  subito  il  complemento 
M.  Riguardo  all'ipotenusa  MR,  o ci  serviremo  del  teorema 
MR  = ^(MN1  4- NR2)  ; o potremo  fare  la  proporzione 
(6g.  144,  147.)  MR  : BO  — NR  : AO  , ossia,  perchè  i due 
triangoli  BOA,  MNR  si  sono  resi  con  questa  proporzione 
equiangoli  (G.  §.  215.),  sarà 

MR  : scc.BOA  (=  scc.R)  = NR  : 1,  onde  MR  = NR  sec.R. 


Si  cercherà  nelle  tavole  l’angolo  già  trovato  R (§.  50.),  e 
corrispondentemente  nella  quinta  colonna  si  troverà  la  sua 
secante,  che  si  sostituirà  nella  nostra  equazione  per  tro- 
vare MR. 

52.  Si  può  fare  anche  la  proporzione  coi  due  trian- 
goli (fig.  144,  147.)  ISO,  MNR;  1S  : MN  = IO  : MR,  i quali 
triangoli  essendosi  resi  simili  con  questa  proporzione,  po- 
tremo scrivere 

sen.IOS(=  scn.B)  : MN  = 1 . MR,  onde  MR=  — . 
v ’ sen.R 

Qui  ancora  si  cercherà  nelle  tavole  l’angolo  R,  ed  accan- 
to nella  seconda  colonna  si  avrà  il  suo  seno. 

53.  Si  può  fare  anche  la  proporzione  SO:NR=IO:MR; 
ossia  per  la  fatta  somiglianza  dei  triangoli 

NR 

IOS,  MNR  sarà  cos.R:  NR=1  : MR,  ed  MR  = 

cosR 


54.  Sia  dato  ($.  48.)  il  cateto  MNj  e Vipotenma  MR  si 

può  trovare  subito  l’altro  cateto,  e l’angolo  R.  L’angolo  R 

si  trova  coll’uguaglianza  (§.  52.) 

„„  MN  ‘ , „ MN 

MR  = — r : dalla  quale  sen.R 


sen  R 


MR 


MN 


Si  calcolerà  la  frazione  , c si  cercherà  nella  colon- 

MR 
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na  dei  seni  il  suo  valore,  l’angolo  accanto  nella  prima  co- 
lonna sarà  il  valore  di  R.  L’altro  cateto  o si  trova  col- 
l’equazione 

NR=l/(MRJ— MN1),  o coll’altra  (§.  53.)  NR=MR  cosR, 
ove  R si  conosce. 

55.  Andando  al  secondo  caso  (§.  47,  48.).  Sia  dato  il  ca- 
teto MN  e V angolo  R\  perchè  se  fosse  dato  M anche  R sa- 
rebbe cognito.  Abbiamo  la  formola  (§.  49.) 

„ MN  MN 

tang.R  = : dunque  NR  = . 

NR  1 tang.R 

Per  l’ipotcnusa  si  ha  ($.  52.) 

mr  ™ . 


56.  Se  è data  f ipotenusa  MR  ed  un  angolo  R,  abbia- 
mo per  trovare  MN  (§.  52.) 

MR  — — — - , dalla  quale  MN  = MR  senR. 
senR  ^ 


Per  NR  dalla  equazione  (£.  53.)  MR  ■=■  — - ricaviamo 

cosR 

NR  = RM  cosR. 

57.  Le  forinole  le  quali  ci  sono  servite  per  risolvere 
i triangoli  rettangoli  sono  (§.  52,  53,  49.) 

MN  = MR  sen.R  , NR  = MR  cos.R  , tang.R  = 


queste  sono  assai  di  uso,  quindi  si  traducono  nelle  tre  pro- 
posizioni seguenti. 

1 .°  Un  cateto  è uguale  alt  ipotenusa  moltiplicata  pel  seno 
dell'angolo  opposto. 
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2. "  Un  cateto  é uguale  all’ipotcnusa  moltiplicata  pel  co- 
seno dell’angolo , che  formano. 

3. °  La  tangente  (l’un  angolo  acuto  è uguale  al  cateto  op- 
posto diviso  per  V altro  cateto. 

Sia  ora  il  problema  ebe  forma  Io  scopo  della  trigono- 
metria. 

COLLEGATE  IN  FOIIMOLE  I SEI  ELEMENTI 
d’un  TRIANGOLO  QUALUNQUE. 

58-  Sia  il  triangolo  ADC,  che  abbia  l’angolo  acuto  C 
(fig.  148.)  sarà  (G.  §.  255.)  AD*  = AC*-1-DC* — 2AC  x BC. 
Ora  nel  triangolo  rettangolo  DBG  ( §.  57,  2.°  ) abbiamo 
BC  = DC  cos.C  , dunque 

AD1  = AC*  -+-  DC2  — 2 AC  X DC  cos.C. 

Nel  triangolo  ACD  (fig.  149.)  coll'angolo  ottuso  DCA  abbia- 
mo (G.  §.  256.)  AD1  = AC1  *+•  DC’  -4-  2AC  X CB  : invece 
di  CB  possiamo  porre  DC  cos.DCB,  dunque 

AD1  = AC*  -+-  DC>  4-  2AC  X DC  cosDCB.  (C) 

59.  Nel  triangolo  ABD  (fig.  148.)  abbiamo  DB  c=DA 
sen.A  (§.  57,1.°);  e nell’altro  DBC  si  ha  DB=DC.  sen.C; 
dunque 

DA  sen.C 

DA  senA  — DC  senC  ; ^ = . 

DC  sen.A 


60.  Nel  triangolo  ADB  (fig.  149.),  DB— DA  senA,  e nel 
triangolo  DCB  , DB  — DC  sen.DCB  : dunque 


DA  senA  — DC  sen.DCB; 


DA 

DC 


sen.DCB 

sen.A 


61.  Si  riprendano  le  due  uguaglianze  per  la  (fig.  1 48.) 
AD*  =»  AC*  4-  DC*  - 2AC  X DC  cosC,  (A); 

DA  sen.A  =»  DC  sen.C,  (B). 
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Si  supponga,  che  DC  rotando  a sinistra  intorno  a G coin- 
cida con  AC,  è evidente,  rhc  deve  essere  AD=*dr(AC — DC); 
ora  se  nell’espressione  (A)  sia  cosC«=  1 , ossia  nel  nostro 
caso  cos.O®  = 1 avremo 

AD1  = AC®  -+-  DC®  — 2AC  X DC;  ed  AD  = db  (AC  — DC  ). 

62.  Se  rotando  la  retta  DC  intorno  a C verso  dritta 
diventi  l’angolo  C retto,  dovrà  essere  AD®=AC*-4-DC®.  Ora 
affinchè  dia  questa  equazione  la  (A)  c necessario,  che  sia 
cos.C  = cos.90°  o.  Nel  nostro  caso  la  (B)  deve  dare 
(§.  57,  1°.)  ADsen.A  = DC  : dunque  sen90°  —1. 

63.  Se  proseguendo  a girare  la  DC  verso  dritta  l’angolo 
C diventa  ottuso,  la  quantità  — 2ACxBC  cosC  in  (A)  cambia 
di  segno,  ed  invece  dell’angolo  C,  o DCA  (fig.  149.)  si  po- 
ne il  suo  conseguente  acuto  DCB  , ciò  si  vede  nella  (C) 
(§.  58.);  e con  ragione  perché  le  rette  trigonometriche  non 
rappresentano  che  gli  angoli  acuti.  ( §.  22  , 23.  ).  Ciò  non 
ostante  i matematici  per  ritenere  l’angolo  dentro  il  trian- 
golo ammettono  il  coseno  dell’angolo  ottuso  DCA  (figura 
149.),  dicendo,  che  è negativo,  perchè  è uguale  al  co- 
seno negativo  dell’angolo  acuto  DCB,  che  con  esso  fa  180®, 
e che  si  chiama  suo  supplemento.  Con  questo  coseno  ideale, 
che  diremo  simbolico  dell’angolo  ottuso,  quando  nel  trian- 
golo (fig.  148.)  l’angolo  C diventa  ottuso  il  cosC  diventa 
negativo,  la  formola  (A)  della  (fig.  148.)  diventa 
AD’~  AC*  -t-CD®  -t-  2 AC  X CD  cos.DCA  della  (fig.  149.). 
In  tal  maniera  col  coseno  simbolico  per  ambedue  i casi, 
che  l’angolo  C sia  acuto,  ed  ottuso,  si  può  stabilire  una 
sola  proposizione,  che  fa  collegaro  in  equazioni  i sei  ele- 
menti d’un  triangolo,  ed  è 

64.  IN  UN  TRIANGOLO  QUALUNQUE  IL  QUADRATO  o’  UN 
LATO  È UGUALE  ALLA  SOMMA  DE’QUADRATI  DEGLI  ALTRI  DUE 
MENO  DUE  VOLTE  IL  PRODOTTO  DI  QUESTI  LATI  MOLTIPLICA- 
TO PEL  COSENO  DELL’ANGOLO  CHE  ESSI  FANNO. 
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65.  Se  l’angolo  C ò acuto  abbiamo  (Gg.  148.)  (§.  59.) 

DA  sen.C 
DC  sen.A  ’ 

e se  é ottuso  (fig.  149.)  (§.  60.) 

DA  sen.  DCB 
DC  sen.A 

Qui  ancora  i matematici  per  avere  l’angolo  DCA  dentro 
il  triangolo  ammettono,  che  l’angolo  ottuso  abbia  il  seno 
uguale  al  seno  dell’  angolo  acuto  supplemento  : abbiamo 
cosi  nn  seno  simbolico  , che  riduce  ad  una  sola  le  duo 
equazioni  antecedenti  cioè  (fig.  148,  149.) 

DA  scn.DCA 

DC  1=3  scn'A  ’ 

ossia 

DA  : DC  = sen.DCA  : sen.A  , 

che  dà  quest’  altra  proposizione  fondamentale  di  trigono- 
metria. 

66.  IN  UN  TRIANGOLO  QUALUNQUE  I LATI  SONO  COME  I 
SENI  DEGLI  ANGOLI  OPPOSTI. 

67.  Si  esprimano  con  A,  B,  C gli  angoli  d’un  trian- 
golo, c con  a,  b,  c i lati  opposti,  le  indicate  proposizio- 
ni (§.  64,  65.)  applicate  in  tutti  i modi  a questi  lati,  ed 
angoli  daranno  Inequazioni.  Per  la  prima  proposizione 

a»  = b*  -f-  cJ  — 2 bc  cos.A 

è1  = a*  e*  — 2ac  cos.B  (M) 

e1  = as  -t-  4*  — 2ab  cos.C 


TRIO. 
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Per  la  seconda 


sen.C 


sen.A 

a 


sen.B 

~T~ 


e 


(N)  . 


C8.  Se  A sia  un  angolo  acuto  il  suo  supplemento  ot- 
tuso sarà  180°  — A:  dunque  avremo  ($.  63,  65.) 

cos(1 80"  — A)  = ■ — cosA,  scn(180°  — A)  = senA  : 

le  quali  si  esprimono  dicendo,  che  « coseni  di  due  angoli  Vano 
supplemento  dell’altro  sono  uguali  ma  di  segno  contrario.  I 
loro  seni  sono  uguali.  Egli  è però  da  ricordarsi  sempre  , 
che  i seni  c coseni  di  angoli  ottusi  sono  simboli  intro- 
dotti per  rendere  uniformi  le  forinole,  e proposizioni  dei 
triangoli  acutangoli,  ed  ottusangoli  , e che  i valori  , che 
rappresentano,  sono  le  rette  trigonometriche  degli  angoli 
acuti  loro  supplementi  prese  negativamente  se  sono  cose- 
ni, e collo  stesso  segno  se  sono  seni. 

69.  Da  ciò  viene,  che  anche  le  tangenti  se  sono  di  an- 
goli supplementi  l'uno  dell’altro  sono  uguali  ma  di  segno 
contrario.  Infatti 

sen(180°  — A)  = senA  , cos(180°  — A)  = — cosA  : 
dunque 

sen(180°  — A)  sen.A 

cos(180«  — A)  cos.A  ’ 

dalla  quale 

tang.(180°  — A)  = — tang.A  . 

Cosi  ancora  dall’equazione 

cos(180°  — A)  = — cosA 

abbiamo 

1 1 
cos(1 80°  — A)  cos.A 
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sec.(180°  — A)  = — scc.A  . 

Si  troverà 

coscc.(1 80°  — A)  «sa  cosec.A  . 

70.  Se  nella  forinola  (M)  a*—b2-\-c 1 — 2 he  cos.A  si  sup- 
pone A ottuso,  c che  diventi  1 80°  è evidente,  che  dovrà 
essere  a = b -+-  c , perché  (fig.  149.)  girando  DC  a dritta 
intorno  a C fino  a porsi  sopra  CB,  AD  diventa  AC-1-CD: 
ora  affinché  si  abbia  ciò  dalla  nostra  equazione  è necessa- 
rio che  sia  cosA  = cos  1 80“  *=  — 1 , perchè  così  si  ha 
a*  = 6*  c2  -f-  2 bc,  ed  estraendo  la  radice  a — b •+•  c. 

71.  Abbiamo  dunque  (§.  61,  62,  70.) 

eos0°  =1  , cos.90"  =0  , sen.90®  =s  1 , cos.1 80°=  — 1 : 


72.  Dopo  ciò 

tang.90°  = 


scn.90° 

cos.90° 


1 

0 


espressione  d'assurdità;  e con  ragione,  perchè  quando  l’ar- 
co AI  (fig.  144.)  diventa  un  quadrante  ADI  la  tangente  AB 
diventa  l’indefinita  AP  parallela  ad  OH,  c quindi  non  può 
mai  incontrare  OH;  ed  intanto  la  tangente  trigonometri- 
ca (§.  1 9.)  deve  incontrare  il  raggio  prolungato,  che  passa 
per  l’altra  estremità  dell’arco,  onde  sia  una  quantità. 

73.  Dalle  due  cquaziooi  (§.  40,  41.)  abbiamo 

sen(A  ■+•  B)  = sen.A  cos.B  cos.A  sen.B 
sen(A  — B)  = sen.A  cos.B  — cos.A  sen.B 

Ora  si  vede,  che  dalla  prima  sen  (A  -t-  B)  si  passa  alla  se- 
conda sen(A  — B)  col  supporre  B negativa.  Se  ciò  si  faccia 
anche  nei  secondi  membri  delia  prima  equazione  avremo 
cos  — B,  sen  — B : ma  affinchè  si  ottenga  il  secondo  mem- 
bro della  seconda  deve  essere 

cos  — B =a  cosB,  sen  — B — — senB. 
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Poiché  queste  trasformazioni  in  calcolo  sono  molto  utili  si 
ritengono,  e si  stabilisce,  che  il  coseno  d'un  angolo  o di  un 
arco  negativo  è uguale  al  coseno  del  positivo ; e che  U seno 
d’un  angolo,  o arco  negativo  è uguale  al  seno  negativo  dell'ar- 
co positivo.  Questi  archi  negativi  e seni  negativi  sono  sim- 
bolici, perchè  gli  archi,  e le  rette  trigonometriche  nella  loro 
natura  (§.  22,  23.)  sono  quantità  positive. 

74.  Comechè  siano  simboliche  le  rette  trigonometriche 
(§.  71,72,73.)  da  noi  considerate,  pur  li  matematici  vogliono 
dar  loro  una  rappresentanza  geometrica,  onde  si  ritengano  in 
mente  con  più  facilità.  A questo  fine  rendono  più  estesa  la 
definizione  del  seno.  Dicono  dunque,  che  il  seno  d ’ un  arco  è 
la  normale  calata  da  una  estremità  dell’arco  sul  diametro , che 
va  di’ altra  estremità.  Noi  dicevamo  (§.  13.)  che  il  9cnoé 
la  normale  da  un  estremo  dell'arco  calala  sul  raggio , che 
va  all'altro  estremo.  Si  ritiene  poi  ferma  la  definizione  del 
coseno,  cioè,  che  è la  parte  del  raggio  compresa  fra  il  cen- 
tro ed  il  piede  del  seno.  Dopo  ciò  si  dice,  che  il  seno  del 
quadrante  AH  (fig.  144.)  è il  raggio  HO,  perchè  cade  dall’ 
estremo  H sul  diametro  AY,  che  va  all’altro  estremo  A.  Il 
coseno  poi  di  AH  è zero,  perchè  non  vi  è parte  di  raggio 
compresa  fra  il  centro,  ed  il  piede  del  seno.  Così  rappre- 
sentano in  figura  ('equazioni  sen90°»1,  cos90°t=0  (§.  7 1 .). 
Se  Parco  IA=0  sarà  IS=«sen.0o  ==.(),  e cos.0°=1  (§.71.) 

75.  Sia  l’arco  AHK  maggiore  di  90°  gradi,  e perciò 
misuratore  dell’angolo  ottuso  AOK  ; condotta  la  normale 
KQ  il  seno  di  AHK  è KQ  normale  calata  da  un  estremo  K 
dell’arco  sul  diametro  AY,che  va  all’altro  estremo  A (§.74.): 
ma  KQ  i=  MC  = scn.  MA  , dunque  sen.  AlIK  = sen.  AM  , 
Se  dunque  MA  = A,  AHK  sarà  180°  — A , ed  avremo 
sen(180°  — A)  — sen.A,  come  sopra  (§.  68.). 

76.  La  OQ  sarà  il  coseno  di  AHK,  perchè  parte  del  rag- 
gio compreso  fra  il  centro,  ed  il  piede  Q del  seno  : avre- 
mo dunque  OQ  — cos(  1 80°  — A)  ; ma  OQ  <=  — CO,  per- 
chè queste  due  rette  partendo  dal  centro  crescono  in  sen- 
si opposti:  dunque  cos(  1 80®— -A)= — cos.A.  (§.  68).ScAHK 
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diventi  AHY=180°;  OQ  diventerà  OY,  ossia  — OA,  o— 1, 
dunque  cosi  80°=  — 1 (§.  70.) 

77.  L’arco  AR  = — AM,  perché  sono  opposti.  Simil- 
mente CR  = — MC  : ma  CR  = scnAR  = sen  — AM  , 
CR=  — MC= — sen.AM:  dunque  sen. — AM— — sen.AM. 
Inoltre  CO=cos.AM;  c al  disotto CO=cos.AR  — cos. — AM: 
dunque  cos — AM  ==  cosAM,  come  nel  ($.  73.) 

78.  Dopo  ciò  dalle  formolo  (M)  deduciamo  le  formole 
per  risolvere  i triangoli.  Risolvere  i triangoli  vuol  dire  dati 
i valori  di  tre  dei  loro  elementi,  tra  i quali  sia  almeno  un 
lato,  trovare  gli  altri  tre. 

79.  A questo  fine  , dalle  formole  (M)  deduciamo  le 
principali,  che  mostrano  le  relazioni  fra  loro  degli  angoli 
d’un  triangolo  qualunque,  c degli  angoli  coi  lati. 

80.  Dalla  az  = b2  -+■  c2  — 2 he  cosA  abbiamo 


b*  + e2  — a*  4A*c* — (b2-\-c2 — a»)* 

cos.A  t=  — , 1 — cosJA  =*=  ■ — 


2 bc 


Ab2e2 


ossia 

scn’A 


(2 bc  — A*  — c*  -4-  a*)(2Ac  -f-  A1  -}-  c*  — a’) 
4A3c2 = 


(a»_(i_c)*)(6  4_c,>_a») 
4 b2c2 


(a  A -}-  CK°  *+■  * — c)(a  -f-  c — A)(A  4-  c — a) 
Ab^c2^ 

« 

sen.A  [/'(a-\-l/-\-c)(a-\-b — c)(a-+*c — A)(A-4-c — o) 

a labe 

Se  si  osserva  il  secondo  membro  si  vedrà  tale,  che  non 
cambia  al  cambiarsi  d’un  lato  in  un  altro,  e viceversa  ; 

/ 


"/,7 . ‘IOMm  '<.•  ; 
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dunque  sarà  ancora 


scn’B  \Z~(a-\-b-^-c){a+b — c)(«-{-e — A)(A-+-c  —a) 

b 2 ale 


perciò 


scnA  senB  senC 

a b e 


cioè  i Iati  sono  come  i seni  degli  angoli  opposti  (§.  66.). 
81.  Si  sommino  le  due  equazioni 

a1  = b2  -f-  e1  — 2 bc  cos.A;  b2  — a2  -(-  e»  — 2ac  cos.B , 
e si  tolgano  poi  le  quantità  comuni  ai  due  membri,  avremo 
e — a cosB  -f-  b cosA. 


Se  si  esprima  per  q il  rapporto  costante  del  seno  d’un  an- 
golo al  suo  iato  opposto  avremo 


e — q senC  , a — q senA  , b = q senB  : 

dunque  sostituendo  nell’equazione  antecedente,  e dividendo 
per  q sarà 

sen.G  = sen.A  cos.B  -j-  cos.A  scn.B  : 


ma  nel  triangolo  un  angolo  è supplemento  della  somma  de- 
gli altri  due,  perchè  insieme  danno  1 80°;  dunque  (§.  68.) 


perciò 


sen.C  = sen(A-j-B)  ; 
sen(A  -J-  B)  =•  senA  cosB  -(-  cosA  senB  : 


dunque  il  seno  della  somma  di  due  archi  o angoli  e uguale 
al  seno  del  primo  moltiplicato  pel  coseno  del  secondo  più  il 
coseno  del  primo  moltiplicato  pel  seno  del  secondo. 

82.  Abbiamo 


cos(A-f  B)  = 1 — sen  »(A-f-B)) 
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dunque 

cos(A-J-B)  — ^1  — (seu.A  cos.B -}- cos.A  scn-B)1^  = 

V(  1 — $cn>A  cos*B — cosaAsen*B— 2sen.Asen.Bcos.Aeos.B^= 

y/' ^1-(1-cosaA)cosaB-(1-scnaA)senaB-2sen.Ascn.Bcos.Acos.B 

J/" ^cosaA  cosaB-t-scnaA  senJB  — 2sen.A  scn.B  cos.A  cos.B^= 
cosA  cosB  — senA  scnB  = cos(A  -+-  B)  : 


dunque  il  coseno  della  somma  di  due  angoli  è uguale  al  pro- 
dotto dei  coseni  dei  due  angoli  meno  il  prodotto  de’loro  seni. 
83.  Si  riprendano  le  due  equazioni 

scn(A  -f.  B)  = sen.A  cos.B  -t-  cos.A  scn.B 

(N) 

cos(A  -+-  B)  = cos.A  cos.B  — sen.A  sen.B. 

Si  ponga  in  ambedue  A — B invece  di  A avremo 

scn.A  = sen(A — B)  cos.B  -I-  cos(A  — B)  sen.B 

cos.A  = cos(A  — B)  cos.B  — scn(A  — B)sen.B. 

Trattate  queste  due  equazioni  come  due  equazioni  di  pri- 
mo grado  a due  incognite,  che  sono  sen(A — B),  cos(A— B), 
risolvendole  troveremo 

sen(A  — B)  = seu.A  cos.B  — cos.A  sen.B 

(P) 

cos(A  — B)  = cos.A  cos.B  sen.A  sen.B, 

le  quali  si  deducono  dalle  formule  di  scn(A-f-B),  cos(A-{-B) 
cambiando  il  segno  alla  B,  e ponendo  invece  dei  simboli 
sen — B , cos — B le  vere  quantità  — seuB,  cosB;  lo  che  è 
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una  nuova  conferma  di  poter  far  uso  di  questi  sim- 
boli. 

84.  Si  dividano  le  equazioni  (N)  ($.  83.)  avremo 

sen.A  cos.B  ± cos.A  sen.B 
c°s(A  -H  B)  cos.A  cos.B  — sen.A  sen.B  ’ 

e dividendo  il  numeratore, e denominatore  del  secondo  mem- 
bro per  cos.A  cos.B  , e ponendo  le  tangenti  invece  dei  seni 
divisi  per  i coseni  sarà 

tang(A-4-B)=‘f!lÌÌ±^ 

1 — tang.Atang.B  ’ 

Facendo  lo  stesso  nell’equazioni  (P)  (§.  83.)  sarà 

tanpf  A — — tang.A  — tang.B 

1-t-tang.A  tang.B  ’ 

che  si  ottiene  dall’antecedente  ponendo  — B invece  di  B, 
c tang.B  in  luogo  di  tang. — B.  Ciò  conferma  l’uso  dei 
sunboli  sen  — B,  cos  — B invece  di  — sen  B,  cos.B,  per- 
che s’accorda  col  caso  nostro 

sen  — B scnB 

cos  — B cosB  tang.B. 

85.  Riprendiamo  l’equazioni 

sen(A  -t-  B)  =as  sen.A  cos.B  cos.A  sen.B 
sen(A  — B)  = sen.A  cos.B  — cos.A  sen.B  ; 
da  queste  sommando,  e sottraendo  ricaveremo 

sen(A  -f-  B)  scn(A  — B)  = 2sen.A  cos.B 
scn(A  *4-  B)  — scn(A  — ■ B)  = 2cos.A  scn.B  ; 
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dividendo  la  prima  per  la  seconda  sarà 

sen(A  -+-  B)  -f-  sen(A  — B)  tang.A 

sen(A  + B)  — scn(A  — B)  tang.B 

Supponiamo  A -4-  B — - m , A — Bea»,  sarà 


A = 


m 


B 


dunque 


m — n 

2 

m-)-« 


tang. 

sen.m  *en.n  2 


sen.m  — sen.n 


tang. 


m — n 


e ponendo  A invece  di  m,  e B invece  di  « sarà 

A-4-B 

tang — - — 

sen.A  -+-  sen.B 2 

sen.A  — sen.B  A — B 

tang.— - 

Ora  abbiamo  a : b «=  sen.A  : sen.B  , dunque  a-\-  b : b = 
scn.A  -+-  sen.B  : sen.B; a — b:b  = sen.A — sen.B  : sen.B, 


dalle  quali 

a-\-b  sen.A  -f-  sen.B 
a — b sen.A — sen.B 


dunque 


(0) 


q-f  b 
a — b 


cioè  in  un  triangolo  la 


A-hB 

tang  —T~ 

A — B ‘ 
tang.  — 

somma  di  due  lati  sta  alla  loro  dif- 
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ferma  come  la  tangente  della  semisomma  degli  angoli  oppo- 
sti sta  alla  tangente  della  semidifferenza  degli  stessi  angoli. 

86.  Nella  forinola  cos(A-j-B)  = cos.A  cos.B — sen.A  seo.B 
si  ponga  B « A sarà 

cos2A— cos’A — senJA— cos’A — (1 — cos’A)=  2cos*A — 1 , 

• CO,*  _ ]/(  ; 

e ponendo  £ A invece  di  A sarà 

.o,è*  = |/('Jl^). 

Ora  dall’equazione  a»  = 61  -f-  c*  — 24c  cos.A  abbiamo 

4’  +cJ — a*  , 2ic-f-A,4-<:* — 

cos.A  = — —, : 1 + cos.A  = - „T = 

2 bc  1 2 bc 

(A  -f-  c)*  — a»  (a  — A — }-  c)(ó-f-c — a) 

2 bc  2 bc 

dunque 

■ /(a  -4-  b -f-  c)(A  -+-  c — a) 

(R)  cos  1 A « J y b- : 

dunque  in  un  triangolo  il  coseno  della  metà  dJun  angolo  è 
uguale  alla  metà  della  radice  della  somma  dei  tre  lati  mol- 
tiplicata per  la  differenza  fra  la  somma  dei  lati , che  fonna- 
no l’angolo j ed  il  lato  opposto , diviso  il  prodotto  pel  prodotto 
dei  lati,  che  formano  lo  stesso  angolo. 
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-4S2GII&- 


Per  li  triangoli  rettangoli  abbiamo  già  date  le  formo- 
lo di  soluzioni  (§.  48,  49,  50.). 

Per  li  triangoli  qualunque  vi  sono  tre  casi  (G.  §.  59.). 
Sia  il  primo. 

DATI  I TRE  LATI  TROVARE  I TRE  ANGOLI. 


87.  Abbiamo  (§.  86.)  (R) 

00,4*  = } tu>i 

L i/  (a  -4-  b ■+■  c)(a  -+-  c — b)  _ 

oc 


cos  4 B 


.M4C  = t|/(-+- 


DATI  DUE  LATI  ED  UN  ANGOLO,  TROVARE  GLI  ALTRI 
DUE  ANGOLI  ED  IL  TERZO  LATO. 


88.  Questo  caso  ne  comprende  due:  1.°  Siano  dati  i lati 
aj  b e l’angolo  C compreso.  Per  questo  abbiamo  la  formola 
<$•  85.)  (Q) 

<H-6  tang.  | (A-J-B) 

a — b tang.  £ (A — B) 


In  questa  a -|-  b , a — b sono  noti.  Conoscendosi  C si  co- 
noscerà A + B,  supplemento  di  C,  dunque  colla  formola 

\ B 

antecedente  potremo  determinare  ^ . Conoscendosi  ora 

A 1 B a B 

, ed  — — sommando  queste  due  quantità  trovere- 

2 2 

mo  A;  c sottraendo  la  seconda  dalla  prima  avremo  B.  Per 
trovare  c avremo  (§.  80.) 


c sen.C 

a sen.A 
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89. 2.°  Siano  noli  i lati  aj  A,  e Vangalo  B opposto  al  lato 


b.  Per  trovare  A avremo  la  forinola  (li.  80.) 

'sen.B  b 

Non  sappiamo  però  se  questo  angolo  sia  dentro  il  triango- 
lo (5-  59,  60.),  o fuori,  lo  che  accade  quaudo  l’interno  sup- 
plemento sia  ottuso  : quindi  si  vede  la  necessità  d’aggiun- 
gere alle  condizioni  del  problema  la  specie  di  A,  ciò  com- 
bina col  (G.  §.  56.)  Conoscendosi  A , B conosceremo  C , 

c quindi  per  la  formola  — = troveremo  e. 

a sen.A 


DATI  DUE  ANGOLI  ED  UN  LATO  TROVARE  GLI  ALTRI 
DUE  LATI. 

90.  Il  lato  dato  sia  a,  e gli  angoli  siano  C,  B ; si  co- 
noscerà anche  A : dunque  per  trovare  i due  lati  b , c avre- 
mo le  forinole 

c sen.C  b scn.B 

a sen.A  ’ a sen.A 


91.  Le  linee  trigonometriche  nelle  tavole  sono  date  per 
mezzo  dei  loro  logaritmi  : a questi  sono  acconcic  le  for- 
inole ora  date  per  la  soluzione  dei  triangoli  essendo  in 
esse  gli  elementi  collegati  colla  moltiplicazione,  divisione, 
ed  estrazione  di  radice,  operazioni  semplificate  dal  calcolo 
logaritmico. 

FORMOLE  PIU’  SPEDITE  PER  COSTRUIRE 
LE  TAVOLE  TRIGONOMETRICHE. 

-€SWM»- 

92.  Abbiamo  in  genere  sen(a  -f-  b)  = sen.o  cos .b  -j- 
cos.o  sen.A,  cos(a  -+•  b)  =>  cos.a  cos.A  — sen.a  sen.A.  Siano 
ora  le  due  espressioni 

cos.o  -1-  sen.ol/"  — 1 , cos.A  -j-  sen-Aj/-  — 1 
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da  moltiplicarsi,  avremo 

(cos.a  -f-  sen.al/— 1)(cos.i  + «en.01/"  — 0 — cos.a  cos.5— 
sen.a  scn.6  4-  (sen.a  cos.è  4-  cos.a  semi)!/- — 1 = 
cos(a  4-  4)  -4-  sen(a  -f-  6)1/" — 1 • 

Si  moltiplichi  questa  equazione  per  cos.c  4-  sen.c^—  1 , 
considerando  nel  secondo  membro  la  somma  a-\-b  come  mo- 
nomio, avremo  il  caso  antecedente  di  cos.a  4-  seti.  *V— 1 
moltiplicato  per  cos.6  -f"  sen-il/"  —1  : dunque  per  analogia 
avremo  il  prodotto  cos(a  4-i4-c)  -f-  scn(a  4-A-f-  — 1» 

e questo  sarà  uguale  a 

(cos.a+sen.al/— 1 )(cos.64-sen.ó^ — 1 )(cos.c+sen.cl/'— 1): 
avremo  ancora 

(cos.a4-scn.al/^ — 1)(cos.é4*  sen.ij/’— 1 )(cos.c4_sen.c^/’ — 1 ) 
(cos.d4-sen.dl/" - 1 )=cos(a4*i  -f-c4-d)4-sen  ( a4-^4-c4-d)t/"- 1 • 

Supponendo  ora,  che  tutte  le  lettere  siano  uguali  ad  a,  e 
di  numero  n avremo 

(cos.a  4-  sen.a^  — 1)"  = cos.na  4-  sen .na^ — 1 , 

1 

cos.a  -+■  sen .a\f  — 1 » (cos.na4-  sen .na[/~ — 1)“  . 

Si  ponga  sen.a  = Aac  4-  Barf  ec.,  ove  non  si  è posto  ter- 
mine privo  di  a,  perchè  fatto  a = 0 il  primo  membro  sa- 
rebbe zero,  ed  il  secondo  si  ridurrebbe  a questo  termine: 
quindi  gli  esponenti  c,  d,  ec.  sono  positivi,  e suppongo  cre- 
scenti cosicché  d > c,  c cosi  di  seguito. 

Essendo  008.0=1^(1 — sen’a)  sarà 

cos.a  — (Aa<?4-Barfcc.)^*  = ^1 — A.*aie— 2ABac+rfec.^*  = 

(sviluppando  col  binomio)  1 — | A 5a*c. 

Per  determinare  c si  prenda  la  formola  (A)  (§.38.)  scnaa= 
2scn.ai/'(1 — senJa)=2scn.a  cos.a,  ed  invece  di  sen.a,  cos.a 
si  pongano  iloro  valori  Aae  4-Barf-{-ec.,  1 — |A*a,<:  4-  ec. 


30 

avremo  sen.2a=a2Aac'  ■+•  2Ba^-t-  ec.  : ma  essendo  sen.a=s 
Aae  •+■  Bad  -+-  ec-  sarà  sen2a  ■=»  2cAac  -t-  2dBad  cc.  : 
dunque  2Aa*  -+-  2Barf-f-  ec.  = 2'A.a'  •+.  2dBad  -f.  ec.  Es- 
sendo a qualunque  questa  equazione  si  deve  identificare, 
onde  2 = 2*,  e c = 1 : dunque  sen.a  = A a •+•  Barf  ec.  , 
cos.a  =1  — t A»®1  -+•  ec. 

Nelle  espressioni  ora  trovate  di  sen.a,  e cos.a  ponendovi 
na  invece  di  a avremo 


scn.na  = nAa  -f-  ndBad  ec. 


dunque 


cos.na  =4 A Ja>  ec. 

2 


1 -t-naA^-1  — —Aa1-\-ndBc^i/r — * ec.  V- 

Si  ponga 


M = Aa[/~ — t—  -^-Aa*  -f  »rf-«  Barf^— 1 ec. 


e sarà 


cos.a-Hsen.al/"—  f =(1  -t-nM)  « = 1 -j («M) 


VX 'V)("M|>  “■ 
= ' + m + (V)M*  V VX'^?)*11  cc- 


La  n può  essere  qualunque:  si  faccia  dunque  n=o  allora 
M = aA\/~  — 1 , è 

cos.a  -H  sen-ai/"  — 1 =1  -}-M  r^-M3-j — M$  ec. 

2 2.3  2.3.4 

ossia 

cos.a+scn  af/'— 1— H-Aal^ — 1 A 2a* -AV^-I 

2 2.3 


+ 2X4A,',,  + 2jr5AÌ“V-1 


A6a6  A^l/'-I 

M ■ PP 

2. 3.4. 5. 6 2.3.4. 5.6.7 
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In  questa  equazione  le  quantità  reali  colle  reali,  e l'im- 
maginaric  colle  immaginarie  debbono  essere  uguali,  altri- 
menti, riducendo  le  reali  in  un  membro,  e l’ immaginarie 
in  un  altro,  sarebbero  le  reali  uguali  alle  immaginarie,  cosa 
assurda  : dunque 

A V 

sema  = Aa — — - 


, A 5as 

H CC. 

^ 2. 3. 4.5 


AJaJ 

cos.a  — 1 — -+- 

A 


AW 

2.3.4 


A®a® 

2. 3. 4. 5. 6 


ec. 


93.  Per  determinare  A stabiliamo  due  proposizioni.  La 
prima  è (G.  §.  284.)  che  « limiti  di  due  quantità  uguali  deb- 
bono essere  uguali;  perchè  se  fossero  disuguali  , cioè  l'uno 
minore  e l’altro  maggiore  , potendosi  a questi  avvicinare 
le  due  uguali  quanto  si  vuole,  avverrebbe,  che  una  di  que- 
ste non  potendo  giungere  al  suo  limite  minore,  l’altra  l’a- 
vrebbe passato  per  accostarsi  al  suo  limite  maggiore, e quin- 
di non  sarebbero  generalmente  uguali. 

94.  Secondo.  L'arco  di  circolo  è minore  della  sua  tangente , 
e maggiore  del  suo  seno.  Sia  l’arco  FAD  (fig.  1 50.)  : condotto 
il  raggio  CA  al  suo  punto  medio  A si  meni  la  corda  DF, 
e la  tangente  trigonometrica  AG.  È evidente  che  essendo 

DF  FAD 

DF  < FAD,  sarà  — <;  — — , o DB  < DA  : dunque  l’ar- 

A A 


co  è maggiore  del  suo  seno.  Abbiamo  ancora  AEC>DAC: 
ossia  ponendo  i valori  £ AC . AE>  J DA  . AC,  o AE>DA, 
cioè  l’arco  è minore  della  tangente. 

„„  _.  scn.a  sen.a  ...  , 

9 a.  Ciò  posto  porremo  — — < , perché  il  secondo 

a sen.a 

denominatore  è minore  del  primo,  mentre  si  hanno  i nume- 

. • ..  „ sen.a^  sen.a 

raion  uguali.  Sarà  ancora  > , perchè  al  con- 

a tang.a 

trario  il  secondo  denominatore  è maggiore  del  primo.  Ora 

sen.a  sen.a  sen.a 

= 1 ; = sen.a  : = cos.a  : 

sen.a  tang.a  cos.a 

, sen.a  ....  , ... 

dunque  è minore  di  1 , ed  è maggiore  di  cos.a  : 
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ossia  ,Cn  a è compreso  fra  cos.a,  cd  1.  Ora  impiccolen- 
dosi indefinitamente  a , cos.a  si  accosta  ad  t : dunque  1 
è ii  limite  di  cos.a  ; dunque  1 sarà  il  limite  della  quan- 

. . sen.a  » , 

lità  compresa  L uguaglianza 


sen.a 


* A3  a3 

Aa r~r—  •+■ 


2.3 


Af<a*  A«a5 

2.3.4  2. 3.4. 5 


si  divida  per  a,  ed  avremo 
sen.a 

a 


. A3  a* 

A r—~  ec. 

2.3 


Supponendo  , che  a indefinitamente  decresca  il  limite  di 

sen.a  ...  ...  A3a* 

■ — — é 1 ; il  limite  di  A — — — ee.  e evidentemente  A : 
a 2.3 

dunque  (§.  93.)  A=t:  avremo  dunque 

a3  a5  a7 

'“•*  = “ - 2J+  2JI?  “• 


cos.a  = 1 — 


a* 

2.34 


2.34.5.6.7 

«6 


2.34.5.6 


ec. 


Che  sono  le  serie,  eolie  quali  dati  gli  archi  in  valore  del 
raggio  si  calcolano  i loro  seni  , e coseni.  Egli  è dunque 
bene  di  dare  la  formola  per  valutare  la  circonferenza  nel 
valore  del  raggio,  onde  poi  dedurne  gli  archi,  colli  quali  si 
trovano  le  rette  trigonometriche.  Questo  calcolo  riuscirà 
più  esatto,  e più  spedito  di  quello  proposto  (G.§.281, 282.) 
Se  nella  prima  serie  si  faccia  a negativa  cambia  tutta  di 
segno:  dunque  sen. — a— — sen.a.  La  seconda  serie  in  que- 
sta ipotesi  rimane  la  stessa,  dunque  cos. — a=cos.a,  prova 
de’simboli  {§.  73.). 

Per  trovare  ora  gli  archi  in  valore  di  raggio  si  ri- 
prenda l’equazione  (§.  92.) 

cos.na -4- sen-nat/- — 1 = (cos.a  4-  sen.^i/" — 1)" 
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si  pongano  in  questa  invece  di  sen.no,  cos.na  le  serie  (§.92.) 

j j «‘a1 

na  -+■  n Ba  ec.  ; 1 — cc. 

e si  sviluppi  il  secondo  membro  avremo 

(A)  1 -f-  na\/r — 1 -4-  ri* Ba*^  — 1 — -ir-  cc.  — 

« 


/ sen.a  , , in — twsen.a  \ 

cos"«(  1 -4-  n — - 1^—1  +n{  — - M \f—  1 ) •+■  ec.  )• 

V cos.a  V 2 /'cos.a  / / 


Ora 


sen.a  ...  . 

= lang.a , cos.a  ==  1/(1  — scn’a); 

cos.a 


dunque 

* /I 

cosna  = (1 — sen'a)*  — 1 — 


« 

2 


sen’a-4- 


sen^a  ec. 


Sostituendo  questi  valori  nell’equazione  antecedente  (A)  si 
vedrà,  che  il  secondo  membro  ordinato  secondo  le  potenze 
di  n sarà  della  forma  1 -f-  nP  -+-  naQ  cc.  essendo 

P = lang .a\f — 1 -+-  -^-tangJa -tang .^a]/ — 1 

2.  j 

-tang^a  •+•  — tang5*»^— • 1 ec. 

4 5 

1 l , 1 , 

sen’a -sen^a — scira  -+-  ec. 

2 4 6 

Q =o ^-tang^-H  ec. 

2* 

• 

Si  tolga  l’unità  da  ambedue  i membri  dell’equazione  (A), 
il  di  cui  secondo  membro  è 1 nP  -f-  n3Q  ■+■  ec.  c di- 
viso tutto  per  n si  faccia  n — 0 , avremo  a\Z~ — 1 •=  P, 
trig.  3 
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ed  uguagliando  con  a\ / — 1 , che  è il  primo  membro,  la 
parte  immaginaria  di  P , c dividendo  per  j/ ' — 1,  avremo 
finalmente 


1 , 1 1 
(l>)  a = tang.a — tang.3a-+-  — tang.Ja — tang.?a 


ec 


serie,  colla  quale  conoscendosi  la  tangente  di  un  arco  si 
può  trovare  l’arco  stesso.  Sia  a = 45.°  sarà  tang.a^  1, 
dunque 


arc.45°  = 1 


1 

9 


1 

U 


ec. 


serie  Leibniziana. 

Sia  a = 30"  sarà 


scn.30°=  y , cos30°  = J/^1  — 4-)  = 


^3 


tang.30* 


quindi 

arc.30°= 


1.  1 . 

2 ' 2 \/ì  ‘ 


3.3  ' 5.  3J  7.33 


1 

9^ 


serie,  colle  quale  Lagny  calcolò  il  valore  della  circonfe- 
renza con  127  decimali. 

96.  Se  nella  serie  superiore  (B)  si  suppone  a negativa 
la  serie  nel  secondo  membro  deve  tutta  cambiare  di  se- 
gno : dunque  deve  essere  tang. — a = — tang.a  , ciò  che 
verifica  il  simbolo  (§.  68.) 

97.  Conoscendosi  il  valore  della  circonferenza  si  potrà 
trovare  quello  d’un  arco  qualunque.  Se  sia  p il  valore  della 
circonferenza,  o di  360°,  e si  voglia  quello  di  un  arco  di 
gradi  y potremo  far  la  proporzione  360°  :p—y:  x,  d onde 


•r 


PH 

360 
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COGNIZIONE  ED  USO  DELLE  TAVOLE 
TRIGONOMETRICHE. 

-enaa»- 

98.  Mi  servo  delle  tavole  di  Caliti:  in  queste  il  raggio 
ha  per  logaritmo  il  10.  Nelle  dette  tavole  si  trovano  i lo- 
garitmi de’seni,  coseni,  tangenti,  e cotangenti,  c queste  rette 
in  ogni  pagina  sono  notate  in  capo  a quattro  colonne.  Nell'al- 
to di  sei  pagine  sono  notati  gli  stessi  gradi.  Cosi  in  sei 
pagine  vi  saranno  gradi  30,  ed  in  altre  sci  gradi  42,  ed  il 
maggior  numero  di  gradi,  che  vi  si  trova  è 44.  Le  pagine 
cominciano  con  due  strette  colonne;  nella  prima  vi  sono  i 
successivi  minuti  primi  per  ogni  numero  di  gradi  lino  a 
60,  e nella  seconda  per  ogni  primo  sono  notati  i secondi 
da  10  in  10  fino  a 60,  cosicché  dalle  tavole  si  può  avere 
il  logaritmo  di  una  delle  dette  quattro  rette  trigonometri- 
che di  un  numero  di  gradi  non  maggiore  di  45  più  un  nu- 
mero qualunque  di  primi,  più  decine  di  secondi;  s’intende 
che  i primi  ed  i secondi  non  siano  maggiori  di  60.  Al  ter- 
mine dell’ultima  pagina  si  hanno  le  quattro  rette  trigono- 
metriche  di  gradi  45,  che  si  formano  coli’ aggiungere  ai 
gradi  44  posti  in  capo  della  pagina  i 59'  della  prima  colon- 
na, ed  i 60/'  della  seconda. 

99.  Se  si  osservino  le  dette  pagine  nel  basso  sono  scritti 
dei  gradi,  e nelle  quattro  colonne  del  seno,  coseno,  tan- 
gente , e cotangente  è scritto  al  di  sotto  corrispondente- 
mente coseno,  seno,  cotangente,  e tangente.  Ciò  vuol  di- 
re, che  i gradi  scritti  al  fondo  della  pagina,  ed  i primi, 
ed  i secondi  che  si  leggono  nelle  ultime  due  strette  co- 
lonne sono  complementi  dei  gradi  che  si  leggono  nell’alto 
della  pagina  più  i primi  e secondi,  che  si  leggono  nelle 
strette  colonne  al  principio  venendo  in  giù  fino  alla  linea 
dei  primi  e secondi,  che  si  sono  letti  andando  dal  basso 
in  alto  nelle  ultime  colonne-  Cosi  si  hanno  le  quattro  retto 
trigonometriche  per  gli  archi  fino  a 90.° 
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100.  Uopo  ciò  sia  il  primo  problema,  dato  l’arco  tro- 
vare IL  LOGARITMO  d’uNA  SUA  RETTA  TRIGONOMETRICA. 

Si  voglia  il  logaritmo  di  sen.24,  6',  20".  Essendo  24°mi- 
nore  di  45°  si  cercherà  nell’alto  di  una  delle  sei  pagine, 
che  gli  appartengono.  Nella  prima  colonna  si  scenderà  fino 
a trovare  6',  e nella  colonna  seguente  si  cercheranno  i 20", 
accanto  vi  è il  logaritmo  domandato,  cosicché  L. sen.24”, 
6' , 20"=  9.611 1059.  Si  domandi  L.tang.69°,  27',  50’'.  Es- 
sendo 69°  maggiore  di  45”  si  cerchi  nel  basso  delle  pagi- 
ne; poi  andando  in  alto  neil’ultima  colonna  si  troverà  27', 
sollevandosi  poi  nella  penultima  si  troverà  50°,  e il  loga- 
ritmo della  tangente  sarà  quello,  che  é nella  colonna  sotto 
la  quale  è scritto  tang.,  ed  in  una  retta  col  50";  avremo 
dunque  L.tang.69°,  27',  50"  = 0.4264285. 

101 . Sia  proposta  ora  una  delle  quattro  rette  trigonome- 
triche di  un  arco,  che  non  si  trovi  nelle  tavole. 

Sia  L.sen.28”,  56',  37".  8.  Si  troverà  il  logaritmo  di 
sen.28®,  56',  30"  = 9.  6847726.  La  differenza  fra  questo 
logaritmo  e il  prossimamente  superiore  , che  corrisponde 
a 28°,  56',  40"  è notata  nelle  tavole  cioè  381  : si  farà  dun- 
que la  proporzione  10:  381  = 7.8  :x,  cioè  se  alla  diffe- 
renza di  1 0"  corrisponde  la  differenza  381  di  logaritmi,  alla 
differenza  7",  8,  qual  differenza  corrisponderà  ? Si  troverà 
x = 297.  18,  si  aggiungerà  dunque  297  alle  ultime  cifro 
del  log.  superiore,  ed  avremo 

L.sen.28”,  56',  37".  8 =9.  6848023. 

Sia  L.cos.47”,  46',  23".  56.  Se  da  90°  si  tolga  quest’ar- 
co, tanto  sarà  cercare  il  logaritmo  del  coseno  proposto,  che 
il  log.  di  sen.42°,  13',  36".  44  , che  si  troverà  col  metodo 
antecedente. 

Per  usare  metodo  diretto  si  cerchino  nel  basso  dello 
pagine  cominciando  dal  fine  delle  tavole  andando  verso 
sinistra  li  47°,  nell'ultima  colonna  andando  di  sopra  si  tro- 
veranno i 46',  e più  sopra  nella  penultima  colonna  i 20" 
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ai  veda  la  colonna,  ove  è sodo  notalo  il  coseno,  che  è la 
prima,  e nella  linea  di  20"  si  troverà  il 

L.cos.47®,  46',  20"  = 9.  8274208. 

Il  logaritmo,  che  corrisponde  a 30"  è 9.  8273976,  e dif- 
ferisce dal  nostro  di  232  : quindi  si  farà  la  proporzione 

10  : 232  = 3.56:  x=  82.  I coseni  (§.  25.)  decrescono  al 
crescere  degli  archi,  dunque  il  logaritmo  di  coseno  47.“, 
46',  20'  è maggiore  del  logaritmo  di  cos.47#,  46',  23".  56: 
quindi  si  dovrà  togliere  l’82  dal  primo  logaritmo  per  avere 

11  secondo  : dunque 

(а)  L.cos.47",  46',  23".  56=  9.  8274126. 

102.  Se  anche  nel  coseno  si  voglia  ritenere  il  metodo 
d'aggiungere  il  quarto  proporzionale,  si  cercherà  nelle  ta- 
vole il  coseno  dell’arco  prossimamente  maggiore  al  propo- 
sto : quindi  si  troverà 

(б)  L.cos.47®,  46’,  30"  =9.  8273976. 

La  differenza  col  prossimamente  inferiore  è 232:  la  differen- 
za fra  il  nostro  arco  ed  il  notato  in  (6)  è 6"4  4 : quindi  si 
farà  la  proporzione  10  : 232  = 6.44  : x , ed  x = 149,  che 
si  dovrà  aggiungere  al  logarit.  antecedente  (4),  ed  avremo 
L.cos.47®,  46',  23".  56=9.  8274125,  che  combina  con  (a). 

Andiamo  ora  al  problema  inverso  dell’uso  delle  tavole 
trigonometriche. 

103.  DATA  LA  RETTA  TRIGONOMETRICA  TROVARE  L’ARCO. 
Trovate  1’  arco  di  coi  il  logaritmo  del  seno  sia 

9.0567650.  Si  cerchi  nelle  tavole  il  logaritmo  prossimo  in- 
feriore, si  troverà  9.0566218  = L.sen.  6°,  32',  30".  La  dif- 
ferenza col  logaritmo  prossimamente  superiore  è 1836.  La 
differenza  col  nostro  è 1432  : quindi  si  farà  la  proporzione 
1836  : 10"=  1432  :x  , ed  x = 7V.  79  : dunque  avremo 
9.0567650  = L.sen.6®,  32',  37".  79. 
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Sia  (a)  9.  1603493  il  logaritmo  d’una  cotangente,  e si 
voglia  l’arco.  Questo  logaritmo  non  si  trova  leggendo  le 
colonne  delle  cotangenti  da  sopra  in  sotto  andando  da  si- 
nistra a dritta  nella  lettura  delle  tavole,  Io  cercherò  dun- 
que in  quelle  delle  cotangenti  leggendo  da  sotto  in  sopra, 
ed  avvertendo  che  più  si  va  in  alto,  e da  dritta  a sinistra 
più  gli  angoli  crescendo  le  cotangenti  decrescono  ($.  25.). 
Cerco  il  logarit.  della  cotangente  prossimamente  minore  ed  é 
9.1603083,  cui  appartiene  l’arco  di  81°, 46',  10",  e che  diffe- 
risce dal  nostro  di  410.  La  differenza  dei  logar.  fra  i quali 
è il  nostro  (a)  é nelle  tavole  i486  : dunque  faremo  la  pro- 
porzione 10''  : 1486=*  : 410,  x=2",  75.  Ora  i gradi  81% 
46',  10'  appartengono  ad  una  cotangente  minore:  dunque 
sono  troppo  grandi,  e perciò  si  dovranno  da  essi  togliere 
i 2%  75  per  avere  i gradi  della  nostra  cotangente  (a),  che 
saranno  81°,  46'',  7".  25.  Se  nelle  tavole  si  fosse  preso  il 
logaritmo  della  cotangente  maggiore,  alli  gradi  di  questa 
si  sarebbero  dovuti  aggiungere  i gradi  della  proporzione 
per  avere  i gradi  del  logaritmo  proposto. 

RISOLUZIONE  DEI  TRIANGOLI  COI  NUMERI. 

104.  Le  formole  date  per  la  soluzione  dei  triangoli  sup- 
pongono il  raggio  uno,  e quello  delle  tavole  è l’unità  se- 
guita da  10  zeri,  cosicché  il  suo  logaritmo  é 10.  Ma  ciò 
nulla  importa,  perchè  nelle  dette  equazioni  le  rette  trigo- 
nometriche si  supporranno  di  questo  raggio  r delle  tavole, 
ed  affinché  rimangano  di  raggio  uno  si  divideranno  per  r. 
Quando  poi  sostituendovi  i numeri  si  prenderanno  i loga- 
ritmi invece  di  Lr  si  porrà  10.  Se  due  rette  trigonome- 
triche saranno  in  quoto,  o moltiplicheranno  i due  membri 
dell’equazione  questi  10  si  sopprimeranno;  se  saranno  in  un 
prodotto  si  sommeranno  ; e se  sarà  sola  vi  sarà  un  10 
negativo  , che  si  potrà  portare  nell’  altro  membro.  Dopo 
ciò  siano  i problemi. 
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104.  In  un  triangolo  rettangolo  f ipotenusa  è metri  1 785.395 
ed  un  angolo  di  gradi  59°_,  37',  42";  trovare  gli  altri  elementi. 

L’altro  angolo  sarà  90°— 59%  37’,  42"  <=  30°,  22',  18". 
Per  trovare  il  cateto  opposto  all’angolo  dato  avremo($.57.  l.°) 
x =»  1 785.  395  sen.59°,  37',  42"  ; 
quindi  Lx  = Li  785.  395  -+*  L.sen.59®,  37',  42"  — IO* 
Ora  Li  785.  395  = 3*2517343  (a) 

L.sen.59®,  37',  4t£  = 9*  9358894. 

La  differenza  fra  questo,  ed  il  logaritmo  superiore  è 124. 
Moltiplicando  questo  per  2 che  sono  i 2^  di  MI  e divi- 
dendo per  LQ  avremo  24,8  : dunque 

L.sen.59®,  3/,  42  "=»  9*  9358919. 

Sommando  questo  con  (o)  sarà 

13.1876262,  ed  x =»  3.1876262,  ed  i = 1540”.374. 
Pel  lato  y,  che  coll’ipotenusa  fà  l’angolo  59°,  37],  42"  ab- 
biamo  ($.  52*  2^)  y = 1 785.  395  cos.59®,  3;',  42".  Il  calcolo 
simile  all’antecedente  ci  darà  y = 902®*.  708. 

1 06.  In  un  triangolo  siano  dati  i lati  a — 9459”.3)  , 
& = 8032”.  29  , c=8242,  58,  si  vogliano  i tre  angoli. 
Abbiamo  la  formola  (§.  86.) 

r(a  k -|-  c)(b  -f-  e — o) 


cos  ^ A 


bc 


Nel  nostro  caso  o-j-i-J-c  = 25734.1 8,  b- j-c — a=681 5.56 
Lcos  A— 10 — L2-|-^L(a-t-A*+*c)-j-L(A-[-e — a)— L6 — Lc^; 

L(g  •+-&  4-  a)  « 4.4105103 


ora 


LiA  -f  c — «)  = 3.8335015 
L a -+•  L + c)  + L(6  + c — a)  = 8-2440118 
Lò  4-  Le  = 7.8209026 


dunque 


V 


0.4231092 

(a  -+•  b -f-  c)(À  — }—  c — a) 


bc 


se  a questo  si  aggiunga  10  — L2 
L.cos  1 A = ! 


0.2115546  ; 
9.6989700  avremo 
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Il  logaritmo  prossimo  é 9.9105358  , che  corrisponde  a 
gradi  35°,  31',  40".  La  differenza  fra  questi  logaritmi  è 
112.  La  differenza  dei  logaritmi,  fra  i quali  il  nostro  è 
compreso,  è 1 5 1 : dunque  cos  |A  «=  35°,  31',  47".  42, 
ed  A = 71°,  3',  34".  84.  Collo  stesso  metodo  si  troverà  un 
altro  angolo. 

107.  Dato  un  punto  A , dal  quale  si  possano  vedere  due 
punti  inaccessibili  P,  Q trovare  la  loro  distanza. 

Si  misuri  una  base  AB  e sia  AB  «=  345.  29.  Con  uno 
strumento  traguardando  P si  misuri  l’angolo  PAB , e sia 
PAB  = 69°,  26'.  Traguardando  Q sia  BAQ  = 44°,  3l'. 
Collo  stesso  mezzo  si  trovi  ABP  = 48°,  l5,,ABQ=102o,  44'. 


AP  sen.ABP 


Nel  triangolo  PAB  abbiamo  — — . . 

AB  sen.APB 

Ora  APB  = 180-  — PAB—  ABP  = 62»,  19': 
dunque  L.AP  = LAB  -+-  L.sen.ABP — L.sen.APB.  Eseguen- 
do il  calcolo  si  troverà  AP  = 290m.  907.  Nello  stesso  tri- 
angolo APQ  si  calcolerà  AQ  colio  stesso  metodo,  e si  tro- 
verà AQ  «=o  615".  454.  Ora  nel  triangolo  PAQ  si  conosco- 
no i due  Iati  PA,  AQ,  e l'angolo  BAQ=  PAB— BAQ  = 
44°,  31'.  Si  debbono  ora  calcolare  gli  angoli  APQ,  AQP, 
che  esprimeremo  con  P,  e Q,  esprimendo  conp  e q i lati 

P-+-Q  tang.J  (P-+-Q) 


opposti.  Abbiamo  (§.  87. 


p—q  tang.|  (P— Q) 


Ora  L.tang.  f (P -J-Q)  =«  10.6421427 
L(p — q)  =....«=*  2.5112776 

\,(p-A-q)  =3  ....  7.0426988 


dunque  L.tang.  £ (P  — Q)  = 10.1961191 
d’onde  i (P— Q)  = 57»,  31%  6"., 

ed  in  seguito  P «=  134°  40',  36",  Q=  19°,  38',  24".  Final- 
mente per  calcolare  PQ  avremo  sen.Q  : sen.PAQ=g  : PQ; 
ora  L q ==»  2.  4637535 

L.sen.PAQ  «=»  9.  6368859 
L.sen.Q  = 0.  4735196 

dunque  L.PQ=2.5741 590,  e PQ  =375".  1 10  distanza  do- 
mandata. 

•ÌStSBBb 


Digitized  by  Google 


41 

ESERCIZJ  1>I  PROBLEMI 
TRIGONOMETRICI 

1 . Risolvere  un  triangolo  rettangolo^  conoscendo  la  sua  ipo- 
tenusa ed  il  rapporto  degli  altri  due  lati.  Calcolare  la  sua 
superfìcie.  * 

2.  Calcolare  un  triangolo  rettangolo  conoscendo  il  suo  peri- 
metro , ed  il  rapporto  delf  ipotenusa  alla  somma  degli  altri 
due  Iati. 

3.  Risolvere  un  triangolo  rettangolo , di  cui  si  conosce  la  su- 
perficie ed  il  perimetro. 

4.  Risolvere  un  triangolo  rettangolo , nel  quale  si  conosce  l'i- 
potcnusa e la  differenza  degli  altri  due  lati. 

5.  Risolvere  un  triangolo  conoscendo  i suoi  angoli , e la  sua 
superfìcie. 

6.  Risolvere  un  triangolo  conoscendo  un  suo  angolo,  un  lato 
adiacente,  e la  somma  o la  differenza  degli  altri  due  lati. 

7.  Risolvere  un  triangolo  conoscendo  un  angolo,  il  lato  op- 
posto, e la  somma  o la  differenza  degli  altri  due  lati. 

8.  Determinare  in  numeri  gli  angoli  quando  la  base,  i lati , 
e la  normale  sono  m proporzione  continua  geometrica. 

9.  Conoscendo  un  angolo  , il  lato  opposto,  e la  normale  da 
quello  su  questo,  determinare  gli  altri  due  angoli. 

1 0.  Calcolare  un  triangolo , nel  quale  si  conosce  un  angolo , 
il  lato  opposto , ed  il  rettangolo  degli  altri  due  Iati. 

1 1 . Conoscendo  due  lati  e la  differenza  degli  angoli  opposti 
calcolare  il  triangolo. 

1 2.  Trovare  l'area  d'un  quadrilatero  iscrittibile  per  mezzo  de' 
suoi  lati.  Si  farà  la  somma  delle  superficie  dei  due  trian- 
goli , nclli  quali  viene  diviso  il  quadrilatero  da  una 
diagonale,  e si  eliminerà  dal  risultamcnto  l’angolo,  che 
vi  entra,  applicando  successivamente  ai  delti  due  trian- 
goli la  formola  generale  a2  = b*  -t-  e2  — 2 he  cos.A.  Si 
troverà  S = j/ (p — a\p — b)'p — c)(p — d). 
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1 3.  Calcolare  la  superficie  di  un  quadrilatero in  cui  si  cono- 
scono le  due  diagonali j e l’angolo  che  esse  fanno. 

14.  Dare  le  formolej  sd  il  metodo  per  conoscere  la  posizione 
d'un  punto  dal  quale  si  possano  vedere  tre  altri  punti  si- 
tuati nello  stesso  suo  piano,  e noti  di  posizione. 

15.  Essendo  dato  il  coseno  d’un  arco  dar  le  forinole  per  cal- 
colare i coseni  della  sua  tnelàj  terzo j e quarto. 

1 6.  Essendo  dato  tang.a  trovare  sen.  — . 

2 

17.  Essendo  data  la  tangente  d’un  arco  calcolare  il  seno  di 
2 .. 

— di  questo  arco. 


18.  Calcolare  lang.  ~a  in  cos.a. 

19.  Trovare  il  <p  nell’equazione 

/sen2x\jec2x  4cos2x  , tanc’x 


Troverete  ar  = 41°,  2',  58"  prossimamente. 

20.  Trovate  cos.x  dall’  equazione  8Cn'^J  _ r . nella  solu- 

scn.2x 


r 

itone  ponete  — = cot.a  , e troverete  cos.x  = J cot.  j a- 

Di  qui  trovate  il  valore  di  x in  a. 

21.  Dato  tang.a  trovare  sen  .a,  e cosa.  Dato  sec.a  trovare 
tang.a. 


22.  Dare  la  serie  in  tang.a  di 


/ sen. a — cos.a 


sen.a 


■cos.a  \ 
■ cos.a  / 


23.  Cogli  svilujipi  di  sen.x , cos,  x,  e * provate  l'uguaglianze 


e*^-'  -+-  e~x^ ~x  e^~x  — e~x^ ~x 

cosx  = , sen.x -= . 

2 2^—1 

24.  Estrarre  la  radice  da  2(1  =p|/"(1  — seu’a)  ). 

25.  Trovate  sen  | a , cos  | a dalle  due  equazioni 

sen.a  = 2 sen  | a cos  }«,  1 s sen’  5 a -j-  cos2  £ a. 
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Pag. 

lin. 

ERRATA 

CORRIGE 

14 

8 

alcuno  delle  prime 
cifre 

alcuna  delle  cifre 

50 

12 

onde  in  3 libbre 

onde  in  32  libbre 

69 

20 

al  5 per  100 

al  6 per  100 

80 

32 

* 4-*' -4-*" 

sm  4-  s'm  -+■  s"m" 

ivi 

34 

4 H—  4 *r 

sm  4-  s'm'  -j-  s'm" 

(e  cosi  s’intenda  in  tut 
ta  la  pagina  81) 

105 

14 

1 1 scudi  per  9 

11  scudi  per  7 

106 

6 

per  avere  19 

per  avere  17 

■msz ss* 

ARITMETICA  GENERALE 


21  4 il  fattore  A deve 

105  22  souo  78  fra  uomini 

1 53  30  bx  -4-  a, 

ivi  31  x -+•  a , 

169  10  x1  y1 

ivi  i/(aM-4£),  i/(a,+4i)3 

172  13  — t— [/“ xy , — lAry 

220  5 c 1 o AA  3°'  ya,  AA  ya+a' 


il  fattore  A , con  cni  è 
primo,  deve 

sono  78  i paoli  riscossi 
fra  uomini 
£x  4-  c 
i — a 
x3  y3 

4 4 

l/^ (aM-4A)3 

4 4 

-+-l/'xy,  — \/xy 

\‘za'ya,  A’ya+a' 
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GEOMETRIA 


Pag. 

lin. 

1 

15 

non  si  bada  nè  alla 

non  si  bada  né  alla  larg- 

lunghezza 

hezza 

ivi 

16 

non  si  risguarda  l’e- 

non si  risguarda  la  lar- 

stensione 

ghezza 

3 

20 

non  si  trovano  tre 

non  si  trovano  tre  punti 

punti 

consecutivi 

23 

8 

non  s’ incontreranno 

s’incontreranno 

mai 

37 

12 

gradi  50 

gradi  60 

ivi 

23 

tutti  sono  doppii 

tutti  sono  metà 

79 

14 

(fig.  69.) 

(fig.  96.) 

82 

18 

che  il  rettangolo 

che  il  quadrato 

149 

2 

se  il  triangolo 
(fig.  1 39.)  isoscele 

se  il  triangolo  (fig.  1 39.) 
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